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Prologo de los autores

Después de asimilar los conceptos
fundamentales de la Matematica Bésica en los
cursos nivelatorios, tales como el manejo de
sistema numeérico, de las expresiones
algebraicas, de las funciones y sus correspon-
dientes gréaficas y de la Trigonometria,
estamos en condiciones de iniciar una nueva
etapa de nuestro proceso de aprendizaje de la

Matematica,denominada Calculo Diferencial.

Tras este anuncio tan alentador, surgen,
indiscretamente, tres preguntas, aunque no
lleguemos a formularlas en voz alta: ;qué
vamos a estudiar?, ;para qué nos servira todo
esto? jcomo lo haremos? Si, claro, sabemos
que la Matematica es muy importante, pero a
veces nos parecen tan abstractas, lejana,
etérea... y nos gustaria hallar aplicaciones
inmediatas y concretas, para evitar que el
cabello se nos erice.

Es aqui donde tenemos que ver muy
claramente que a veces podemos hallar
aplicaciones inmediatas y concretas, pero en
otras ocasiones estamos adquiriendo las
herramientas necesarias que nos permitiran

manejar otros conceptos, ya sea en la misma
rama de las Matematica o en otro campo. No
debemos olvidar que muchas areas de
Ingenieria, Administracion, Ciencias Agrarias
y Ciencias Humanas, requieren induda-
blemente cierto conocimiento basico de
Matematica; por tanto nuestro estudio tiene un

alcance a largo plazo.

Ademas, sin que nos demos plenamente cuenta
de ello, cuando estamos estudiando Matema-
tica estamos formando nuestro espiritu,
desarrollando nuestra capacidad ldgica,
ordenando nuestro pensamiento, ejercitandonos
en la interrelacion de conceptos, disciplinan-
donos y adquiriendo mayor agilidad mental.

Pero volvamos a nuestras insidiosas
preguntas: ;qué vamos a estudiar? ;para qué
nos servird?...En la primera unidad
estudiaremos las sucesiones, sus propiedades,
su convergencia o divergencia y algunos casos
especiales. Las sucesiones se aplican en la
estudio de los fendmenos de crecimiento de la
poblacion, del desarrollo de ciertas especies,

del estudio de la inflacion, del consumo de

(or:1[J81[e diferencial
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petroleo, de la electricidad; permiten, ademas,
sentar las bases para el estudio de los limites
y continuidad de las funciones, que
abordaremos en la segunda unidad. En esta
unidad trataremos primordialmente de hallar
el limite de una funcion, cuando x tiende a un
valor establecido, y determinar si una funcién
dada es continua en un punto a en un
intervalo. Vivimos rodeados de funciones, de
las cuales las sucesiones son tan sé6lo un caso
particular, Por ejemplo, las ganancias de una
fabrica son funciéon de la cantidad de
mercancia vendida. EI conocimiento de los
limites o de los puntos de discontinuidad de
las funciones puede ser de gran utilidad. En
el caso de la fabrica, dicho conocimiento puede
ayudar a decidir si conviene 0 no contratar un
turno para trabajar de noche y satisfacer una

mayor demanda.

Hay un limite, en especial, que va a ser
esencial para nosotros:

y- yo

el limite del cociente cuando x tiende

X-
a x,, tan coman en Matematicas, Fisica,

Quimica, el cual permite introducirnos en el

tema de las Derivadas, que abordaremos en
la tercera unidad. Alli nos familiarizaremos
con el concepto de derivada y con el
procedimiento para hallar una derivada.
Estamos acostumbrados a emplear muy a
menudo derivadas: la velocidad y la

acelaracion son ejemplos de ello.

Conociendo los mecanismos de derivacion,
podemos estudiar diversas aplicaciones de ésta
y en particular, como determinar los puntos
criticos; como resolver problemas de maximos

y minimos.

Esto es especialmente util cuando queremos,
por ejemplo, maximizar las ganancias de una
fabrica en funcién de la cantidad de mercancia
producida, o bien, cuando deseamos minimizar
el costo de un empaque, o determinar el
momento mas adecuado para sacar un producto

al mercado y maximizar los beneficios.

Regresamos ahora a nuestra tercera pregunta:
¢como estudiar? Aqui es muy importante estar
decididos a aprender y a poner de nuestra
parte todo cuanto sea necesario para llegar a
la meta deseada. Debemos luego fijar un
horario de estudio y cumplirlo estrictamente.
Asimismo debemos estudiar diariamente y no
pensar: "dejémoslo para el fin de semana
cuando si podremos dedicarnos con juicio, y
..... " Esto no es conveniente. Sabemos que el
autoaprendizaje es un proceso que requiere
cierto tiempo para asimilar, fijar los
mecanismos basicos y reforzar los
conocimientos adquiridios, pues lo que
aprendamos a la carrera, lo olvidaremos.

Cuando dispongamos de todos estos
elementos, podremos empezar. Nos armamos
de lapiz y papel, de nuestro libro y partimos.
Al principio de cada unidad hay una
justificacion que nos permiten ubicarnos en el

contexto del tema, e informarnos acerca de:



qué vamos a ver y cudles son nuestros objetivos.
Debemos leer con detenimiento la justificacion
y los objetivos para saber qué debemos lograr y
para verificar al final si los hemos alcanzado.

Conviene leer inicialmente cada parrafo de
corrido, para tener una idea global de que se
trata; luego volver a leerlo con mas
detenimiento, ojald subrayando las ideas
claves; volver a hacerlo una tercera vez,
analizando mas en detalle las afirmaciones
hechas. Puede resultar muy util elaborar un
pequefio resumen, que al principio de cada
periodo de estudio, nos permita recordar lo ya
visto y reforzado. Podriamos incluir las
definiciones y las propiedades importantes en
dicho resumen. Cuando haya un ejemplo o
una demostracioén, conviene, una vez leido el
proceso, tratar de hacerlo por nuestra cuenta
sin mirar el libro. Asi podremos percibir donde
estan nuestras dificultades y tratar de

solucionarlas. (Ver guia didactica).

Hallaremos tres autoevaluaciones, con ejercicios
y su correspondiente informacion de retorno
(confirmacion). ¢Qué debemos hacer? Tratar de
resolverlos y cuando hayamos llegado a algun
resultado o conclusidn, verificar si concuerda con
lo que deberiamos hallar. Si éste no es el caso, es
necesario:

1. Buscar si hay errores en la secuencia de
operaciones.

2. Si el problema no radica alli, revisar
entonces los ejemplos resueltos y mirar si
hay una mala aplicacién de los conceptos.

3. Si aun falla, consultar al tutor.

4. Si realmente la respuesta no es correcta,
comunicarlo a los autores.

Podremos caer en la tentacion de volver a la
mirada hacia la informacion de retorno antes
de resolver el ejercicio propuesto, nada mas
gue... para tener una idea de cdmo empezar.
Esta es una trampa que debemos evitar.
Confirmar la respuesta o el proceso es util,
mirar la respuesta sin haber intentado
desarrollar el ejercicio es dafiino. La gran
mayoria de ejercicios trae respuesta. No
debemos asustarnos si nos parecen muchos,
ni desalentarnos si tenemos dificultades. Son
numerosos para que podamos ejercitarnos y
ganar un mayor dominio del tema, mayor
seguridad y fluidez. Es un proceso similar al
de aprender a montar en bicicleta; escuchamos
atentamente todas las instrucciones, las
entendemos vy... sesta todo listo ya? ;ya
sabemos montar en bicicleta...? jNo! Sélo
después de algunas sesiones y algunos
dolorosos tropiezos desarrollaremos los
reflejos necesarios para evitar las caidas. Aqui
ocurre lo mismo. Necesitamos la practica,
necesitamos hacer ejercicios; cuanto mas
NnuUMerosos, mejor.

El que no logremos hacerlos todos no es
impedimento para que sigamos adelante. Pero
hay un ejercicio que si debemos hacer y llevar
al tutor, los que llevan asterisco y no traen
respuesta. Cuando nos equivoquemos, no
debemos desalentarnos, sino volver a la carga

unay otra vez.

(or:1[J81[e diferencial
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Dicen que Edison tuvo que hacer mil
experimentos para descubrir, al final de uno, lo
que deseaba. Si no lo logramos en un intento,
lo lograremos en otro, si tenemos el tesén
necesario. Los grupos colaborativos pueden
resultarnos muy utiles, ya que a veces, al
estudiar en grupo, al compartir otras
experiencias y otros puntos de vista, nos
enriqueceremos y podemos avanzar mas

rapido.

Los amantes de la Matematica hallaran al
final de cada unidad, una serie de ejercicios
suplementarios con un nivel de dificultad

mayor.

Antes de abordar nuestra primera unidad,
hallaremos la evaluacidn inicial, que tiene dos
propositos:

1. Ayudarnos a determinar si disponemos de
todas las herramientas o requisitos
necesarios para esta nueva etapa de nuestro

estudio.

2. Ayudarnos a determinar qué tanto

manejamos de los nuevos temas a estudiar.

Esta evaluacion tiene por lo tanto dos partes,
correspondientes a dichos propésitos. Si
fallamos en algin tema de la primera parte,
sabremos que necesitamos revisar los
con el tema

conceptos relacionados

correspondiente. Los ejercicios de la segunda
parte también figuran en las autoevaluaciones
finales de las unidades correspondientes y
deberan permitirnos medir el progreso
alcanzado tras el estudio. Es probable que
inicialmente no estemos encondiciones de
hacer todos los ejercicios y que después de
estudiar la unidad si podamos lograrlos. Asi

podremos darnos cuenta de nuestro progreso.

Ahora, estamos en condiciones de iniciar el

estudio de éste modulo.

Animo y buena suerte.

Los autores



Notacion

a: numero real

X aceleracion

A, B: numero reales

C: costo

(O costo de preparacion de manufactura

C, costo de mantener una unidad de inventario por periodo

C,: costo por la no entrega oportuna

C: costo promedio

C: costo después de un impuesto

d: demanda

Dy dominio de la funcién f

D, derivada con respecto a x

D,f=f"(x): derivada con respecto a x

dx: diferencial de x

dy: diferencial de y

dy/dx: derivada de y con respecto a x

dy/dx": derivada enésima o derivada de orden "n" de y con respecto a x

e numero de Euler: 2.71828

ex: exponencial

Ey/EX: elasticidad de y con respecto a x

f: funcién

f(x): valor de una funcion en x g

gof: composicion de f por g >

i: unidad imaginaria, /- 1 8
corriente =

- . - o

4 subindice 3

S
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lim f(x)

X—»a

lim f(x)

X—»¥

lim f(x)

x—»xg

lim f(x)

X—»X"
(o]

In x
log x
log, x
M

O X" 0DO=

(t)
R*

conjunto de naturales mayores o iguales "a". I ={a, a +1, ...}.

ingreso

ingreso después de un impuesto

vectores unitarios a lo largo de los ejes

subindie

una constante

numero de articulos que entran por periodo (a una fase uniforme) durante la forma-

cion del inventario

limite del valor de la funcion f cuando x tiende a "a

limite del valor de la funcién f cuando x incrementa sin limite

limite del valor de la funcion f cuando x tiene a x, para valores mayores que X,, €s
decir, por la derecha

limite del valor de la funcion f cuando x tiene a x, para valores menores que X,, €s
decir, por la izquierda

logaritmo de x = log x

logaritmo de x = In x

logaritmo en base a de x, con al e

cota superior

cota inferior

superindice

conjunto de los nimeros naturales

ndmero natural

numero natural especifico

periodo, bien de una sucesion, bien de una funcion
precio

razon comun de una progresion geométrica

carga (Coulombios)

razén comdn en un progresion geométrica
numero de articulos que deberan ser incluidos en un inventario cada vez
caudal

resistencia

conjunto de numeros reales

vector de posicion

conjunto de los reales no nulos



Sentx

< Ccc c A

<l

conjunto de los reales positivos
conjunto de los reales negativos

diferencia comdn en un progresion aritmética

radio vector en coordenadas polares

suma de los primeros términos de una progresion
espacio

funcién inversa de seno

impuesto

tiempo

ingreso captado por un impuesto (el gobierno capta este impuesto)
primer término de sucesion

enésimo término de una sucesién

utilidad

velocidad

velocidad promedio

variable independiente (por lo general)

cantidad demanda u ofrecida

variable, por lo general dependiente

derivada de y con respecto a la variable independiente
derivada enésima de y o de orden "n"
constantes

incremento

incremento en f

incremento en x; X, - X; = Dx
incremento en y

numero real positivo, generalmente muy pequefio
numero real positivo, generalmente muy pequefio
angulo variable en coordenadas polares
constante: = 3.141592654...

sumatoria

conjunto vacio

angulo

angulo entre radio vector y la tangente
notacion para un conjunto

conjunto, del cual 7 es el Unico elemento

(or:1[J81[e diferencial




{7,11,13,17} conjunto cuyos elementos son 7, 11, 13, 17

[a, b] el conjunto a £ x £ b,intervalo cerrado

[a,b[ el conjunto a £ x < b,intervalo semiabierto por la derecha
la,b] el conjunto a < x £ b,intervalo semiabierto por la izquierda
la,b[ el conjunto a <x < b,intervalo abierto

i inclusion

—;

inclusién propia

E reunion

¢ interseccion

T pertenece

i no pertenece

v, para todo x; cualquiera que sea x

$ existe un x; existe por lo menos un x
! diferente

@ aproximadamente igual

Nd @ vecindad de centro en a y radio d

Kld (@ vecindad reducida con centro en a y radio d
V, (@) vecindad de centro en a y radio d

V(x,-€ ,X,+€) vecindad de centro en x; y de radio ]

{u}n®a sucesion

—0— No se excluye el punto indicado
—e— se incluye el punto indicado
p implicacion o implica
0 equivalente o equivalencia
¥ infinito
a)
<Z': punto que indica multiplicacién, comoen (a-b) +(a+b)6éenl -2 -3
-
ke m
o a sumatoria de a, desde k = n hasta k = m inclusive
% k=n
g
© Yals valor absoluto
(%2}
g ||z || norma de z
N . . . ..
Eg 1.3853 decimal que se repite indefinidamente
< menor que...
> mayor que...
£ menor o igual que...
3 mayor o igual que...

® [scultad de Ciencias



n! factorial de n

ano

gk: coeficiente binomial
o

Q/g :al/n la raiz enésima de a

(r,J) coordenadas polares
x,y) coordenadas cartesianas
\ por consiguiente

L ylo

(or:1[J81[e diferencial
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Autoevaluacion

Antes de iniciar nuestro estudio, desarrollemos la autoevaluacién que se presenta en

121Ul

seguida. Las primeras doce preguntas que tienen la letra A, nos indicaran los puntos

e

criticos que seria bueno repasar para no tener dificultades a lo largo de este curso.

Luego siguen 12 preguntas con la letra B, tres por cada una de las unidades que
componen el curso. Podemos tratar de contestarlas, pero con un criterio diferente. No
se espera que debamos saber las respuestas antes de haber estudiado la unidad
correspondiente, jpero si después de hacerlo! Por lo tanto, no debemos alarmarnos si
no sabemos resolverlos en este momento. Simplemente nos indicaran cémo la unidad
correspondiente nos brindara nuevos conocimientos y nos permitira lograr, tras el

estudio, un progreso medible en la autoevaluacién final de cada uno.

S6lo nos resta hacer acopio de animo y perseverancia, e iniciar las labores jBuena suerte!

I . x-1 . .
1A El dominio de la funciony =f (x) = ,[—, cosgég es el conjunto
X+1 exX g

{x|x1 Ry-1£x<1} F() V()

2A. Los valores de la funcion h(x) = fx ; para h (-1)%=h [( 1)2])¢h2 (-1)=[n(-1)P
+X

son 1y 4 respectivamente F() V()

3A. Sif )ﬂ:g son funciones de reales a reales y estan definidas por

f(x): 5-x vy g(x):3x2+4 entonces g o f =19 - 3x

" F Vv —
D(QOf)={xl R,yx£5})¢f091/1-3x2 O VO g
=

()]

X . 6 23X ¢ S
4A. Sen g—x+p9es igual a sen g—xg F(O) V(O o
ed 7] ed g -

=]

(&)

S

O

........................................................



x-1
5A. El conjunto solucién para la desigualdad 71 <0 es-1<x<1 F(O) V(O

6A. EI conjunto solucién para la desigualdad X i < 0 son los reales excepto
+
-1<x<1 F(O V(0O
7A. EIl conjunto solucién para la desigualdad x2 <25 esOEXES F() V()

8A. EIl conjunto solucioén para la desigualdad |3X- 2| < |4X+7| son los reales excepto

FO) V()
- -5
9ExE-
2x +3
9A. EI conjunto solucién para la desigualdad‘ —| < 0.005 es:
399 401 F(O V()
3X ,-4X g
10A. log G2 % . (x+1) FO V()
& ¢ 5
b.dg
11A. Iogg%l—ij:(blog (a)) +dlog (d) +k log (g) FO VO
£€9° 5
12A sen(x) = cot AR = vV
" 1- cos (x $2 5 O VO

1B. La sucesion cuyo término general es u,= 9 ? n +1g es convergente F () V()

2B. El limite de la sucesion {un }n - :{\/n +1-4/n- 1} es cero F() V()
3B. Dada la sucesion iun }n s o definida por su primer término ug = 8 yla

4 H = - 2 + 16
formula de recurrencia U, 4 A u, 10y la sucesion {vn }n 10

Basicas e Ingenieria- UNAD

definida con base en la sucesién iun} en la forma siguiente: Vh SUpq- 6

entonces, la sucesion {wn }n s o de término general w_ = log |Vn|

0

€s una progresion aritmetica. F() V()

® [scultad de Ciencias



4B. lim x2 - 3x

—— =1 F Y%
o5 T Brs O VO

5B. 'X"f;¥4/(—y(—)4-xx-2:¥ FO) V()

6B. Los valores de a y" b que permiten que la funcion

}.2x +1 si X£0
fix) fax2+b  sio<x<3
+3x si x3 3

sea continuason:a= 8/9 y b=1 F() V()

7B. EIl porcentaje de error permisible en x para que el porcentaje de error en
x" sea menor del 1% es (%)% F() V()

8B. La derivada para la funcién:

_ sen(2x) . Zcos(2x) F() V()
1+ tan(ex) i 1+2sec? (2x)
9B. lim (tan (X))tan(zx):% F () \4 ()
X® %
10B. La funcion f(x) =- (x +3)(x- 3)2 admite un minimo relativo en x = 3
y un méaximo relativo en x =-1 F() V()

11B. Un empaque en forma de paralelepipedo de base cuadrada, tiene un volumen
de 0.064 m®; esta elaborado con un material que cuesta, para la tapa y el
fondo $12.00 por metro cuadrado y para las paredes $8.00 por metro cua-

drado; entonces, el costo minimo del empaque es de $47.08 F() V()

x3 +1

12B. El punto de inflexion para f(x)= es A(-1,0) FO VO

(or:1[J81[e diferencial
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OBJETIVOS

Identificar los principios y caracteristicas de las
sucesiones.

Hallar los primeros términos de una sucesion, a partir de
su término general, dado el (o los) primer (0s) término (s)

de una sucesién, y la relacién de recurrencia

Hallar el término general, en caso de ser posible; o aun,
dados los primeros términos de una sucesion, hallar una
sucesion que se ajuste a estos términos.

Determinar el sentido de variacién de una sucesién, su
periodo (si existe), una cota superior y una cota inferior
(si existen).

Hallar, dadas varias sucesiones, aquellas que correspondan
a progresiones aritméticas y determinar sus caracteristicas:
su diferencia comun, su primer término, la suma de sus n
primeros términos y su sentido de variacion.

Hallar, dadas varias sucesiones, aquellas que
correspondan a progresiones geométricas y determinar
sus caracteristicas: su razén comudn, su primer término,
la suma de sus primeros términos y su sentido de
variacion.

Indicar, dadas varias sucesiones, cuales de ellas
convergen.

Indicar, dadas varias sucesiones, cuales de ellas divergen.

(or:1[J81[e diferencial
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sucesiones

1.1.1 Introduccién

Como tendremos la ocasién de verlo a lo largo de la unidad, las sucesiones nos resultan
de gran utilidad practica, en particular cuando trabajamos con datos relacionados
con el crecimiento de la poblacion mundial, el aumento del consumo de electricidad, o
el incremento de un capital en funcion del tiempo. En Ingenieria, Administracion y
otras areas también se nos presentan aplicaciones, que podemos manejar mediante

el concepto de sucesion. Veamos un ejemplo.

Para efectuar un control microbiolégico de un alimento, tomamos una muestra en la
que hallamos 100 bacterias por mililitro (Escherichia Coli); denominamos por t, el
tiempo inicial de incubaciéon. Sabemos que la poblacion de la Escherichia Coli se
duplica en un intervalo de tiempo de 20 minutos ( t, = 20 minutos). Si mantenemos
las condiciones favorables, ;cuantas bacterias podriamos esperar al cabo de 40
minutos ( t, = 40 minutos)? ¢al cabo de 60 minutos (t, = 60 minutos)?...;al cabo de

2 horas (t;= 120 minutos)?

Designemos por u el nimero de bacterias al cabo de un tiempo t. Podemos ver con

facilidad que:

sin=0, t =0, u, = 100

sin=1, t, = 20, u,=2u, u, P =2(100) =200

sin=2, t, = 40, u,=2u, u,P =2(200) =400

sin=3, t, = 60, u, = 2u, u, P =2 (400) = 800
t,=8
t.=1
t.=1

sin=4, 0, u,=2u, u,P =2(800)= 1600
00, u,=2u, u P =2(1600) = 3200

20, u;=2u; u, P =2 (3200) = 6400

sin=5,

sin=6,

Al cabo de 40 minutos podriamos, por lo tanto, esperar 400 bacterias por mililitro; al
cabo de 60 minutos, 800 bacterias por ml.; alcabo de 2 horas 6400 bacterias por ml.

Tenemos ademas la ocasion de observar un fendmeno muy interesante; al conjunto

(or:1[J81[e diferencial
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de numeros naturales {0, 1,...n...} le asociamos un conjunto de numeros reales {100,

200, 400, ... un}. Este ultimo conjunto recibe el nombre de sucesién. ¢(Qué es entonces

una sucesion?

1.1.2 Definicion de sucesioén

Representamos la sucesion por medio de la notacion {un}

Sea a un numero natural

Sea l el conjunto: | ={a,a+1,a+2,.};paraa=1, 2,3, ...

Una sucesion es una funciéon de | en los nidmeros reales. Para referirnos a la

imagen u(n) del numero natural n, escribirmos simplemente u_

El nGmero real u, es un término de la sucesion

El namero real u_es el primer término de la sucesion

n3a

Cuando no hay ambigiedad posible acerca del primer término de la sucesién, en

particular cuando a = 0, escribimos:

Basicas e Ingenieria- UNAD

- ® Facultad de Cienciag

{Un}:{un}n30

Asi por ejemplo, en el caso anterior en el cual a era igual a cero y teniamos

1={0, 1, 2, 3,4,5,6,...}

Tenemos ahora otro ejemplo. Podemos expresar la sucesion U definida (para todo

. 1 -
natural no nulo n) por la expresion u, == , en la forma siguiente:
n



. _ 1. I 1
Puesto que: si n=1 u; —I—l, si n=2, UZ—E, si n=3; ug 3

También podriamos haber escrito en forma mas sencilla, puesto que el término no
esta definido paran =0

U= %iu
1 nk;ni*o
En forma similar, para la sucesiéon U definido por la expresion

1

Un :m : podriamos escribir:

| 1.2

deunasucesion

Determinar una sucesion consiste en dar una "regla” que permita hallar sus términos.
Existen varias formas de hacerlo:

a) Podemos disponer de una férmula que nos permita calcular directamente la
imagen de todo natural n por la sucesiéon U, reemplazando n por su valor.

1

Es asi como,por ejemplo, la sucesion U definida por {un}: H >
n

—_———

g esta perfecta-
mente determinada. n>0

Podemos obtener sus primeros términos reemplazando n en la férmula general por los
valoares 1, 2, 3, 4, ... hallando

sin=1, u, = =1 sin—2u—1—1
"1 2(1) 2 ’2?(5)_4

(or:1[J81[e diferencial
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sin=3, ug = 1 —1
'3 o@R) 6

I
1
i

funboo =1 =4 =jrir L d
n/n>0 12n gn>0 2,4,6,...2n,...%

b) Podemos calcular el término u  en funcion de términos anteriores (comou, .U, ,...).
en este caso, el conocimiento de los primeros términos de la sucesién nos permite
calcular los términos siguientes de la sucesién, uno por uno. Conocemos entonces la

sucesion por recurrencia.

La férmula que nos permite hallar u_en funcién de términos anteriores es una "relacion de

recurrencia”.

Ejemplo

Esta era precisamente la situacion planteada en la introduccién. Partiendo de un nimero
inicial ug =100  bacterias por mililitro, sabiamos que la poblacion se duplicaba al cabo
de un intervalo de tiempo de 20 minutos; por lo tanto, para un natural n comprendido entre
0y 6, podiamos escribir que un término U, de la sucesion era el doble del anterior
Un-1 osea

U, =2 u, ¢ (0<n£6)

Empleando el valor inicial Ug podiamos hallar la expresion general para, up, , puesto que:

o
<
z
> - .
g Sin=0, tg=0, ug=100 Sin=1 t; =20, u =2u,
Q0
& 2
E@ Sin=2, t, =40, u2=2u1=2(2u0)=2 Ug
(D)
3 2. 0_,3
o in= t, =60, u,=2u, =2 u-~=2"u
2 Sin=3, 3 g =2, 22 8% 2=2"ug
N
m

Sin=4 t4:80, U4:2U3:2?3UOQ:24UO

' 7]

yengeneral u_=2"u

® [scultad de Ciencias



Ejemplo

Tenemos una sucesion definida por su término inicial Ug =3y la relacién de recu-
rrencia U, ¢ =Eun . Deseamos hallar los primeros términos de dicha sucesion, asi

como el término general u, , si es posible, en funcion de n.

Partimosde ug =3 ; de acuerdo con la relacion de recurrencia:

Proseguimos:

& &5og &5
20 .3
Luego: _3 zggeaé;9+: a8 0
YT U275 s, - T3 G,
e 7]
2 .30 4
uy :%us :%ESE%Q = 38‘%9
&9, e
280" __ a8y’
Generalizando: u, =uy o~ =3¢=+
edg €d5g
Ejemplo

Tenemos una sucesion definida por su término inicial ug =-5, y larelacion de recu-
rrencia U, =U +(3p - 1) . Deseamos hallar los primeros términos de dicha sucesion,
asi como el término general u, , si es posible, en funcién de n.

Partimos de ug =-5; entonces u; = ug + (3p- 1):- 5+(3p- 1)

(or:1[J81[e diferencial
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Proseguimos: ug =-5; entonces u; =ug + (3p- 1)= -5+(3p- 1)

Us =Up +(3p- 1)=(- 5+(3p- 1))+(3p-1)=-5+2(3p- 1)

ug =up +(3p-1)=(-5+2(3p-1))+ (3p-1)=-5+3(3p-1)

ug =ugz+(3p-1)=(-5+3@p-1))+(3p-1)=-5+4(3p-1)

Generalizando: u, =up +n (3p-1)=-5+n (3p-1)

Ejemplo

Tenemos una sucesion definida por su término inicial ug =0, y la relacion de

recurrencia Up4 =+ 6- up . Deseamos hallar los primeros términos de dicha

cha sucesion, asi como el término general u en funcién de n, si es posible.
n

Entonces  yy =0, u; = /6- ug=~/6-0=4/6

o= 50 = o5 v =& 5
Uz = f6- Uy =1[6-6-46
u4=m=\/6—1/6—1/6—1/€

;Qué observamos? en este caso ya no nos resulta tan facil expresar el término general
u.en funcion de n y u,. No siempre podemos expresar en forma sencilla el término
general en funcién de n y nos resulta entonces, mas préactico emplear la relacién de

recurrencia.

Basicas e Ingenieria- UNAD

¢) Dados los primeros términos de una sucesion, también podemos hallar el término n-
ésimo de dicha sucesién, si suponemos que las propiedades comprobadas a partir de
los primeros términos siguen siendo validas para los términos no escritos.
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Ejemplo

Supongamos que disponemos de los primeros términos de la sucesion:
{un}={-2.4,-816,...} ;Qué observamos? Podemos escribir: (- 2)=(- 2}t
4=(-2)%;-8=(-2)%16=(- 2)* . Sisuponemos que la relacién se mantiene para

todos los otros términos de la sucesion, podremos tomar como n-ésimo término de

esta sucesion: Up = ( 2 )n . Por lo tanto, una posible sucesién equivalente seria:

{un} =1 24,.(- 2" fror

Ejemplo

Examinemos ahora otro caso. Disponemos de los primeros términos de

1123

una sucesion {Wn } =1 ?g,z,---i y deseamos hallar el n- ésimo término de dicha
i

suce-sién, bajo la suposicion de que la propiedad observada para los primeros términos

sigue siendo valida para los demas términos no escritos de la sucesion.

Observamos entonces los primeros términos y notamos que son fracciones cuyo

denominador es igual al numerador incrementado en uno (1); por lo tanto podemos

tomar como n- ésimo término:  Wp = n+1 . Por lo tanto, una pOSIb|e sucesion equi-

valente seria:

(or:1[J81[e diferencial




En los ejercicios del 1 al 3, calcular los seis primeros términos de cada sucesion.

3 d

i
2. =i
{un} % n-4¥)n35

3

En los ejercicios del 4 al 6, hallar el término general u_ de cada sucesion, en
funcion de n, con base en la relacion de recurrencia dada y con el primer término

de dicha sucesion.

+3; u=1 5. Vn=3Vp1; Vg =2

191019

6. Up = ;u0:2

Un-1

En los ejercicios 1 del 7 al 9,hallar el n- ésimo término de cada sucesion, con base

en los primeros términos, y suponiendo que las propiedades comprobadas para

110

dichos términos siguen siendo validos para los sucesivos:

7. fun}=frze...} o b}l 35

Basicas e Ingenieria- UNAD
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unasucesion.
Sucesiones monoétonas

El estudio de ciertas caracteristicas de una sucesion, tales como el sentido de variacion
de la sucesién, su eventual periodicidad, la posible existencia de cotas, puede ser de

gran utilidad para nosotros, permitiéndonos contestar preguntas del tipo:

¢(Presentan los términos de una sucesion una tendencia a aumentar, disminuir o

permanecer en el mismo valor?

¢Vuelven a adquirir los términos de una sucesion dada valores que ya habian tomado

anteriormente?

¢(Hay acaso valores los cuales son siempre menores que cada uno de los términos de
una sucesion? ¢Hay acaso valores los cuales son siempre mayores que cada uno de los

términos de una sucesiéon?

Debido a ello nos conviene conocer y analizar dichas caracteristicas. Antes de definirlas

formalmente, examinamos un ejemplo que nos permita visualizar mejor lo que ocurre.

El primero de enero de 1983, la poblacién urbana de una zona del pais era igual a
57850.000 habitantes, en tanto que la poblacién rural era igual a 3'250.000 habitantes.
Prevemos que en dicha zona se presentara durante la préxima década un aumento de
la poblacién urbana del orden del 5% anual, y una disminucion de la poblacién rural

del orden del 3% anual.

Si designamos por u_la urbanay por V_la rural previstas para el primero de enero del
afio (1983 + n).

1. Expresar Upy enfuncionde ug y V4 en funcion de

2. Expresaru_ y v en funcion den

(or:1[J81[e diferencial
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1)

2)

Calcular los valores de las poblaciones urbanas y rurales previstas para la préxima

década y representarlos graficamente.
Veamos la solucién:

Consideremos la poblacion urbana, representada por u_ para el primero de enero
del afo (1983 + n).
Si el aumento es del orden del 5% anual, entonces:
un+1: Un +0.05uh =} Un+1 :1.0SUn
En forma similar para la poblacion rural, representada por v, para el primero de enero
del afio (1983 + n), y con una disminucién del orden del 3% anual, podemos escribir:
Vh+1 =Vn - 0.03vh P vpiq =0.97vp

Con lo anterior, conocemos hasta ahora las sucesiones {un} y {Vn} por recu-

rrencia.

A partir de la formula de recurrencia, queremos determinar u,, y v, explicitamente
en funcién de n (sabiendo que:uy =5850.000 y vq =3250.000)

Examinemos la sucesion {Un }:

n =0, (1°. de enero de 1983), u,=5"850.000

n =1, (1°. de enero de 1984), u,= 1.05u,

n =2, (1°. de enero de 1985), u,=1.05u, =1.05 (1.05u,) = (1.05)? Uy
n =3, (1°. de enero de 1986),  u, = 1.05u, = 1.05 (1.05)* u,) = (1.05)° u,

En general: up = (1.05 )n Ug para 0<n£ 10

Pasemos ahora a la sucesion {vn } . En forma similar

n =0, (1°. de enero de 1983), v, = 3250.000

n =1, (1°. de enero de 1984), v, = 0.97v0

n =2, (1°. de enero de 1985), v, =0.97 (0.97v,) = (0.97)%v,

n =3, (1°. de enero de 1986), v, =0.97 = (0.97)*v,) = (0.97)*v,

y en forma general: Vn = (0.97)" v, para 0<n £10



3)  Apartir de las expresiones explicitas podemos hallar facilmente los valores requeridos,
reemplazando en dichas expresiones. (Es necesario tener en cuenta que los resultados
deben ser numeros enteros, y ademas, dado que los datos fueron suministrados con
3 cifras significativas, y como es obvio el modelo propuesto es forzosamente impreciso,
no tiene sentido escribir resultados con mas de 3 cifras significativas; por ejemplo,
no escribiremos (u, = 6772106.3 sino u, @6770000).

n ANO POBLACION URBANA | POBLACION RURAL
0 1983 5850000 3250000
1 1984 6140000 3150000
2 1985 6450000 3060000
3 1986 6770000 2970000
4 1987 7110000 2880000
5 1988 7470000 2790000
6 1989 7840000 2710000
7 1990 8230000 2630000
8 1991 8640000 2550000
9 1992 9080000 2470000
10 1993 9530000 2400000

1.3.1 Sentido de variacién de una sucesion

¢ Qué podemos notar al observar dichas sucesiones? (Las del ejemplo).

1. Para 0 £ n £ 10, la poblacién urbana crece continuamente; cada término de la suce-

sion es mayor que el término inmediatamente anterior:
Se comprueba que up 4 > Uy

2. ParaO £ n £ 10, la poblacion rural disminuye continuamente; cada término de la
sucesion es menor que el término anterior.

Por lo tanto v ;4 < Vi, podemos apreciar este fendmeno en la figura 1.1,antes

de ver la definicion formal.

(or:1[J81[e diferencial
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Figura 1.1 grafica para la poblacion urbana y rural en el ejemplo considerado.

SUCESION CRECIENTE: una secesion {Un }n3a es creciente a partir de n;siy

solo si, para todo natural mayor o igual que n se cumple

3
Un+1 un

Nota: una sucesién {up }nsa sera estrictamente creciente a partir de n; si y sélo

si, para todo natural mayor o igual que n, se cumple

un+1 > un

Ejemplo 1

En el caso de la poblacion urbana expuesto anteriormente, habiamos notado que dicha

Basicas e Ingenieria- UNAD

poblacidén crecia continuamente; cada término era mayor que el término inmediatamente

anterior (0 < n £ 10); la grafica tenia una tendencia ascendente; se comprueba que:

un+1 > un
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Puesto que; U - up, =(1.05)" *1ug - (1.05)" ug=(0.05) (1.05)" uy >0

0

Podiamos entonces asegurar que dicha sucesion era creciente.

Ejemplo
2

Demostremos que la sucesion { Un } :{3n2 +n+70 } es creciente. Con éste fin exami-

nemos el signo de la diferencia:

Un+1 - Uy P Upny - u, :?(n+1)2 +(n +1)+70 g ?nz +n+7og: 6n +4

Podemos entonces asegurar gque la sucesion { Un } :{Bn2 +n+70 } es creciente.

Ejemplo
3

¢Es 0 no creciente la sucesion u definida por su término inicial u, = -5y por la
n 0

relacion de recurrencia Up+1 = Up +(3p- 1) ?

Para saberlo, examinemos el signo de la diferencia  upq - u,, .De acuerdo con la rela-

cién de recurrencia, podemos escribir:

Un+1 - Uy =Up +(3p-1)- u,=3p-1

Pero, dado que (3p-1)>0 entonces Up4q - u, >0P upy >0  con locual podemos

asegurar que la sucesién iun } es creciente.

(or:1[J81[e diferencial

........................................................



SUCESION DECRECIENTE: una sucesion {Un+1 }n3a es decreciente a partir de n,
si y solo si, para todo natural mayor o igual a, se cumple que:
Un+1 £ Un

Nota: una sucesion {u n+1 } sera estrictamente decreciente a partir de n, siy solo

n3a
si, para todo natural mayor o igual que n, se cumple que:

Up+ <Un
Ejemplo

Volvamos al caso de la poblacién rural expuesto anteriormente,habiamos notado cdmo dicha
poblacién disminuia continuamente (inicialmente era de 3'250.000 habitantes, y al cabo de
10 afios, era tan sélo de 2°400.000 habitantes); cada término de la sucesion era menor que
el término inmediatamente anterior; la grafica tenia una tendencia descendente; se

comprobaba que v,41 <Vp , puesto que:
Vit - Vi =(097 " Ly - (0.97) v =-0.03(0.97) v <0

Podemos entonces asegurar que la sucesion de la poblacién rural definida por:

{vn} :{(0.97 ) vo }0< n£10 €S estrictamente decreciente.

Ejemplo

Tomemos otro caso. Examinemos la sucesion

{un}:{lln}n31 1,

—y——
N| -

11 1 g
'3 4’.”’n’.'.[v)n31

Observamos que cada término es menor que el inmediatamente anterior. Decimos que

Basicas e Ingenieria- UNAD

esta sucesion es estrictamente decreciente porque en forma general podemos escribir que:

u <u

n+1 n
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Demostrémoslo:
1 1

,un+1:—n+1b Up+1-Yn S557 "

u_1
N~ n

Hacemos comUn denominador

J Cu = 1 _i_n-(n+1)_ -1
n+l "n"n+1 n n(n+1) n(n+1)
Dado que:
-1

n>0 yn+1>0p n(n+1)>0bp CrEah

Por consiguiente:
Un+1" Yn< 0 Yn+1<Up

Ejemplo

¢Serd posible afirmar que la sucesién {un } definida por su término inicial ug =-5

y por la relacién de recurrencia: Upq=Up- («/E+3) es decreciente? ;Por qué?
Examinemos el signo de la dlferenma(un +1°Yn )

De acuerdo con la relacién de recurrencia:

=(“n' (J5+3))_ U =- (JE+3)<0 0 u

u

- <
n+1" Yn n n+1 <Yn

Podemos entonces asegurar que la sucesion iu n } es estrictamente decreciente.

La sucesion seréa estrictamente decreciente.

SUCESION CONSTANTE O ESTACIONARIA: unasucesion {up }js5 €s constan-
te o estacionaria a partir de n. si y s6lo si, para todo natural mayor o igual que n, se cumple

que: Up41=Un

(or:1[J81[e diferencial

........................................................



Ejemplo 7

La sucesion {vn } :{( 1)2n } es constante puesto que para todo natural n se cumple

que Up4q =Un

Dado que: up = ( 1)2n =1y Upy= (— 1)2(n +1): (— 1)2(n +1):1

Ejemplo
8

La sucesion {v,, } :J,[ ‘?COS(N p)
1

y es constante puesto que para todo natural
b

n se cumple que U4 =Up

Dado que: —3005np :ﬁ y £cos[(n +1)p] :ﬁ entonces
2 2 2 2
V3
Un :Ul = U2 =... Un :un+l ==

2

SUCESION MONOTONA: una sucesion es monétona a partir de Ny Sies creciente,

o bien decreciente.

Una sucesién monotona cuyos términos consecutivos sean diferentes, se denomina

sucesién estrictamente mondétona.

Ejemplo ')
7

Basicas e Ingenieria- UNAD

Volviendo nuevamente al caso de la poblacion urbana, ya visto, podemos decir que se
trata de una sucesion estrictamente mondtona, puesto que es estrictamente creciente

para todo valor de n comprendido entre cero y diez.
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Ejemplo

Las sucesiones{vn } :{n +1} y {wn }: {3n2 +n+70 } que, como lo habiamos visto,

son estrictamente crecientes, son por consiguiente estrictamente monétonas.

Ejemplo

La sucesion correspondiente a la poblacién rural ya vista, que era estrictamente decreciente

también es estrictamente mondtona.

Tenemos que ver sin embargo que una sucesion puede no ser monétona; por ejemplo la
-z — n _ - z

sucesion {u_} = {( 1) }- {w,}={1,-11-1,.} no es monétona, puesto que no es

creciente, ni decreciente; es una sucesién oscilante, puesto que sus términos oscilan entre el

valor 1y el valor -1.
La sucesion {vn } = {sen (n )} es otro ejemplo de una sucesion que no es mongtona.

Lasucesion {up, }  definida por el término inicial ug =0 ypx lardad ncerecured a
Un+1=46- Un ; cyos i merotérmi nos sofo; 2.45; 1.88, 2.03; 1.99; 2.00...} €s
drog anp odeuasucesi cnnonondtag, puestoqenesn ared eten decred ete sus
té&minos osa | and rededar de 2, acer cadose cacavez més ad dovd ar.

(or:1[J81[e diferencial

........................................................



En los ejercicios propuestos a continuacién (1 a 9)

a) Calcular los cinco primeros términos de cada sucesién.

b) Indicar si la sucesién propuesta es creciente, decreciente, 0 no monétona.

¢) Justificar con base en el signo de la diferencia (u,,, = u,) en el caso que sea

n+1
monotona. I I I
hl
1 _l_n 4@ 2. 5 (. 1)" 3, _tny D
T AR R
O
- - - _‘! n U - I
4. Demostrar que la suecesion definida por {v,}= i mg es estricta- 9

mente creciente.

5.  Demostrar que la sucesion definida por {vn} = } n 1 g es estricta-
Tn+
mente decreciente.

¢c10
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1.3.2 Sucesiones acotadas

1.3.2.1 Cotas

Por conveniencia recordamos el concepto de conjunto acotado y el de cota. Empezamos
por definir lo que es un conjunto acotado por encima y luego el que lo es por debajo y, sus
correspondiente concepto de cota superior y de cota inferior.

Supongamos que tenemos un conjunto S el cual es un subconjunto del conjunto de los
numeros reales (R); si logramos hallar un namero real r tal que para cualquier elemento
s de S se cumple que s £ r, decimos que S es un conjunto acotado por encima, y r es una

cota superior.

De especial interés para nuestra construccion de esta parte es el concepto de minima
cota superior, para ello tomemos el conjunto S I R; si S es acotado por encima, decimos
que r es la minima cota superior si:

1) r es cota superior para Sy

2) r £ t para todo t que sea cota superior de S

llustramos estos conceptos con unos ejemplos.

Ejemplo
El conjunto de los niumeros racionales (Q) no tiene cota superior.

Lo demostraremos en la siguiente manera:

Supongamos que r es una cota superior para Q, entonces por definicion de cota superior
r + a, a > 0, también es cota superior, ademas por la ley clausurativa podemos elegir el
numero a en tal forma que (r + a) T Q entonces debemos llegar a la conclusion que
siempre tendremos un elemento de los racionales tal que sea mayor que la cota que

proponemos y por lo tanto el conjunto de los racionales no es acotado por encima.

(or:1[J81[e diferencial




Ejemplo

El conjunto S ={r1 Q ¥ £ 0} tiene cotas superiores y por ende tiene una cota superior,

la cual es la minima superior, en nuestro caso, cero.

a) Sitomamos un ndmero t tal que 0 £, entonces, comor £t parari S, tenemos que
r £ t para cualquier r T S. Por lo tanto, todo niimero no negativo es una cota
superior para S. Ejemplos de cotas superiores para el conjunto en cuestion serian 0,
1, 1/2, 1000000, 10%, 0.1, etc.

b) Cero es la minima cota superior para S.

De la parte (a) cero es una cota superior. Ahora supongamos que t es cualquier otra
cota superior. Entonces 0T Sy por esto 0 £t , por lo cual cero es la minima cota

superior de S por la definicidn.

Ejemplo

Consideremos el conjunto S :{0.3, 0.33, 0.333,...} hallarle algunas cotas superiores

y la minima cota superior.

Evidentemente vemos que el conjunto es acotado por encima, ademas cualquier entero
positivo es cota superior; también 0.4 es cota superior porque para cualquier s1 S,
s £4 . Sin embargo, la minima cota superior es 1/3 porque para cualquier elemento de
S, 1/3 es mayor o igual.

Demostracién: remitiremos al conjunto de los racionales en donde hallaremos que
0.3 esigualal/3(0.3 significa que el nimero 3 se repite indefinidamente). (Recordemos
los decimales periodicos).

Ahora veamos el concepto cota inferior de un conjunto S I R. Supongamos que
podemos hallar un t el cual es siempre menor o igual a cualquier elemento s1 S, es
decir, t £5, entonces decimos que el conjunto S es acotado por debajo y t es una cota
inferior. Obviamente que también se nos presenta el concepto maximo cota inferior, es
decir, la mayor de todas las cotas inferiores; entonces t es la maxima cota inferior si:

Basicas e Ingenieria- UNAD
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1) tes cota inferior para el conjunto Sy

2) t3 r para todo r que sea cota inferior de S.

Ejemplo

El conjunto de los nimeros naturales N es acotado inferiormente porque cualquier

entero negativo es cota inferior.

Ejemplo

El conjunto de los nimeros racionales no es acotado inferiormente, porque como ya
vimos no es acotado por encima y por lo tanto los negativos tampoco tendra cota

inferior.

Un conjunto S que es acotado por encima y por debajo, decimos
que es acotado.

Con esto creemos estar preparados para abordar el tema de las sucesiones acotadas

gue a continuacion trataremos.
1.3.2.2 Sucesiones acotadas superiormente

Regresemos rapidamente a nuestro ejemplo de la poblacién rural. ;Qué otro fenémeno

podemos observar?

ParaO£ n£10 , los valores de la poblaciéon eran siempre menores o iguales
que M = 37250.000; comprobamos que v, £ 3'250.000 y por lo tanto v, £ M.

Decimos que M es cota superior de la sucesion de la poblacién rural, y que dicha

sucesion es acotada superiormente.

(or:1[J81[e diferencial
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¢QUE es entonces un sucesion acotada superiormente?

Una sucesion {Un}n3a es acotada superiormente, si y s6lo si, existe un namero real
M tal que para todo natural n del conjunto | se cumple queu, £M

M es una cota superior de la sucesion.

Ejemplo

Tomemos otro caso. Decimos que M = 2 es una cota superior de la sucesion
{un}:lL Li - puesto que, para todo natural n3 2 se verifica que U £M
Tn-1pn

Demostrémoslo: examinemos el signo del a diferencia u, - M

- + -n+
Up- M = n_2:n 2n 2:n2
n-1 n-1 n-1

-n+2 ~

n ~
"n3o2 -N+2£0 y n-1>0P £0 U —1£2U un £ M

n-1 n-

Ejemplo

Dada la sucesion definida por {u,} = { n2-n +5}

a) Calcular los cinco primeros términos de la sucesion

b) Hallar, si es posible, una cota superior
8 ug=5 u;=3; up,=-1, uz=-7; u,=-15

b) Como notamos que los términos de la sucesion parten deug =5 'y van decrecien-

Basicas e Ingenieria- UNAD

do paulatinamente, tomamos M =5 como una posible cota superior. Para asegurarnos

de que esto sea cierto, determinemos el signo de la diferencia (Un - 5) .

un—5:(— n?- n+5)—5:n2— n
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Pero dado qer®- n ) £0 U u,-5£00 up £5

Por consiguiente, si podemos tomar M = 5 como una cota superior de la sucesion

{un}={-n2- n+s}

Ejemplo

La sucesion {un} definida por {un} = } %E admite al namero real M =5 como una

cota superior de la sucesion, puesto que:

2
5 _ 5-5n
"o Up- M=—-5=2"""_£0
n n2 n2

1.3.2.3 Sucesiones acotadas inferiormente

Una sucesion {up, } es acotada inferiormente, si'y solo si, existe un namero real

n3a

m tal que, para todo natural n (n1 1), se cumple que:
3

Up3m

El nimero real m es una cota inferior de la sucesion.
Ejemplo

En el ejemplo referente a la poblacién urbana, habiamos comprobado que dichos valores

eran siempre mayores o iguales que 5850.000, esto es, u, * 5850.000 .
Podemos entonces decir que m = 5°850.000 es una cota inferior de la sucesién.

Evidentemente, cualquier nimero menor que m también es cota inferior.

(or:1[J81[e diferencial
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Ejemplo

Tomemos ahora otro caso. Decimos que m = 0 es una cota inferior de la sucesién

I N g
{U n} =1 ﬁgnn puesto que, para todo natural n > 1 se cumple que: Up 3 m

Demostracion. Evidentemente el signo de la diferencia( Up-m ) con m=0

y dado que: " 54 — 13 0U u,-m300 up >m

Ejemplo

Dada la sucesion {un } definida por un término inicial u; =4 y por la relacion de
recurrencia 4(Un ) 1)
u =
n+l up

a) Hallar los cinco primeros términos de la sucesion.

b) Hallar, si es posible, una cota inferior.

Solucion:
8 5 12
) a) Uy =4, U, =3, Ug=—; Uy =—; U =—
Q ) Up 2 373 Ua=5 Us =
pd
=)
8 b) Gmo vemos qelos teéminos de |l a sucesion parte dg, = 4 y van decreciendo
()
'g paulatinamente, acercandose a 2, tomemos m = 2 como una posible cota inferior
(@]
£ (recordemos que u, = 4 > 2). Examinemos el signo de la diferencia (un+1 - 2)
(]
[2]
S dup, - 4 AUp-4-2un _2un-4 2(up-2)
2 Un+1 - 2= - 2= = =
o Un Un Un Un

¢{Qué vemos? La diferencia (un+1 - 2) tiene el mismo signo que la diferencia

(Un+1 - 2) puesto que para todo n, up, >0 .
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O sea, en otras palabras,(un - 2)>op Ups -2>0 .Se cumplen dos condi-

ciones:
a u,-2=4-2>0 (lapropiedad es cierta para n = 1)

b. (Un -2 ) >0b (un+l - 2)> 0 (sila propiedad es cierta para n también lo es para
n+1).

Por consiguiente hemos mostrado por induccion que la sucesion {un} admite al real

m = 2 como una cota inferior. (Cualquier real menor a dos también es cota inferior).
1.3.2.4 sucesiones acotadas

Una sucesién es acotada cuando lo es superiormente e inferiormente; es decir, cuando
admite una cota superior M y una cota inferior m, se cumplird entonces para todo
natural ni I:

mE£u, £M

También es posible dar la condicién como |un |£M1, con M1 un numero real.

Ejemplo

L, 1 n
La sucesion {un } = ) g es acotada, puesto que de acuerdo con lo expuesto
in-

anteriormente, M = 2 es una cota superior de dicha sucesion y m =0 es una cota

inferior de la misma sucesion.

"ni Im£un£M

Ejemplo

La sucesion {y,} definida por {un}=

5
2
todon31:0<un £5.

—_——

i
gn31 es acotada,puesto que para

(or:1[J81[e diferencial
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Ejemplo

La sucesion defindia por |u1 =4| y por la relacion de recurrencia
4(up-1) g . .
Up41 = ——— €s una sucesion acotada, puesto que admite como cotas superior
u
n
cualquier numero real mayor igual que M = 4, y por cota inferior m = 2 o sea,

"h 2fu, £4



Para los subconjuntos de los racionales que a continuacion se proponen, hallarles

cotas superiores, si las tienen.

r2- 6re10U

1. i ri Q
I

Hallar la minima cota superior para cada uno de los conjuntos siguientes:
i NGt NU

2. 11/ dnl N 3.
[T Ny

4. Demostrar que la sucesion {un }:{ n2+3n +5g admite a m = 5 como
[

3n- 4
n+1

—_———

3

|nT Ng

una cota inferior.

(631
——
c
=
——
1
———

g 6. -
[\;n31 {un} %n2+1

191019

€10

(or:1[J81[e diferencial
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Dos tipos de sucesiones nos resultan especialmente interesantes, puesto que podemos
deducir sus términos a partir de los anteriores, o bien por la suma de una constante, o

bien por el producto por una constante.

Estas sucesiones son la progresion aritmética y la progresién geométrica. Para visualizar

mejor sus caracteristicas, veamos primero un ejemplo antes de definirlas.

Ejemplo

1. El sefior X consigna sus ahorros en una institucion financiera que le ofrece unos
intereses del 25% anual. Dispone inicialmente de un capital de $10000.00; cada afio
la institucion le entrega al sefior X los intereses correspondientes; ;cuanto habra

ganado el sefior X al cabo de 5 afios?

2. El sefor X decide reinvertir cada afo los intereses que le paga la institucién, con el
fin de que, sumados al capital, también le reporten nuevos intereses. ¢De qué suma

dispondra el sefior X al cabo de 5 afios?

si n=2 u,=u, +10000 (0.25) = 5000
si n=3 u,=u, + 10000 (0.25) = 7500
si n=4 u,=u, + 10000 (0.25) = 10000
si n=5 ug=u, + 10000 (0.25) = 12500

g 1) Designemos por u_la suma de que dispondra el sefior X por concepto de intereses
=) acumulados no invertidos al cabo de n afios.
ke

@ .

-% Podemos ver que:

(@)

£ si n=0 u,=0

(D)

§ si n=1 u =u, +10000 (0.25) = 2500

‘0

@

s}
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Nos hallamos entonces frente a una sucesion muy especial, en la que cada término se
obtiene a partir del inmediatamente anterior, mediante la adicién de una constante
r = 10000 x (0.25).

O seaen general: Up;q =Up +r

Esta sucesion recibe el nombre de progresion aritmética. Podriamos resumir la secuencia
de operaciones que efectuamos en un esquema muy sencillo, como el que presentamos a
continuacion, para el calculo de los cinco primeros términos de la sucesién

(posteriores a u,), a partir del término u,= 0, y de r = 2500.

Este esquema recibe el nombre de diagrama de flujo (figura 1.2). Lo empleamos
constantemente en la programacion y en forma un poco modificada en el estudio

del tratamiento que han de recibir en Ingenieria.

n- n+1

o

FIGURA 1.2 |
Diagrama de flujo
paralaparte 1

Sigamos su desarrollo:

1. Definimos los valores de partida: n = 0; u, = 0. (Los valores iniciales se representan

convencionalmente dentro de bloques de forma /7).

(or:1[J81[e diferencial




2. Comparamos el valor de n con 5, puesto que sdlo queremos calcular los cinco términos

de la sucesion posterioresau,; (las comparaciones se representan convencionalmente

- . no - - " -
mediante el simbolo §> si n es menor o igual que 5, realizamos el paso si-

SI
guiente; aqui n = 0 es menor que 5, lo que nos permite desplazarnos a la siguiente

instruccion.

3. Efectuamos el calculo Upyq =Up +r (los calculos se representan convencio-

nalmente por blogues de forma [ ); aqui uq =ug +r
4. Incrementamos el valor de n en 1 unidad.

Le asignamos a n su valor anterior mas uno; esto lo representamos simbolicamente
como n = n + 1; aqui, por ejemplo; n—= 0 + 1; esto significa que a n le asignamos
ahorael valor 0 + 1, o sea 1.

5.  Repetimos el proceso, hasta que n sea igual a 6. Entonces, en una segunda etapa,
comparamos el valor actual de n con 5. Como a n le acabamos de asignar el valor 1,
n es efectivamente menor o igual que 5.

Por lo tanto calculamos U4 =UR + 1, que en este caso equivale a U, =U; +1 ;
posteriormente le asignamos a n un nuevo valor: su valor actual incrementado en
una unidad; osean - 1+ 1; an le asignamos por lo tanto el valor 2,y reanudamos
el proceso que ha de finalizar cuando n adquiera el valor 6.

Para la segunda parte del problema que estamos resolviendo:

a)

2

) 2) Designemos por v _la suma total de que dispondra el sefior X al cabo de n afios de

‘g reinvertir sus intereses. Podemos ver que:

c

()

(@) R

£ sin=0 v, = 10000.00

(D)

0 sin=1 v,=1.25v, =1.25(10000) = 12500.00

(1)

7 sin=2 v,=125v, =125(12500) = 15625.00

- sin=3 v,=125v, =125(15625)  =19531.25
sin=4 v,=125v, =125 (19531.25) =24414.06
sin=5 v, =125, =125 (24414.06) = 30517.58

® [scultad de Ciencias



Nos hallamos frente a otra sucesién muy especial, en lo que cada término se
obtiene a partir del inmediatamente anterior,multiplicandolo por un término

constante q (q = 1.25).

Osea vpy1 =Vn.Q

Esta sucesidon recibe el nombre de progresién geométrica.

Podriamos también resumir la secuencia de operaciones que efectuamos en un diagrama

de flujo (figura 1.3) como el que presentamos a continuacion, para el calculo de los

cinco términos posteriores a v, a partir de v, = 10000 y de que = 1.25.

) *
No
FIGURA 1.3

Diagrama de flujo ¢
paralaparte 2

1.4.1 Laprogresion aritmética

Una sucesion {Un }n3a recibe el nombre de progresion aritmética, si y sélo si, para

todo natural n mayor o igual que a, se cumple que:

Up+g =Un *T

El namero r recibe el nombre de diferencia comun de la progresién aritmética.

(or:1[J81[e diferencial
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Tal era el caso, por ejemplo de la sucesion cuyos términos eran igual a la suma de la que
dispondria un sefor X por concepto de intereses acumulados (no reinvertidos) al cabo de
n afios. Deduciamos cada término del inmediatamente anterior, mediante la adicién de
una constante: 10000 (0.25); esta constante r = 2500 era la diferencia comun de la
progresion aritmética considerada.

Las progresiones aritméticas constituyen un ejemplo particularmente sencillo del paso
de una definicion por una férmula de recurrencia a una definiciéon por medio de una

férmula explicita.

En efecto, si tenemos:

sin=a+1 U, =u+r

sin=a+2 u,,=u +r=(@U+r+r=u_ +2r
sin=a+3 U,z =U, +r=(U,+2r)+r=u_ +3r
sin=a+4 U,,=U, +r=(Uu+3r)+r=u_ +4r

Yengeneral:sin=a+p Ug+p =Ug +Ppr.

Pero, puesto que: a + p = n, concluimos u, =u, + (n - a)r

Generalizando: el termino n-ésimo de una progresion aritmeética con primer término u,

y diferencia comudn r de la forma:
up, =u,+(n-ar

Suma de los n primeros términos de una progresidon aritmética. A menudo tenemos
gue hallar la suma, S por ejemplo; de los n primeros naturales, o sea de los n primeros
términos de la sucesion {Un } {1,2,3,___}n3 a
Nos resultaria un proceso largo y tedioso, de no haber hallado Euler un método facil e
ingenioso para resolver dicha dificultad. De acuerdo con lo propuesto por él, escribimos
dos veces la misma suma: la primera en la forma convencional y la segunda, comenzando
por el dltimo término y terminando con el primero.

S=1 + 2 + 3 + 4 +..+ -1+ n

S ST SO SR SR S

S=n + n-D+n-2+(n-3+... + 2 + 1

2S=(n+1l)+(n+1)+(n+1)+(n+1)+.+(n+1)+(n+1)

2S=n(n+1)p s:@



Generalizando, podriamos hallar por medio de un proceso analogo la suma S de los n primeros

términos de una progresion aritmética de primer término u, y de diferencia comun r.

Escribimos dos veces la misma suma: la primera, en la forma convencional; la segunda,

comenzando por el Ultimo término y terminando por el primero:

S=u +(u,+r)+(u, +2r)+.. +u,+(n-1)n
S=(u,+(n-)nN+ (U, +(n-2)r+..+ u

2S=n[2u, +(n-1)r]

a

nf2u, +(n-1)r]
2

Ejemplo

Un proyectil disparado verticalmente hacia arriba recorre 16025m durante el primer
segundo, 16.000m durante el segundo, 15.975m durante el tercer segundo, y asi

sucesivamente.

Si se supone que el movimiento del proyectil se cifie a lo observado durante los 3
primeros segundo:

a) ¢Qué distancia habra recorrido durante el cuarto segundo? ;durante el quinto?

b) (A qué tipo de sucesion corresponden dichos datos? ;cuales son las caracteristicas
de dicha sucesion? y ¢cual sera su término n-ésimo?

c) ¢Qué distancia total habra recorrido al cabo de 12 segundos?

Solucion:

a) El proyectil recorrid el primer segundo una distancia u,= 16025m; durante el segundo
recorri6 una distancia de u, = 16000 m, menor en 25 m a aquella recorrida durante
el segundo (u, =u, - 25); durante el tercer segundo recorrié una distanciau, =15975
m, menor en 25 m a aquella recorrida durante el segundo (u, = u,, - 25).

Si la propiedad observada sigue siendo valida, podremos decir que el proyectil recorrera
durante el cuarto segundo una distancia menor en 25 m a aquella recorrida durante
el tercer segundo, o sea: Uy =Ug- 25 =15.975 - 25 =15950 m

En forma similar, durante el quinto segundo recorrera una distancia menor en 25 m a
aquella recorrida durante el cuarto segundo, 0 sea:Ug = Uy - 25 =25959 - 25 =15.950

(or:1[J81[e diferencial
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b) Los datos de distancia recorrida por el proyectil corresponden entonces, en estas
circunstancias, a una progresion aritmética de primer término u,= 16025 y de

diferencia comun negativar = - 25

Su término enésimo sera de la forma:
Un =Ug +(n- 1)r =16025 - 25(n- 1)
c) Ladistancia total recorrida por el proyectil al cabo de 12 segundos, correspondera

por lo tanto a la suma de los doce primeros términos de la progresion; por

consiguiente, dicha distancia sea entonces de:

_ n[2ua +(n - 1)r]
2

S

O sea, reemplazando:

_12[2(16025 )+11(- 25)]
2

S =190650 m

1.4.1.1 Propiedades de la progresién aritmética

De acuerdo con la definicion de progresion aritméticau,q - Up =r

Vemos entonces, que la diferencia comun r es la que define la situacion:

a. Sir>0,entonces up4q - Un >0 P upyq - Uy :cuando r > 0 la progresion es
creciente
b. Sir<0,entonces up4q- Up <0 P upyq - Up :cuandor <0 la progresion es

decreciente

Basicas e Ingenieria- UNAD

Ahora, sir= 0, entonces: U471 - Up =0 P upiq =up y por lo tanto la progresion es

constante.

Comportamiento de la progresion aritmética para grandes valores de n.

® [scultad de Ciencias



Si seguimos examinando la suma de lo que podria disponer el sefior X, por concepto de
intereses acumulados (no reinvertidos) al cabo de n afios y de la que afirmabamos que se
trataba de una progresién aritmética de diferencia comun r = 2500 y de término inicial
u,= 0, veiamos como, afio tras afio, se iba incrementando dicha suma de dinero
(uo =0; uq =2500, u, =5000, uz =7500, uy =10000, ug :12500...) , mientras no nos
detuviéramos, y sin que se le pudiera asignar un tope, es decir, una cota superior.
Podiamos entonces preguntarnos: ;una progresion aritmética creciente de diferencia

comun r positiva sera acotada? o bien ;seguiran sus términos creciendo indefinidamente?

Busquemos entonces, de acuerdo con la definicion de sucesion acotada superiormente,

el nimero M tal que para todo natural del conjunto | se cumpla que: U £ M.

Pero si, de acuerdo con la definicion de progresion aritmética:

Up =Ug+(N- a)r entonces podemos escribir u, +(n- a)r £ M.

Efectuamos el producto y despejamos n:

i M - +ar
ug+(n-a)rEMp nrEM- ug+ar ysi r>op ng——a-9l

Esta desigualdad nos restringe de hecho los valores que pueden tomar el natural n;
la relacion u_ £ M no se cumple para todo natural n; la progresion no esta por lo tanto

acotada superiormente, y al no serlo, tampoco es acotada.

Se puede hacer un razonamiento similar para una progresion aritmética de diferencia
comun r negativa (y por tanto decreciente) y verificar que la progresion no esta acotada

inferiormente, y por lo tanto no es acotada.

Podemos concluir que si definimos{up, } = {ao +(n-r )r} esta sucesion de diferen-

cia comUn r no es acotada.

(or:1[J81[e diferencial
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Para las sucesiones propuestas en los ejercicios 1 a 4, indicar si se trata o no de
una progresion aritmética. Cuando lo sea, hallar su diferencia comin y su
término enésimo en funcién de n.
1. Up4p-Up +6; ug=-3 2. Up41 =2Up +3; ug =1

Para las sucesiones propuestas calcular la diferencia (Un+1 - Up ) y

dependiendo de si es constante o no, indicar si la sucesion es una progresién

aritmética. Cuando lo sea, hallar su diferencia comUn y su primer término.

3 {un}=

—_———

§n+1§ a*. {u,} ={3n+5)

Para las progresiones aritméticas propuestas hallar rapidamente la suma de los

cinco primeros términos (partiendo de u).

5. {u, }={n+3} 6. {uy}={n-1}

7. Dada la progresion aritmética {Un }n31 de diferencia comdn r = 4, y sabien-
do que la suma de sus 54 primeros términos es de 270, hallar el primer

término y la expresion para el término n-ésimo.

7. Dada la progresion aritmética { Un }n31 de término u, = 0, de n-esimo tér-
mino 6 y sabiendo que la suma de sus n- primeros términos es igual a 150,
hallar el nUmero de términos incluidos en la suma, y la diferencia comdn de

dicha progresion.

8. Dada la progresion aritmética {un }nzl de diferencia comUn r = 2, sa-
biendo que la suma de sus n primeros términos es igual a 410 y que el
n-ésimo término es igual a 50, hallar el nimero de términos incluidos en la

suma y el primer término.

3

191019
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1.4.2 Laprogresion geométrica

Una sucesion {un }nsa recibe el nombre de progresion geométrica si y sélo si, para

todo natural n mayor o igual que a, se cumple U1 =0.Up
El nimero q recibe el nombre de razén comudn de la progresion geométrica.

Como ya lo hemos observado, nuestra definicién de progresién geométrica esta dada por
una formula de recurrencia. Pero en general, nos interesa trabajar con una expresién
que nos permita hallar directamente un término u_ sin tener que calcular todos los
anteriores. En el primer ejemplo del capitulo, tal determinacién resultaba muy sencilla,

puesto que teniamos:

up = 2u0; us =2u1 = 2(2u0)= 22u0; us =2u2 =2?2u0 %= 23uo;un =2n Ug

Entonces el n- ésimo término de la progresion geométrica de razén comun g, lo podemos

escribir como:

Ulzqnuo

Tratemos de generalizar este proceso:

Para una progresion geométrica {un }n3a de razén comun q, podemos afirmar:

Ua+1 =Q- Ua; Ugs2 =Q.Ugy =q(q Ua ):qzua

Ua+p =qP ug

(h-a)

ysi: a+p=n b up =q Ug

Generalizando, el término n - ésimo de una progresion geométrica de primer término

U, y razén comun g seréa de la forma:

(or:1[J81[e diferencial




Suma de los n primeros términos de una progresion geométrica.

Partiendo de la progresién geométrica { Un } definida por:

111 ) 21 31+ n-lu
{ a4.4d9.q q %

Supongamos que deseamos hallar la suma de sus n primeros términos, que llamaremos S.

S=1+q+q% +...+q"1

Determinemos inicialmente g. S
qS=q+q2+q3 +..+q"
Hallemos ahora la diferenciag S - S:
qS-S=q+q2+q> +..+q" - (1+q+q2+...+ qn'l)
Por consiguiente: S(q - 1)=q” -1

q"-1
Despejamos a S: S :—l gtl
q-

Se puede generalizar este proceso a la suma de los n primeros términos de una

progresion geométrica de razon q y de primer término u_ (q 1 1), siguiendo el proceso

9( anterior:
= S=u,+qu, +q% U, +.. +q" tu
) =Ug tqUy +q~ Ug +..+Q a
&
o N
'g :ua§+q+q‘2+m+qn'lg:J
7]
(@]
k=
it Lo que esta en el paréntesis es la suma que hemos obtenido anteriormente, entonces:
e q p q
S
7]
o )
n
uag’q - 13
S=————=(q'l
q-1
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Ejemplo

La suma de los n primeros términos de la progresion geométrica

{Un } = i3, = . .\ de razén comdn g = 1/2 y de término inicial u,=3.
i

.n

386%9 -1 <] N 3
e2g

-8 _O_g6p. B0 =
Eel-l? g 2o
e2 g

Ejemplo

Tenemos un cuadrado cuyo lado es de 36m; unimos los puntos medios de dichos lados en
tal forma que obtenemos un nuevo cuadrado inscrito en el primero. De la misma manera,
unimos los puntos medios del segundo cuadrado, obteniendo un nuevo cuadrado inscrito

en el segundo; y asi sucesivamente.

a) Calcular los perimetros del primer cuadrado, del segundo cuadrado, del tercer
cuadrado. ;Qué relacion existe entre ellos?

b) ¢A qué tipo de sucesion corresponden dichos datos? ;Cuales son sus caracteristicas?

c) ¢Cual sera la suma del perimetro de los seis primeros cuadrados obtenidos en esa forma?

(or:1[J81[e diferencial
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A B' B
7
N P
N e
~ 7
N v
“
B
S
N -
7
7
A >3 C
[N
v
, N
N
v
' S ~
SN
N
N
Ve
Ve
B
D D C

a) El perimetro del primer cuadrado ABCD es:
u, =4(36)=144m

El segundo cuadrado A" B" C" D', la longitud del lado, seguin el teorema de Pitagoras:

2(36/2F =18+2m.

Tendra un perimetro de: Up = 4(18w/§ ): 72,/2m.

El tercer cuadrado A” B” C” D™, la longitud del lado, segun el teorema de Pitagoras:

a)
<
pd
-
ke
Q Tendra un perimetro de: u, =4 (18) =72 m
c
()
(@]
k=
o Para ver la relacién que existen entre ellos, examinemos los cocientes:
@
2
(7} u u
@ 2 3
s} —=y —
up Uz
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u, 727 _|7 :

72 1 2
Por una parte: == . Por otra parte —J_

_3: =
u, 144 2 u, 72,/2 J2 2

Podriamos seguir repitiendo el proceso y ver que cada perimetro se deduce del

. - 2
anterior, multiplicando por una constante: q = g

b) Por lo tanto, podremos decir que los datos de los perimetros de los cuadrados

2

corresponden a una progresién geométrica de razén comdn q-= - y de pri-

mer término u, = 144; su n-ésimo término sera de la forma:

c) Lasuma de los perimetros de los seis primeros cuadrados obtenidos sera:

_Up (qn'l)
g-1

S

Reemplazando: a%e/_ 6 B
¢®29 =
o

S= b:126(2+«/§) m

1.4.2.1 Propiedades de la progresién geométrica

Sentido de variacion de la progresidon geométrica:

¢{Cuando podemos decir que una progresién geométrica es creciente, decreciente o
estacionaria?

Retornemos a nuestros ejemplos. La grafica de la poblacion urbana u_ en funcion del
numero de afios n transcurridos a partir de 1983 muestra una clara tendencia ascendente;
recordemos que corresponde a una progresion geométrica de razén comun q = 1.05
(q > 1) y de término inicial u;, = 5850000 (u, > 0). Puesto que cada término es mayor

gue el inmediatamente anterior, nos hallamos frente a una sucesién creciente.

(or:1[J81[e diferencial
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Asu vez, lagrafica de la poblacion rural v en funcion del nimero de afios n transcurridos
a partir de 1983 muestra una clara tendencia descendente; recordemos que corresponden
a una progresion geométrica de razén comin q = 0.97 (0 < <1)y de término inicial
Vv, = 37250.000 . (v,> 0). Puesto que cada término es menor que el inmediatamente
anterior, nos hallamos frente a una sucesién decreciente.

En forma intuitiva vemos que el sentido de variacién de la sucesion (el hecho de que sea
creciente, decreciente o estacionaria) depende de la razén comun y del primer término de
la sucesién. Analicemos estos para el caso general.

Dada una progresion geomeétrica de razén comdn g y de término inicial u,, podremos
decir si es creciente, decreciente o estacionaria, dependiendo del signo de la expresion:

Un+1 - Un
Perosi up4 =qup P un+1-un:qun-un:un(q-l)
. - n-a
Sabemos ademds que: Up =Ug (
Entonces u,4q - Up =ug q" 2@ (q - 1)

Esta expresion nos permite ver claramente cémo el sentido de variacién de la progresion

geométrica {un} depende de los signos de u,, q, ¥ (q - 1)

nda

El estudio de dichos signos nos lleva a los resultados que resumiremos a continuacion:

PRIMER TERMINO RAZON COMUN SENTIDO DE VARIACION DE LA SUCESION
u, q
>0 0<g<1 sucesion decreciente
>0 1<q sucesion creciente
<0 0<g<1 sucesion creciente
<0 1<q sucesion decreciente
0 cualquiera sucesion constante nula
cualquiera g=0 sucesion constante nula (a
partir del sequndo término)
cualquiera q=1 sucesion constante
10 g<o0 sucesion ni creciente, ni
decreciente, ni constante
(los términos son alternadamente
positivos y negativos)




Comportamiento de la progresion geométrica.
¢Qué ocurre cuando n crece?

En el ejemplo del control microbioldgico, en el que teniamos un progresion geométrica
definida por: up =2"ug (“0 =100;q = 2) veiamos que, si en vez de detenernos en

n = 6 hubiésemos proseguido, los valores de u_hubiesen sido cada vez mayores:
upg =210 (100)=1.024 - 10° ; uypo =290 (100 )=1.27 . 1032

Visiblemente, en el ejemplo de la poblacion rural de una zona, correspondiente a una
progresion definida por n_=0.97 v, (v,= 3250000; g = 0.97) veiamos que a medida que n
crecia, los valores de v, menguaban; si no nos hubiésemos detenido, sino que hubiésemos
proseguido, los valores hubiesen seguido disminuyendo cada vez mas, verificAndose

siempre la desigualdad: v, 3 0.

Esta progresion geométrica de razén q = 0.97 correspondia por lo tanto a una

sucesion acotada.

En general, aceptaremos que una progresion geométrica no nula de razén comin q

es acotada si, y slo si; |q|£1 o sea, si ((1£q9£1)

(or:1[J81[e diferencial
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Indicar en cada caso si la sucesién {un } es 0 né una progresion geométrica. En

el caso que lo sea, hallar su razon comdn y el término u_en funcion de n.

1 Un+1 =3Up ; Ug =1 2. Upyp=3upn+2, ug=-1
3 Un+g = (- 2)ugi ug=-1 4. {Un}:izngnao
e o't | | |
S {Vn}zlg_g y S
162 bnsy .

6. Dada la sucesion {Un}n30 definida por: ug=-2 ,y por la formula de

i +4 . - i iy
recurrencia Uy, = Unz © i {Vn} :siVp=Up *1  esla sucesion

Un

191019

definida por la relacién

a) Hallar el valor de i que permite que {vn} sea una progresion geométrica.

b) Expresar v en funcion de n

G160

7. {u J={- 5 (-1} o {u,}=}- 2"}
o. f{ul={2(- 1)} .

10. Si la canasta familiar para los obreros cuesta 24000 pesos el primero de
enero de 1984 (u,), y si se supone que la tasa promedio de inflacion mensual
es del 1.4%, ;cuanto podria costar dicha canasta?

- ¢(El primero de febrero de 1984 (u,)? -(El primero de marzo de 1984 (u,)?
- ¢(El primero de abril de 1984 (u,)? - ¢(El 31 de diciembre de 1984 (u,,)?

b) ¢A qué tipo especial de sucesion se cifien estos datos? ;Cudles son sus
caracteristicas?

Basicas e Ingenieria- UNAD

c) Si se supone que la tasa promedio de inflacion anual para 1984 sera del

17%, ¢(cuanto costaria dicha canasta al final del afio?

d) ¢Cual sera la tasa promedio de inflacion mensual para afio 1984,. a partir

de una tasa promedio de inflacién anual del 17%?

® [scultad de Ciencias
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convergenacero

1.5.1 Conjunto de puntos, intervalos y vecindades

Localicemos un conjunto de puntos (nimero reales) sobre el eje real o sobre la recta real,

esto lo denominamos como un conjunto de puntos unidimensionales.

Es importante recordar los conocimientos adquiridos sobre intervalos estudiado en la

tematicas de desigualdad.

Vecindad: Veamos el conjunto de todos los puntos x tales que |x - a] <d donde d> 0.
Este conjunto tiene una connotacién especial y lo llamaremos una vecindad de centro

«a» y radio d

Utilizaremos la notacion Vy (a) para la vecindad de centro a 'y radio d Debemos citar
que también es muy utilizada la notacion Ng (a) para la misma vecindad, es decir,
centro de ay radio d

Al conjunto de todos los puntos x tal que O <| X- a| <d ,enelcual excluimosx=alo
denominamos una vecindad reducida de centro ay radio d utilizaremos la notacion

\A/d (a) 0 Nd (a) para la vecindad reducida. Tengamos encuenta que

Vd @) = V4 @)- {a}

Examinemos ahora con mayor detenimiento una vecindad de centro en 2 y radio 0.001

V001 () 0 lo que es lo mismo:

_ 01999 2001 é
H 1000 ' 1000 &

Vemos que también hubiésemos podido expresarla de otra manera.

hubiésemos podido escribir

Vv =|2-0.001, 2+0.001]}

o también:

| x- 2| <0.001

(or:1[J81[e diferencial
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Con cualquiera de estas expresiones nos referimos a la misma vecindad. Podemos

ver la representacion grafica de dicha vecindad en la figura 1.4

FIGL_JRA 1.4 ( . \ >
Vecindad de centro en \ I 7

2y radio 0.001 1999 2 2001
Notese que el intervalo

es abierto

1.5.2 Definicién de sucesién convergente a cero

Partamos de un ejemplo que nos permita pasar facilmente del concepto intuitivo a

la definicion forma.

Tomemos la sucesion {Un} :J,[ , calculemos algunos términos yob-

servemos C]Ué ocurre:

1 1
—;..;u =———;..u = —
99 1000 ™ 10pg """ 10001 10001

)
<Z': Ubiquemos en un eje horizontal los puntos correspondientes a los términos de la
> sucesion {up }
ke n
9
c
()
(@)
k=
(5 U, U W Uy Uo U U, U,
& u
@ 7 u
= FIGURA 15 e
}g Grafica para algunos
puntos de la sucesién
} n i v vy v v
1)
JLaty | IR x
i b 1 %433 0 bt U %
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¢Qué notamos? Vemos intuitivamente cdmo, a medida que n aumenta y toma valores
suficientemente grandes, los términos de la sucesion van tomando valores cada vez

mas cercanos a cero; aunque ninguno tome el valor de cero.

Por ejemplo, a partir de n > 100, (N = 100), todos los términos de la sucesién

o)

i Y serdn menores en valor absoluto que 0.01 y por ende, estaran en la
inh

vecindad de centro cero y radio 0.01, o lo que es lo mismo
lun < 0.01

En forma similar, a partir de n > 1000, (N = 1000), todos los términos de la sucesion
seran menores en valor absoluto que 0.001; todos estos términos estaran en la

vecindad de centro cero y radio 0.001, es decir:
|un|< 0.001

) . i(-2)"p
Se dice entonces que la sucesion {un }:} ( ) g converge a cero.

1 n

En forma similar recordemos rapidamente el ejemplo de la poblacién rural en
descenso de una zona del pais, cuya expresion era Vp :(0.97 )n Vo para el primero
de enero del afio (1983 + n). Siendo muy osados, supongamos que este ritmo de
disminucidn de poblacion rural se mantiene constante indefinidamente, y no sélo
por una década, como se habia planteado inicialmente. ;Qué pasaria a medida que

transcurrieran los afnos?

Hallemos algunos valores y examinémoslos.

sin=0 v = 3250000
sin=10 v, = (0.97)!° (3250000) @ 2400000
sin=20 v, = (0.97)%° (3250000) @ 1770000
sin=100 v, = (0.97)'% (3250000) @ 150000

sin=1000 v, = (0.97)°%° (3250000) @ 0

(or:1[J81[e diferencial

........................................................



¢Qué notamos? Observamos que en caso limite, si esta disminucién de poblacion
rural se mantuviese constante e indefinidamente, dicha poblacién tenderia a cero,

al hacer n lo suficientemente grande.

Diremos entonces, que la sucesion {vn } = {(0.97 )n vo} converge a cero.
SUCESIONES QUE CONVERGEN A CERO: decimos que una sucesion converge
a cero, si para todo namero real € estrictamente positivo y por pequefo que sea, es
posible hallar un niamero natural N tal que, si n > N, los términos u_de la sucesion
cumplen:

|un|<e

También decimos entonces que esta sucesion tiende a cero, o que tiene por limite

cero y escribimos

Acostumbramos igualmente a escribir {Un} ® 0 -
Ejemplo

Examinemos ahora la sucesion {q” } En donde |q |<1 . (Recordemos que se trata de

una progresién geométrica de razén comun q).

¢Convergera a cero?

De acuerdo con la definicion, para que ello ocurra, dado cualquier real € >0, por

pequefio que sea, debemos hallar un natural N tal que se cumpla que: |q” | <e
(Jaf<1).

Queremos hallar a partir de esta desigualdad el valor de n; para hacerlo recurrimos

Basicas e Ingenieria- UNAD

a los logaritmos:
|qn|<e 0 log |q”| <log e

Ademas, log @ =b log a

® [scultad de Ciencias



Podemos escribir:

|qn|<e U log || <log e

Recordemos que el logaritmo de un namero comprendido entre 0 y 1 sera siempre
negativo, siempre y cuando la base sea mayor de 1; para evitar cualquier problema

tomemos logaritmo en base e, o lo que es lo mismo logaritmo natural*.
0<|g| <1 In|qg|<0

Recordemos que al dividir ambos miembros de una desigualdad por un ndmero
negativo debemos cambiar el sentido de la desigualdad, podremos determinar n en

la siguiente forma:

. Ine

N"<eU n> —
In|q|

q

* Nota: utilizaremos cualquiera de las notaciones para logaritmo, es decir,

log x = In x. Si deseamos otra base lo indicaremos, Ioga(x)

. . Ine log e
Por lo tanto si tomamos par N el mayor entero contenido en, =

In|q| log|q]
se cumplira la condicién requerida, de que n > N entonces |qn |< e
Podremos concluir que:
la progresion geométrica |qn | de razon comprendida entre -1 y 1 converge a cero.

Este resultado es empleado frecuentemente y nos conviene tenerlo presente.

lograr que todo real € >0 , por pequefio que sea, hallar un natural N talque:

Ejemplo
_ g 1 5 0
(Es posible asegurar que la sucesion {un } =l converge a cero? ;Por =
Tn°+7 S
qué? =
()
o
< .. ()
. - | 1] b
Para poder afirmar que la sucesién {un } ={—5——y converge acero debemos ©
in +7?)
9
o}
o
3
O




Si n>N, entonces|up |<e

Examinemos la dltima desigualdad

- 5
|un|<e O 5 <e
n<+7
Pero, para todo natural n:
5 5
n2+7>0 y >0P | — = —
n-+7 n-+7 n-+7
Por consiguiente, tenemos:
- 5
|un|<eO0 5 <e
n<+7
Tomando los inversos y despejando n?
up|<e 0 n2> 22T
e
Y por consiguiente:
|un|<eU n> 5-7e
I e
5-7e

Si tomamos para N el mayor entero contenido en podemos decir que

cumple la condicion requerida:

"U>0,% tal que si n > N, entonces |Un | < e y por consiguiente la sucesién

{Un }:: > ¢ converge a cero.
TnZ+7 KV)

Ejemplo

Basicas e Ingenieria- UNAD

1 4
n2 - 2Dbn32
un natural N tal que; si n > N, entonces |Un | <e

Dada la sucesion {Un }: y dado un ndmero positivo,€ , hallar

—_— ——
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a) Para €=10"2  yb)para €=10"*

b) Para un numero positivo € cualquiera, por pequefio que sea. ;Qué se puede
concluir?
Solucioén:

a) Debemos hallar un natural N tal que, si n > N, entonces |un |< 102

Analicemos la ultima desigualdad

< 10'2

|un|<10'2 U

n?-2
al_la|
bl [b]"
ertonces (¥ - 2) > 0, podemos escribir:

Si recordamos que , por una parte, y por otra parte que n3 2

<1072

lupy[<1072 0 g2 g 21
|n2_2| n<-2

Si tomamos los inversos:

lun|<10°2 0 n%-2>

1072

Y, si despejamos a n?:
|un|<10°2 0 n?>102

Si despejamos a n:
lun| <1072 0 n>4102
Por consiguiente, si tomamos para N el mayor entero contenido en /102 , 0 sea

N= 10, se cumplird la condicién requerida:

Si n >N, entonces |up |< 1072

(or:1[J81[e diferencial
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b) Dado un nimero positivo € cualquiera, tan pequefio como se quiera, deseamos

hallar un natural N tal que:
si n>N,entonces |up|< e

Procedemos en forma analoga. Partimos de la dltima desigualdad

ife)

~ lee 1
u,l<eU —
| n| gnz-z

Para nd 2 se cumple que (n? - 2) > 0, podemos escribir:

|un|<e0 L<eu ——<e
|n2-2| ne-2

Tomando los inversos:
|lun|<T e U (nz- 2)>1/e

Despejando a n%:

~ +
|un|<e O n2 >1*2¢
e
Despejando a n:
N +
|un|<eU n> 1+2e
e

1+2e
e

Por consiguiente, si tomamos para N el mayor enterio contenido en

se cumplira la condicion requerida:

Si n > N, entonces |un | <e

Podremos concluir que dado un real e€>0 cualquiera (tan pequefio como

gqueramos) podemos hallar un natural N tal que, si n > N, entonces |un |< e.

Por este hecho, la sucesion {Un } = : ;U converge a cero.
in2- 2{)
Escribimos: : 21 l'J® 0
Tn°- 2{)
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1.5.3 Criterio de comparacion

A veces no podemos demostrar que una sucesién converge a cero simplemente con base
en la definicion. Tenemos entonces que recurrir a otro método, como el del criterio de

comparacion.
¢{Qué nos dice dicho criterio?
Sea {un } una sucesion que coverge a cero, Si la sucesion {vn } se comporta en for-

ma tal que existe un real positivo k y un natural N tales que, para todo natural n mayor

que N se cumpla que:

[va| £ Klun|

Entonces la sucesion también coverge a cero.

En resumen: para dos sucesiones{u,, } y {v,, }

i li =0 \ £ k b i =0
Sl n'g ¥ (un) y |vnl |Vn | hlrcg v (vn)
obviamente sin > N

Demostracioén:

Tomemos un ndmero positivo € . El hecho de que {un } converge a cero, permite

afirmar que existe un natural N tal que para todo natural n mayor que N, se cumpla:
lun|<e

y si ademas, para dicho natural: |Vn | £k | Un |
Entonces: |vp | £k |up |<e
Por lo tanto, para todo natural mayor que N, se cumplira: |Vn |< ke

Y si definimos para mayor comodidad e'=k e . Tendremos: |Vn |<e’

Por lo tanto, de acuerdo con la definicion, la sucesion {Vn } cumple con las condiciones

Yy converge a cero.

(o1[VI[sM diferencial




Ejemplo

Examinemos la siguiente sucesion definida por:

|~

{Vn} =

—_ — —
©

i
y (con ps3 2)
n gn31

Queremos demostrar que converge a cero. Busquemos entonces otra sucesion mas
sencilla de la que si sepamos que converge a cero. Para todo natural n mayor o

igual a 2 se cumple que:

1 1
nP>np — < =
nP n

Pero, como habiamos visto anteriormente, la sucesion definida por {Un} =

———
S|
o

converge a cero. Por consiguiente se tiene que:
1) lim  (up)=0 y 2)vp< k (k=1)

ne® ¥

De acuerdo con el criterio anterior, podemos concluir que:

Ejemplo

w

=]
1

=

Examinemos la sucesion definida por {vn } =

—_——
)
N
+
[EEN
o

Queremos demostrar que converge a cero. Debemos entonces buscar otra sucesién

mas sencilla, o por lo menos conocida, de la que si sepamos que converge a cero.

. - 3n-1 3n-1
Si n3 1, entonces: > >0 b 5 ==
n<+1 n<+1 n< +1
Por otra parte: 3n-1<3n y n2+1>n?p 32' ! < 3_2
n<+1 n

® Facultad de Ciencias EESIERRANPENEAE RS
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Por lo tanto, para todo natural n3 1

Ejemplo

Demostremos, con base en el criterio de comparacion que la sucesion definida por

i 1
{un =} 5 converge a cero.
tn +n-10g
) |u |_ 1 _ 1
A nl = =
Deseamos examinar el término n2+n- 10 | 2. 10|

Evidentemente que n > 10 entonces n-10>0 vy n?+n-102n? .

Si tomamos los inversos:
1 1

———— £ — (n 3 10)
n“+n-10 n
Hemos hallado una sucesién que hace posible aplicar el criterio de comparacién, es

. . 114
decir, la sucesion | _va) . Como esta la conocemos y sabemos que

in

im &L 9=
ne® ¥ gnz B

(o1[VI[sM diferencial
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|t

Entonces podemos concluir que la sucesion | —5——
f n“+n-10

converge a cero,

1 i

puesto que {Un}:%mg

y {vn} :} izu entonces up £ vp
in {)

Es muy importante recordar que las siguientes sucesiones convergen a cero.

1

1) npgn” " y 2) {q”}" q @l que |q| <1

—_— ——

p>0

® Facultad de Ciencias EESIERRANPENEAE RS
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Representar graficamente las siguentes vecindades, indicando para una de ellas

cudl es el centro, radio € y los puntos extremos (xo - e) y (XO +e)

1. |x|<3 2. |x-1]<3

3 4 o0 100 § 4. ]3.99, 4.01]

3

3 &
I"2“'3Fv3n30

L | .
5. Dada la sucesion {Un}n30 =i y dado un real positivo, hallar
|

un natural N tal que; si n >N, entonces |Un | <e

191019

a) Si e=0.01 b) Si e=0.001

c) Paratodo real e>0 (por pequefio que sea); ¢qué se puede concluir?

910

Hallar las sucesiones que convergen a cero, justificando en cada caso la respuesta.

5> U

Z”E

De las sucesiones propuestas a continuacion, indicar cuéles convergen a cero,

5. {un}:%lzzfzg 6. {un}:

—_——

justificando su afirmacién en cada caso.

(o1[VI[sM diferencial
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1.5.4 Reglas de calculo con sucesiones que convergen a cero

Es posible demostrar los siguientes teoremas, que aceptaremos y emplearemos
frecuentemente.

Si {un} y {Vn} son dos sucesiones que convergen a cero entonces su suma

{un + vn} también converge a cero.
si{upj@o vy {vpj®@ 0 p {u,+vy}®o0

Esto se puede extender a un nimero mayor de sumandos.

Si {un} €S una sucesion que converge a cero y k es un namero real cualquiera,

entonces la sucesion {k un} también converge a cero.

Si {un} €S una sucesion que converge a cero y si {vn} es una sucesion acotada,
entonces la sucesion {Un Wn} también coverge a cero.

Si{u,}®0 y m£ vy £ MPp {u,w,}® 0

Si {Un} es una sucesion de términos positivos que converge a cero, y | es un real

positivo cualquiera, entonces la sucesién {UH también converge a cero.

si{upj@ oyl TR b {ul}e o

® Facultad de Ciencias EESIEERANPENEGE RSN
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Ejemplo

—
[Eny
+
N
=]

Examinemos el caso de la sucesion {Wn} = —
15" b

Podemos descomponer w,:

n
5N 5" 5N
N

. ) 1 . o)

Y, denominemos: Un=—=5 Y Vp=¢_~
5 es5
Tendriamos: w_=u_ +Vv_
La sucesion {Wn} la podemos considerar como la suma de dos sucesiones mas
sencillas y sobre todo mas conocidas.
1y

a) Concéntremonos inicialmente en la sucesion { Un} =

—_——

50 )
Reconocemos que ésta es una geometria de razéon comun 1/5 y por lo tanto converge
a cero, por ser la raz6n comdn menor de 1.

.Nn
Q

[4]
gue nos resulta ser una geomeétrica de razén comun 2/5y con el mismo criterio que

}
b) Pasemos ahora a la sucesion {Vn} =i la cual nos es familiar puesto

—
CD~<|'>%
o A o

empleamos en (&) converge a cero.

c) Las dos sucesiones {u,} y {v,}  convergen a cero, entonces la sucesion

{Un +Vn} también converge a cero

Ejemplo

(o1[VI[sM diferencial
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n
. R0 - n+1
Ahora denominamos como Up = QET Y Vn =T,I’l >0
esg

Por lo tanto, tendriamos w,, = (un)(vn) , 0 sea expresamoswy, como un produc-

to (Un)(vn)'

s N
. _ fa2o ¢

a) Concéntremonos inicialmente en la sucesion, {un} =] g§+ y puesto que se
fe %] b

trata de una progresion geométrica de razon comun g = 2/3, menor que 1, la sucesion

converge a cero.

{unt®@o
b) Pasemos ahora a la sucesion {vn} = : g&n *108
ien g

Notamos que se trata de una sucesién acotada inferiormente, puesto que podemos
hallar una cota inferior m = 1.
n+1

" 3]
nto n

También notamos que se trata de una sucesién acotada superiormente, puesto que

podemos hallar una cota superior M = 2:

n £ 2
nto
Entonces la sucesion {Lh}®L es acotada.

Como la sucesion {un } converge a cero y la sucesion {Wn } es acotada, la su-

cesion {(Un)(Vn)} también converge a cero.

{wn}={lun) (vn)}®0



1.6.1 Limite de una sucesién

Ejemplo
1

Partamos aqui también de un ejemplo que nos permita pasar facilmente cel concepto

L . ., i2n-314Q
intuitivo a la definicién formal. Examinemos el caso de la sucesion {un} =1 1 g
i

Determinemos algunos de sus términos:

U0:'3 U1:'1/2 U2:1/3 U3:3/4 U4:1

u :1 :2 :E :E u :g
576 677 g 9 97
17 37 197 1997

Ujqg=— Uony=— Ujnn=—o u =
10 11 20 21 100 101 1000 1001

Ubiquemos en un eje horizontal los puntos correspondientes a los términos de la sucesién
{u, } (figura 1.6).

puntos de la sucesion | |

FIGURA 1.6

Grafica para algunos
|
|
1

12n-30 -% o “ %

}n+1g

(o1[VI[sM diferencial
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¢Qué observamos? Vemos como, a medida que n aumenta y toma valores lo
suficientemente grandes (100, 1000, ...), los términos de la sucesion van tomando cada

vez valores mas préximos a dos (1.950...; 1.995...) ain cuando ninguno tome el valor 2.

Decimos que la sucesion {u, } =

% converge a dos.

Definicién: decimos que una sucesion {Un } converge hacia el nimero real L, cuan-

do la sucesion {un - L} converge a cero.

Decimos entonces que L es el limite de la sucesion {un } , Y escribimos:

o0 bien

{u,-L}®O0

Desde el punto de vista analitico, se dice que la sucesion {Un} converge hacia L,
0 sea, que {un }® L , Siy sdlo si, dado un real positivee cualquiera tan pequefio
como queramos, es posible hallar un natural N tal que para todos los términos u, de la

sucesién, si n > N, se cumple que:

|un - L<e
Una sucesion no convergente se denomina divergente.

Tras haber visto intuitivamente como convergia la sucesion {un } =

al limite L = 2, demostrémoslo con base en la definicion.

Debemos entonces hallar un natural N tal que, para € >0,sin>N
entonces {Un - |_}® e

Examinemos la Gltima condicion:

. 2n- 3
|up-Ll<e O -2‘<
n+1
Hagamos el comdn denominador:
~ |12n-3-2n-2
lup-L|<e O —‘<e
n+1




Simplifiquemos:

- -5
|un - L| <e U <
n+1
Por consiguiente:
- -5
|un-L|l<e O <e
n+1 n+1
Inventamos la fraccion
- +
|u,-L|<e U n+i,1
5 e
Despejamos a n:
uy-L|<e 0 n>>8
e
Si tomamos para N el mayor entero contenido en 855_69 , se cumplira la condicion
e
requerida: € 2
" si n>N entonces |up - L|< e
e>0"’
- 12n-30Q
Y podemos asegurar que la sucesion {un }: i I E; converge a 2.
T n+
Ejemplo
Consideremos la sucesion definida por; {u } ::' 3n i calculemos algunos de
n’ 12n+1 gV)

sus términos:

u.=0 u, =1 u -5 u =2 u =4 u 15
0~ 1 2 5§ 377 47 3 57 11
_18 7oA a7, 1
6 13 7 5 8 17 9 19 10~ 7
33 36 100 1000
Y11 753 Y127%5 Y0077 Y1000 T g7

Ubiquemos sobre un eje horizontal los puntos correspondientes a los términos de dicha

sucesion (figura 1.7).

(o1[VI[sM diferencial
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Uo

FIGURA 1.7

Gréfica para algunos u,
valores de la sucesion u1u3 u
LllUU
i 3n v l l
12n+1) : b >X
0 1 %%A %

Vemos como, a medida que n aumenta y toma valores lo suficientemente grandes, los términos

de la sucesién se van aproximando cada vez més a 3/2, sin llegar a tomar dicho valor.

Para asegurar que la sucesién converge a 3/2 necesitamos hallar un natural N tal que,

si n > N,entonces:

|un- L] <e

En nuestro caso:

|up-L|<eO 3 _3lce
2n+l1 2
Efectuemos la operacion indicada.
|un - |_| <e U w <
2 (2n+1)

Simplifiquemos:

_ "3 lcen —3 <o
2 (2n +1) 2 (2n +1)

|up-L|<eO

Debemos por lo tanto hallar un natural N tal que, si n > N, se cumpla que:

3
—  <e
2 (2n +1)

Invertimos la fraccion en la desigualdad:

3 _.p 2@n+y
2 (2n +1) 3

|~

Despejamos el término n:

2(2n+1) 1
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Entonces: 3-2e

Por lo tanto, se cumple que:

3n 3

3-2e
4e

< e paratodo n >
2n+1 2

Asignamos a N el mayor entero contenido en 3-2e , podemos concluir en efecto
4e

que:
"e>0 Y N>N |un'|—|>e

converge a 3/2 o tiene a 3/2 por limite.

. _1 3n 0
La sucesmn{un } _%

2n+1}

Ejemplo

g _13n-pi
Demostremos que la sucesion {Un } =i y  converge a 3/7.
17n- «/Eg

Para poder asegurar que la sucesién converge a 3/7, es necesario que para todo € >0

escojamos un natural N tal que, si n > N,entonces |Un - |—| >e
Examinamos la ultima condicion:

|up-L|<e 0 <e

~|w

3n-p
- 2
Efectuamos las operaciones indicadas y simplificamos

|- p +3\/§

: |
|un-L|<e U |7(7n_—1/5)—|<(-:‘

Obervamos que por una parte:

-7p+32 <0 b |-7p+3J§|=7p-3J§

(o1[VI[sM diferencial
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Y por el denominador si n entonces:

-2 >0p |m-2|=7n-42

. Tp- 32
u--L|<e U <e
- tl<e O E TR

Debemos despejar a n, para ello multipliquemos por (7n - «/5) , el cual es posivito

Por consiguiente:

|un-L|<e U 7p- 342 <7e (7n- «/E)
Desarrollemos y agrupemos

|un-L| < e U 49n e>742 e+ 7p- 342

Despejemos a n:

7Jz_e+ p- 32

|un-L|<e O n>

49e
Si tomamos para N el mayor enterno contenido en 87 2 e+ 7p- 3*/59 se cumple
8 49e -
[}
la condicién requerida:
" : 3
si n>N entonces (u,-—=(< e
e>0"’ 7
Lo que nos permite asegurar que en efecto la sucesion: {un } = : sn-p
i7n- 2 fv)

converge a 3/7.
1.6.2 Propiedades fundamentales de la sucesion convergente

1) Sea { Up } una sucesion tal que {un }® L

Rr lotato{u,-L}®0

Lasucesi n{u, - L} esentonces acatada
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Existen entonces dos nimeros reales m y M tales que:

mEu,-LEM

Basandonos en las propiedades de las desigualdades, podemos entonces escribir que:
m+LEuy £ M+L

Esto nos permite ver que a su vez, la sucesion es acotada.

Concluimos entonces que:

Toda sucesién convergente es acotada.

2) Es posible demostrar los teoremas siguientes y nosotros los admitiremos:

una sucesion convergente no puede tener mas de un limite.

3) Siuna sucesion estd comprendida entre dos sucesiones que tienen el mismo limite,
también tiene el mismo limite. O sea, si {un } {Vn } y {Wn } son sucesiones

tales que:

a) {untoL y {vpleL
b) Existe un natural ny tal que, si n >ngb un £wp £ v, Entonces {wn }® L

Este teorema se conoce como el teorema del emparedado.

4) Sean {un },{vn } y {Wn } tres sucesiones tales que:
a {upteL {vplery {w,jeL" vy
b) si existe un natural n, tal que, sin>n,:

up £ wy £ vy

Entoces;: L £ L7 £L

<

5) Una sucesion mondtona acotada es convergente. E
0 i o
sea, si para =

=

{un} dada - i i =
Upjdada ™ o oObien upyy<up obien uyyy >up ymeEup £ M -
S

o

\©

@)
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Entonces:
{unteL

6) Una sucesién decreciente acotada inferiormente es convergente.

O sea, si para {un} dada:

nel> Un#s1 EUn, Yy up £Em b {un}® Ly L3m

Ejemplo

Estudiemos la convergencia de la sucesién {Un } = {nz + 5} . Calculemos algunos de
sus términos:

Ug =5 Uu; =6, u, =9,
U3 :14, U4 :21, U5 :30, ,U8 = 69, Ug = 86

Vemos que nos hallamos frente a una sucesion creciente, no acotada puesto que no podemos

determinar una cota superior M tal que, para todo n mayor que N se cumpla que:
unh £ M

Segun vimos anteriormente, toda sucesion convergente es acotada. Por lo tanto, si

{un} es una sucesién no acotada, tampoco sera convergente.

{ Up } = {nz + 5} no es convergente.

Ejemplo

Estudiemos la convergencia de la sucesion:
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Para todo natural se cumple que:

-1£senn£1 b -1£(-1) sen n£l

De donde:

3n—1£ 3n+(—1)sen(n)£3n+1
n-1 n-1 n-1

Si denominamos:

{Un}: % 3n-]iL\'z' y {Vn}: % on +1§
Nos hallamos en la situacién en la que:
up£wq £vp
Y como podemos comprobar facilmente con base en la definicién que:
{unles y {v,}®3
Por consiguiente, la sucesion sera también convergente, y por el teorema del emparedado:

. N )
}3n+(—1) sennfl .
f n-1 1\;

Ejemplo

Estudiemos la convergencia de la sucesién:

{W }i n2 +n-1 H
nil———Y
) (n +2) b
Vamos inicialmente a tratar de enmarcarla entre dos sucesiones mas sencillas, cuya

convergencia la conozcamos.

Empezamos entonces por enmarcar el numerador de la fraccion correspondiente w;

puesto que:

n2+n-1(n2+n-1)- 1=n?+n- 2

(o1[VI[sM diferencial
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Dado que:

n+n-1 <(n2+n-1)+1:n2+n

Entonces:

2 2

n2+n—2<n +n-1<n“+n

Volvamos a la sucesion {Wn } puesto que (n +2)2 es siempre positivo podemos
escribir.

n2+n—2 n2+n—1 n2+2n

he2f  (he2f  peop

Factoricemos:

(n+2) (n—l) < n+n-1 < n(n+2)
h+2?  b+2? e

Simplifiquemos:

n-1 n2+n-1 n
< <
n+2  (n+2f n+2

Denominemos:

Tendremos:

un £ w, £ v,

Conocemos que:

{Un}®1 y {Vn}®1

Por lo tanto, la sucesion sera también una sucesién convergente y converge a 1.
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Ejemplo

P2 p
%1+2”1\§

Calculemos inicialmente algunos de sus términos:

Demostremos que la sucesion {Un } = es convergente.

07 173 72 39 4717 5 33

Observamos que: Ug <U; <Up <Uz <Uy <Ug

Apararentemente,nos hallamos frente a una sucesion creciente, en que cada término es

menor que el siguiente. Verifiguémoslo.

Examinemos la diferencia iUn - Un+1}

on on+l
dn tfna TR T T
on(14+2n1)_ o0 (1400)
Un - Upsy = (1+2n)(1+2n+1)

. _ 2n_12n+1 . on (]7_2) \
n-on+l = (1+2n)(1+2n+1)_(1+2n)(1+2n+1)

n

N

1+2n+1) <0

Un - Un4g = (1+2nj

—

Puesto que: iun - Upy }< 0, la sucesién {un} es monotona creciente. Una cota

superior para esta sucesion es M = 1.

convergente.

Una cota inferior para esta sucesion esm=20 -g
(=

2

. i 2" . ) o 0

La sucesion {un } = =V es monotona y acotada;sera por consiguiente =

T1+2 %

L=

>

L

\@©

@)
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)
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Dada la sucesion {Un } = : 4 g y un real e>0 hallar un natural N
1

2n+1
tal que:
sin>N, entonces |up - 3/2|<e  en los siguientes casos:
Si € =0.01 b) Si €=0.001

Para todo € >0 , por pequefio que sea ;Qué se puede concluir?

n+7 Y
- 5() 5
{wn}= % 100e72" + g; L=3
{un}n31:nn ns1’ =1

Indicar si la sucesién es o0 no convergente y explicar la razdén en la que se
basa su afirmacién, (pueden resultar muy utiles los resultados de las au-

toevaluaciones 2, 3y 5.

Dada la sucesion {up, }nso definida por la relacion de recurrencia

Upt1 = /2+un Yy Su primer termino

Hallar los cinco primeros términos de dicha sucesion.
¢Es dicha sucesion acotada?

Demostrar que es creciente.

¢ Qué se puede concluir?

Demostrar, con base en la definicién, que la sucesién converge a 2.

3

191019

L' TO



16
| e

Q I-O:

1.6.3 Lasucesion

%

Hay una sucesién especialmente interesante que no la hemos visto aln y que resulta

—r——/

fundamental para la Matematica; estudiémosla ahora. Se trata de la sucesion definida por:

f f
{un}=i a?L"loy

Te nﬂb

Calculemos sus primeros términos y observemos qué ocurre:

N .2 2
16 16 _a80
up =c¢l+-—+=2 Up =¢gl+=+ =c¢c=—+ =229
g‘[ 1lg 2 ? 2g &2y
0] ae40 16 8564
ug=a+=2 = &2 @an us = d+-2=822 @
é 3g é3g e 4g é4g
1 1
ug = +_9 _&29 @.488 ug = +—9 —83—79 @52
5g &5 6g e6ﬂ
10 10 100 100
dlo ad01 6
Uqg = — 3 === 594 u + 705
10 10 €10 4 @ 100 = & " &0 5 @
y B ﬁ_,_ 1 ;10000 240001 _10000 @2718
10000 10000 g 10000 5 '

¢Qué observamos? Vemos que se trata de una sucesion creciente (cada término de la
sucesion es mayor que el anterior) y acotada (los términos de la sucesion son mayores

gue m = 0 y menores que M = 3).

Comprobésmolo. (La demostracion, aunque no del todo indispensable,nos permitira
entender mejor las conclusiones que si son a su vez imprescindibles, asi como los ejercicios
de aplicacion).
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Recordemos inicialmente el concepto de factorial y luego el de la expansién de un binomio

a la potencia n.

Muchas veces estaremos en la presencia del producto de los enteros positivos consecutivos,
es decir, el producto (1) (2) (3) (4) (...) (n - 1) (n); a este producto lo notamos como n!, y lo

leemos n factorial; ademas, por definicion 0! = 1 y obviamente, factorial de 1, (1!), es 1.

El otro concepto que debemos recordar es el de la expansion del binomio a una potencia,
es decir (X + y)", por el momento nos conformamos con n que sea un natural. Por
nuestra experiencia en productos o en la elevacion de potencia, podriamos esperar una

expresion como la siguiente:

(x+y)" =ax"+ag x" Ly +a,x"2y2 +  +a xTKyK 4 +ayyn

donde:

a = n(n-l)(n- 2) () (n- (k-l))
T OEE kK

si multiplicamos numerador y denominador por (n - K)! entonces;

n(n- 1) (n- 2)() (n- (k- 1))(n- k)! _ n!

ki (n- k) " (n-k)1 k!

ak =

- . . a0

Los a, los conocemos como los coeficientes binomiales y los notamos como k: y lo
. . . . . . a2

leemos como el coeficiente binomial de n en k; también es equivalente al combinatorio de

n en k que lo notamos como C, , esta notacion es la que normalmente se presenta en

las calculadoras de bolsillo; con base en lo anterior podemos escribir el término enésimo

de la sucesion propuesta como:

On-nl
qn-n

n
0 _aio aﬂilonll alonz nkl an ¢
un-aEi+_— 2 =feL -1 1 +"+§ 9 AR =
K nk gﬂz n"

gZz

Debemos analizar el término

n-k 1
gkﬂl Tk

Ya dijimos que
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Nos resulta que el numerador es un polinomio en «n» de grado k, ademas no presenta
sumando libre en n, es decir, no tiene un sumando que sea una constante. También

17k =1, con lo cual podemos escribir el término como:

+b,n 2+ +by.1n
k

@ n kin

Los coeficientes b; son las constantes que resultan del desarrollo del producto del
numerador; por lo tanto, si la fraccién la representamos como la suma de fracciones con
comun denominador kInk y por numeradores los respectivos sumandos del numerador

tendremos:

[ n kin kin k'n

Simplificamos:

an

01 1 b bi-1
gk: x = T kl—+...+ K1
g n ©oKn KIn

Como ya lo hemos establecido si n se hace muy grande, entonces los sumandos que
tienen como denominador a «n» elevado a una potencia mayor o igual a 1 tienden a cero,

por lo cual, para n grande podemos escribir:

+_— ®1+1+£+1+ +i+ +1
2 3 k! n!

lo 1‘1
La sucesion que tenemos que acotar la llamaremos { u }, entonces | gi+ {Un},

Te ﬂb
sines grande entonces:
—1+1+£+£+ +lp Ug-1=1+ i+1+£+ +i
2 3 n! 223 4 n!

Tomenos la sucesion { s } donde s_es la suma de los primeros (n + 1) términos de la

progresion geométrica de razén comun q = 1/2, es decir:

sn=a’+q+ g+ +.+q"; q=1/2

sn= 1+ 1/2+1/4+1/8+..+1/2"

(o1[VI[sM diferencial
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¢Qué podemos observar entre  u_ y s,?

a) u tiene sumando mas, el primer 1.

b) Los sumandos de u_ son menores que los sumandos de s, debido a que k! > 2¢y por
1
W < ? y por lo tanto , entonces: (k > 3).

un-1:1+i+£+...+i
23 n!

T T 7 )

1 1 1

Sp=lt Sttt —
2 2n

s, es la suma de progesion geométrica y por lo tanto:

n+l
(1/12/)2- ) =21 wam)

Sn

Si P ¥ b s,=2,estoquiere decir, que (u - 1), a lo mas es igual a 2 y por lo tanto u_
es menor que 3. (un— 1< 2P uy <3)

Con lo cual hemos logrado establecer que { u, } es creciente y acotada y toda sucesion de
este tipo converge. La minima cota superior para{u_} es notada,universalmente por la
letra mindscula «e», en honor a su descubridor Euler; «e» es un irracional y su valor

aproximado es:

e = 2.718281828459045235360287... € 2,/1828

Normalmente trabajamos con una calculadora o computadora y dependiendo de la

magquina utilizaremos una aproximacién a un namero determinado de cifras decimales.

Entonces R .
! ..N
} ge_|_+i9 y ® e
fe No b
Ejemplo
' ..n2 +2.[:j
Estudiemos la convergencia de la sucesion {Wn} - } ai+ 1 g 1y
i é n2+26 i
f b
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Recurrimos a una sustitucion: p = n? + 2

Podemos escribir:

2
1 8% e 1
wn=§+ : = §1+—¢
n?+2 Pg

De acuerdo con lo visto anteriormente y ademas observamos que si N ® ¥ también

p ® ¥, entonces la sucesion converge a «e».

SEije-S
T e
)
(¢

Ejemplo

Estudiemos la convergencia de la sucesién:

_j[aQn+3c_')2n/3{j]
{Wn}—'l' 2n - y
Te (%] b

Directamente no podemos decir nada. Tratamos entonces de expresar el termino w_en

forma mas sencilla o conocida:

Si efectuamos la division: e

Asi, podemos expresar el termino w,en forma que conocemos:
.2n/3 1,1 .2n/3

le 36 1 6
W = +—= = s
n ;? 2N 5 i; & 2n/3g

Hacemos la sustitucion: Z?n =p ,obviamente que si n tiende a infinito también lo hace

p; llegamos a expresar w_ en una forma que conocemos:

18
Wn = +_: —
Poa .g
De acuerdo con lo visto anteriormente la sucesion { w_} converge a «e» S
o
i .2n /3 {i } P ] =
an+35™ e 1Y 5
fwn} =1 207 - B, 20V e .
pes e po1e Poj E
O
T
@)
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divergentes

Para formarnos inicialmente una idea intuitiva acerca de lo que es una sucesion
divergente, retornemos por un momento al ejemplo de la poblacién urbana en la que el
crecimiento tenia una expresion de la forma up :(1.05)n Ug para el primero de enero
del afio (1983 + n).

Siendo muy osados, supongamos que este ritmo de aumento de poblacién urbana se
mantenga constante indefinidamente y no sélo por una década, como se habia planeado

inicialmente. (Qué pasaria a medida que transcurrieran los afios?

Hallemos algunos valores y examinémoslos:

sin=0 u, = 58500.000

sin=10  u,,= (1.05)¥ (5850000) @ 9'530.000
sin=20  u, = (1.05)% (5850000) @ 15°520.000
sin=100 u, = (1.05)'* (5850000) @ 7.69.10°
sin=1000 u,,,= (1.05)% (5850000) @ 9.05.10%

¢Qué observamos? Notamos que a medida que los afios transcurren, las cifras de poblacién

siguen creciendo muy rapidamente, sin dar muestras de estancarse.

Decimos, entonces, que { u_} es una sucesion divergente que tiende hacia mas infinito.

Veamos otro ejemplo. Examinemos ahora la sucesion {Un }= {uz +1} . Calculemos
algunos de sus términos:

U, 00 = 1000001

¢ Qué observamos?

Vemos que se trata de una sucesion creciente (cada término es mayor que el anterior) no
acotada (no tiene cota superior); entre mayor sea el valor de n, mayor sera el valor de u ;
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se presenta un crecimiento sin limites. Decimos, entonces, que { U} es una sucesion

divergente que tiende hacia mas infinito. (+¥)

Examinemos en forma similar la sucesién
Calculemos algunos de sus términos: {v , }= { n2 +1}

VO:1 Vl:0 V2:-3 V3:-8 V4:-15 V5:-24 V10:-99 VlO:-9999

¢ Qué observamos?

Notamos, y podemos demostrarlo, que se trata de una sucesion decreciente (cada término
de la sucesion es menor al anterior) no acotada (no admite cota inferior); entre mayor
sea el valor de n, menor sera el valor de v ; se presencia una disminucion sin limite.
Decimos, entonces, que { v} es una sucesion divergente que tiende hacia menos

infinito. (- ¥)

1.7.1 Sucesion divergente

Decimos que una sucesion { u} es divergente y que tiende hacia mas infinito (+¥ )
(respectivamente hacia menos infinito ¢ ¥ ), para expresar que todo real B > 0, por
grande que sea, es posible hallar un natural N tal que, si n > N, entonces u_es mayor

gue B (o respectivamente menor que -B).
Escribimos entonces:

lim up ® + ¥ (respectivamente - ¥)
n® ¥

{un} ® + ¥ (respectivanente - ¥)

Ejemplo

Demostremos que la sucesién {Un }:{ n2 +1} es divergente y tiende a mas infinito
(+¥ ). Paraello, es necesario que para todo real B, por grande que sea, determinemos el

natural N tal que, si n > N, entonces u_> B.

(o1[VI[sM diferencial
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Pero dado que:
Un =n?+1

up>BU n?+1>B
Despejamos el término n:

u,>B 0 n?2>B-10 n>JB-1

Si el asignamos, entonces, a N el valor del mayor entero contenidoen 4/B-1 vemos

gue se cumple la condicion requerida

"B>0,Si n>N P up>B

Y podemos concluir que la sucesion {un}:{n2 +1} diverge y tiende hacia mas

infinito.

Ejemplo

Regresemos a la sucesion {Vn }:{ n2 +1} gue segun vimos intuitivamente, tendia
hacia menos infinito ( ¥) , y demostraremos que ello se cumple. Necesitamos, entonces
gue para todo real B > 0, por grande que sea, hallar un natural N tal que, si n > N,
entonces VY <- B . Examinemos la Gltima condicion:

Vy<-B 0 -n?+1<-B

Despejamos el término n:
Vp<-B 0 -n?+1<-B 0 n?-1>B 0 n>/B+1

Si el asignamos, entonces, a N el mayor entero contenidoen  JB+1 , vemos que se
cumple la condicién requerida:

" B>0- si n>NP Vn<-B

Y podemos concluir que la sucesion {vn }:{ n? +l} diverge y tiende hacia menos
infinito (- ¥).
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Ejemplo

Demostremos que la sucesion {Un = 1 pi diverge hacia mas infinito (+¥ )
[

De acuerdo con la definicion, necesitamos que para todo real B, por grande que sea,
hallar un natural N tal que, si n > N, entonces u, > B.

Examinemos la Gltima desigualdad:

Up,sgg re" +% >B

Despejamos a €"

~ 1
un>B 0 e”>7

o3
ag|o
Q I-O:

Tomemos logaritmos en base e.
un>B U n>log —+Iog 8% —=
e 5@

Por consiguiente, si le asignamos a N el mayor entero contenido en

(log 1/7) + log (B- p/5) se cumple la condicién requerida:

B>0 .S n>N P upn>B

Y podemos concluir que la sucesion {Un} =

179 %g diverge hacia mas infinito
(+¥). !

Ejemplo

Demostremos que la sucesion {v} definida por: {y}=j - 3 Jn+5Y diverge hacia
7

b

—_——

menos infinito ( ¥).

De acuerdo con la definicion, para todo real B, por grande que sea, debemos hallar un

natural N tal que si n > N,entonces Vv, <-B-
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Examinemos la tltima desigualdad:

v,<-B 0 -%«/ﬁ+5<-B

Despejamos el término en n!
v,<-B O \/ﬁ>% (B+5 U n>%9(B+5)2

Si le asignamos a N el mayor entero contenido en 4—99 (B+ 5)2 vemos que se cumple

la condicién requerida:

'B>0 ,Si h>NbP v,<-B

Y podemos asegurar que la sucesion  {vp} =

(- ¥).

_)__,
~N| w

«/ﬁ+5\z diverge a menos infinito

1.7.2 Propiedades de las sucesiones divergentes

En general, para demostrar que una sucesion { u_}es divergente y en particular las que

tiende hacia infinito (+¥, 0 - ¥), se puede emplear la definicién, pero a menudo se
prefiere emplear las siguentes propiedades:

1. S {upt® +¥ y {vp}® +¥ b {un+vp}® +¥ y{up+v}@ +¥

2. S {up}® +¥ ysiaix *p {au,}® +¥

S {u,}® +¥ ysiaix ~ p {au,}® -¥

3. si {un}® +¥ y si existe un natural n, tal que, si n > n,, se cumple que:

Un £Vn entonces {v,} ® +¥

4. Las siguientes sucesiones tienden hacia el infinito:

{an} {a>0} {n"} (m>0)
() (o) { A}

® Facultad de Ciencias EESIERRANPENEAE RS

........................................................



5 S{up}® +¥;al b {upza}® +¥
S{u,}®-¥;ak b {u,*al® -¥

Nota: En forma similar

S{unt®-¥;y{vh}®-¥ b {up+vy}® -¥
S{ust®-¥;y{vy}®-¥ b {u,. v }® +¥

S{u,J®-¥;yalx Lp {au,}®-¥

S{u® -¥;yalx " b {au,}® +¥

S {un } ® - ¥,y si existe un natural nytal que: si n > n, se cumple que up £V,

entonces{vn} ® -¥

Ejemplo
1

Demostremos que la sucesién {Un }: : gn + 2% es divergente.

. ] . .
De acuerdo con las propiedades anteriores, ya sabemos que una sucesion del tipo { kn },

con k > 0, es divergente y tiende hacia mas infinito (+ ¥); por consiguiente la sucesion

N

5
| g”g donde k = 5/3 (k > 0) sera divergente y tendera hacia mas infinito (+ ¥); la

sucesion {up }= i n+ 2% también sera divergente y tendera hacia mas infinito (+ ¥).
i

wl o

w| o,

I U
2n+2V@ ¥
i b

Ejemplo
2

Demostremos que la sucesion es {w,}= | 2n* +%n3+%n2 +3n+59  divergente.
T
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Podemos considerar que, de acuerdo con las propiedades enunciadas anteriormente:
a. {nm}® +¥ (si m>0)
b. {un}®+¥, yaix ) b {au} ® +¥

Examinemos la sucesion elemental {un }= {Zn4 }

4 — 2 — 4 -2y ¥
{n }® +¥ (m=4m>0)y {u,} —{Zn }® +¥ (a=2aix )
Por las mismas razones, o mejor, propiedades de las sucesiones

{vn }z%§n3§ {tn}= %%nzg ; {y” } ={3n} son divergentes y tienden a mésfinito.

Y por lo tanto, podemos concluir:

s 1 .
{wnl}= i 2n4+§n2+§n2+3n+5§® +¥
[

Ejemplo

Demostremos que la sucesion {Vn }: } *tan+ 3; es divergente.

—

Comparémosla con una sucesion mas sencilla y conocida. Examinemos el numerador.

Sabemos que:

nZ +3n+3>n2

Por lo tanto: (n 1 0)
n2+3n+3_n2 nZ+3n+3
———>—p ———>n
n n n
Pero de acuerdo con las propiedades enunciadas anteriormente, sabemos que la sucesién

{u,}={n}esdivergente y tiende hacia mas infinito (+ ¥). Por lo tanto, la sucesion

{Vn} Jlf n +3n+314 que cumple con la condicion: v_ > u_también sera divergente y

[ b
tendera hacia mas infinito (+ ¥).
3[ n? +3n+3f‘,"
- 5 Y

i ® +¥
(L
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Ejemplo

-2-nd

N

Comparemos dicha sucesion con otra mas sencilla y conocida.

es divergente.

o i
Demostremos que la sucesion {v,, }={
T

Para todo entero positivo n:
{un}z{k\_/ﬁz}_%orlk=n-1(kﬁ: : )
Jn

De acuerdo con las propiedades enunciadas anteriormente, sabemos que la sucesion
{Wn }:{«/ﬁ} es divergente y tiende hacia mas infinito (+¥). Por consiguiente, la sucesién
{Un }:{ K Jﬁ} conk=-1 (k ot ) sera divergente y tendera hacia menos infinito

1-2-nd
(- ¥). Dado que ademas la sucesion {Vn} = I k/) verifica la desigualdad
i n

Vp <Up

Podemos concluir que sera divergente y tendera hacia menos infinito (- ¥).

| 1.8

formas indeterminadas

Tenemos dos sucesiones{u } y {v }talesque {u } n® +¥ y {v}n® -¥,
¢Qué concluimos en cuanto al limite de la sucesion { u +v_}?

Nada podemos decir. Se trata de una forma indeterminada.

(o1[VI[sM diferencial
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Generalizando, existen ciertas combinaciones de sucesiones a las que no podemos aplicar
las reglas mencionadas anteriormente, puesto que no se cumplen las hip6tesis requeridas.
A tales combinaciones las denominamos formas indeterminadas. Lo anterior lo podemos
resumir en los casos siguientes:

1) lim(up/vp) si upn® ¥ y vp® ¥; Iimitedelaforma;

2) lim(uy/vpy) Si Up® 0y v, ® O; Iimitedelaforma%

3) lim(up.vp) Si U,® 0y v, ® ¥ ; limite delaforma (0) (¥)

4) lim(up+vp) si Up® +¥ y v, ® - ¥ ; limite de la forma (+¥ - ¥)

5) lim(un' n) siu ®1y |, ® ¥ ; limite delaforma 1

6) Iim(unI n) si u,®0y I h ® 0; limite delaforma o°

7) lim(un' n) siu ®¥ y I, ® 0; limite delaforma ¥ °

Un caso particular lo vimos en la seccion 1.6.3 cuando trabajamos con la sucesion
te 18

I g +F; Y recordemos que ésta sucesion converge a e.
t b

En ciertos casos podemos levantar la indeterminacion, y por lo tanto hallar el limite de
la sucesion. Esto ocurre a menudo con las expresiones en las que intervienen fracciones

o0 raices. Entonces recurrimos a procedimientos como el que a continuacién exponemos:

1.8.1 Limites de expresiones racionales

Ejemplo

{ }_ i 3n3+5n2+10n- 2 §
un =1 2 A
) 2n“+3n-1
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Si examinamos cada término del numerador y del denominador, vemos que al aplicar

las reglas anteriores llegariamos a una forma indeterminada del tipo i 8eu ® f e
¥ g n ¥ g

Para levantar dicha indeterminacién, recurrimos a un artificio: factorizamos en el
numerador el término de mayor grado en n; repetimos el proceso para el denominador;
simplificamos (nt 0) ; examinamos el limite de la expresion resultante,que

normalmente hemos de poder determinar sin mayores dificultades.

3%,5,10 20

+—+ - =
_3n3+5n2+10n- 2 _ é N 2 n3g
n~— 2 - -
- ® o]
2n“+3n-1 2 2+§-ii
N n?g
Paran' 0 )
g, 1. 20
U = n n? nlp
n ® 3 16
2+ — - —=
g n nlg
De acuerdo con lo visto anteriormente, tenemos:
i . . o) ; & 20 . 30
lim aEEQzO . lim aetc; =0 . lim §j=0 . lim  ¢—=+=0
n® ¥ eng ' 'N® ¥ én‘g " n® ¥&n®p ' n@ ¥eNo
. & o]
lim g %3:0
n® ¥ n“g
B i lim ;3 + r‘?—+ ioz - n23 ;: 3
Por consiguiente:
W® ¥ ?i—g =0 entonces
. o]
lim +— - iz =2
ne® ¥ n ncg
Podemos deducir que: _
©
ae3+§+1—g - % 9 5
lim % N n n ::E :q'_,)
ney & ,,3_1 T 2 5
9 n 2 .
e n 2} o
S
(&)
<
O
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De donde:
5,10 29
n :
n N“Oe 4y

n§%+

Ilim

n®y¥ & 3
n

§2+

Ql-I1-0:

1
2

i 3 2 ]
Entonces: ¥ 3n°+5n< +10n - 2} ® +

¥
. 2 )
f 2n“+3n-1

Ejemplo

L
fu} = | 28 Y
f 53 n?+3n- 2},

Examinemos la sucesion

Al aplicar las reglas mencionadas inicialmente, vemos que llegariamos a una forma

indeterminada del tipo Y Recurrimos entonces al artificio ya explicado: factorizamos

en el numerador el término de mayor grado en n; hacemos lo mismo con el denominador

y luego simplificamos (n 1 0) . Buscamos luego el limite de la expresion resultante.

Por lo tanto: .
2% 3,50
g N p2 g
Vn = "
n"gs- St - 3
n
a n n° g
<
= )
: o]
i Paran! 0 : 5°2§+i:
= _ &9d n p2y
2 Vn= &~ ”
c enge 1 3 20
> 5- —+—- 32
£ n n n° g
(D)
& De acuerdo con lo visto anteriormente:
(8]
2
% ~\ s
= im 83%0 im £ %0 im #lY%o
) n® ¥e N g N® ¥ &n? nN® ¥é N g
2
. &3 0 . ) 0
-8 lim %3:0; lim —%1:0;
o nN® ¥ én“ g n® ¥ n° g
©
©
8
S
(&)
]
LL
e 122
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Por consiguiente:

3 0 , 0]
lim S §+%i: 2y lim - 1+iz- %i=5
ne® ¥ N ncg ne® ¥ N n n°g
Podemos concluir:
3 50
e 2
lim N2 -=
ney g. 1,3 2 5
n p2 n3
16
Y como |im 88— 9:0, entonces
n® ¥ehg
) ) 2n2- 3n+5 a2 6
lim Vp =lim =(0)¢==0
ne® ¥ N® ¥ 5n3-n2+3n-2 edSo

: ) '
’I[ 2n< - 3n+5 y®0
f 5n3- nZ+3n- 2},
Ejemplo

f2n?+3n- 5§
1=y
1 5n2- 2n+3 b
Al aplicar las reglas mencionadas inicialmente, vemos que llegariamos a una forma

indeterminada del tipo Y

Examinemos la sucesion {Wn } =

Hacemos entonces lo sugerido anteriormente, factorizamos, simplificamos y calculamos
el limite de la expresion resultante

nto n283+§-i% 2+§_i
_ g N n?g_  n p2

Wn = 5 — 2 3
2% 2 3052 3

n n2g n n
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De acuerdo con lo ya establecido:

5 e 0 0
lim 8@9:0; lim g %+=0; entonces Iim a%+§- ijzz
2

n® ¥eNg @ ¥& ng ne ¥ N ng

) 5. @30 , 5
lim SE:‘EQ:O; lim &3 %0 entonces lim 22,3%5
nN®¥e Ng n®*egn°g n® ¥ & 27

Podemos concluir, entonces que:

2+3. 2
. . n n2 2
lim w, =lim ==
ne ¥ n®¥ o 2 3 5
n n2
12n2+3n-5P® 2
i z
fsn2- 2n+3p S

¢Qué observamos en los ejemplos anteriores?

Que una expresion de tipo racional cuyo numerador era de grado superior al denominador,
divergia y tendia hacia el infinito.

Que una expresioén de tipo racional cuyo numerador era de grado inferior al denominador,
convergia y tendia hacia cero.

Que una expresion de tipo racional cuyo numerador era del mismo grado que el
denominador, convergia y tendia hacia el cociente de los coeficientes de los términos de
mayor grado del numerador y del denominador.
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Lectura complementaria

Sus sistemas algebraicos

Queremos hacer un comentario muy breve de una herramienta muy atil, que nos brinda
la tecnologia, para hacer calculos, claro que también podemos hacer graficas, como son
las computadoras y las calculadoras de bolsillo. Ante todo, debemos invitar a nuestros
queridos lectores a verificar el, asi llamado, software de su respectiva calculadora o
computadora; una cuestion importante es saber la capacidad del respectivo instrumento,
y por ende, como almacena los nameros y como hace los calculos. No pretendemos, de
ninguna manera, entrar en profundidad con estos asuntos; solo deseamos que se logre
tener un sentido de lo que la tecnologia nos depara, pero a la vez, tener el suficiente
juicio para tener el cuidado de no creer que siempre y en forma incontrovertible dichas

herramientas son infalibles; a su vez, tomar conciencia de los calculos que realizan.

Para empezar veamos algunas potencias de 2, es decir, 2". Las preguntas que debemos
hacernos en este caso ¢el resultado obtenido es exacto?, ¢habra posibilidad de que unos
sean exactos y otros no?, ¢a partir de qué natural, el resultado ya no es exacto, sino que
la maquina hace un redondeo?

Veamos unos ejemplos: 2°=32; 219=1024; 2% =33554.432; 227 =134217730;
226= 67108864

¢ Qué notamos?, 2"si n es un natural, debera necesariamente terminaren 2, 4, 8,6 6, es
decir, 2t =2; 22=4; 22 =8; 2*=16; 2°=32, entonces ¢por qué termina 2%
en cero. (2% =134217728); tal vez, sea necesario, que entendamos que sobrepasamos la
capacidad de la calculadora, en nuestro caso, una sencilla Casio (fx120). Observamos
gue si la potencia tiene mas de ocho cifras o digitos, la maquina hace un redondeo. Las
calculadoras y las computadoras almacenan los nimeros en una forma exponencial, por
ello 134217728 lo debe almacenar como 1.34217728 x 108, el exponente del nimero 10, lo
conocemos en esa forma; los nimero como la mantisa, uno término muy utilizado, antes
del advenimiento de las maquinas electronicas, en el manejo de los algoritmos.

Examinando el caso con otra base, por ejemplo 3. ;A partir de qué exponente efecta un
redondeo la maquina citada?
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Calculemos: 3%° = 3486784400; 35 =14348907; 37 =129140160; 36 = 43046721

En este caso, el natural 17 efectlia el primer redondeo. Es decir, la calculadora que utilizamos
tiene una mantisa de 8 digitos, por encima de estos, empieza hacer redondeos. Como podemos

observar, en estos casos, podiamos aceptar los resultados, si la situacion lo permite.

Con lo anterior podemos afirmar que una maquina con 12 digitos de mantisa almacenaria
1/7 como 1.42857142857 x 10! y una maquina de 14 digitos almacenaria 5/9 como
5.5555555555556 x 1071

Pero, donde posiblemente puede resultar redondeo desastrosos es en las diferencias de nimeros
muy préximos, asi hacemos una serie larga de operaciones, por ejemplo, si calculamos:

2 8
- X
f(x)
X4
hagamos con x =1, x =1.00000008 ; x = 10; x =100, x = 1000 y x = 10000

x4 +4

Con la calculadora recibimos

4 8
1" +4) -1
f@= 4 =24
1

[(1.00000008 )4+4F- (1.00000008 3 0009952
(1.00000008 )* '

4 8
fa0y= L9 *4) "10° _g 002
104

f (1.00000008 ) =

((100)4 + 4)2 -100% _

f (100) = L 10
100
4 )2_ 8
f (000) = ((1000) +4f -1000% 0 o
10004 10004
4 )2_ 8
f(10000)=((10000) +4f -1000% 0 o
10000 4 10000 4

Ahora, hagamos el calculo aplicando una forma algebraicamente equivalente, es decir,
x8 +8x*+16- x® _ 8x* +16

F(x) = (x4+4)2- x8
x4 x4 x4
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_81h+16

@ 24
14
4
f (100000008 = 8(1-00000009 :16 g+ 16 i
(1.00000009 (1.00000009)
= 8+15.9999952 = 23.9999952
8(10%) +16
f(10) = =——2— =8.0016
10
8(100%)+16
f (100) = =————— = 8.00000016
100
8(10004) +16
f (1000) = —=————— =8,0000000000 16
1000
8(10000 %) +16
f (10000) = ———~— = 80000000000 000016
10000

Notamos que en f(10) el redondeo lo podemos aceptar, pero, en f(100) resulta un tanto
alto, 10 en contra de 8.00000016,y en f(1000) y f(10000) no son resultados que podamos
aceptar, y todo debido al redondeo, entonces, (x* + 4)? es aproximadamente igual a x8y

sobre todo porque nuestra calculadora solo tiene una mantisa de 8 digitos.

Otro ejemplo con nuestra calculadora, es decir Casio (fx120) . (- 64)?’3 el resultado E,es
decir, error, 0 no posible de calcular, pero sabemos que esto equivale a (-64) elevado al
cuadrado y luego extraer la raiz cubica; nuestra calculadora con el comando exponencial
(x) no efecttia la operacion (- 64)?; con el comando x* si. Por esto, concluimos que

nuestra calculadora no hace potencial de nimeros negativos.

De todas maneras, como facilmente se comprende, cada persona tiene a su disposicion
una calculadora o computadoras diferente, o en caso extremo ni lo uno, ni lo otro. En
este caso, debe consultar con el sefior tutor cdmo podria tener acceso a alguna de estas
herramientas en su respectivo Cead; 0 en Ultimo caso en un sitio que ofrezca este servicio.
Esta es la razon por la cual se proponen pocos problemas sin informacion de retorno, en
cuanto al resultado que da la maquina.

En la siguiente unidad tendremos la oportunidad de utilizar estas herramientas con

mayor intensidad.
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Para las sucesiones propuestas en los ejercicios:

a)

b)

c)

d)

Hallar los cinco primeros términos de cada sucesion.

Hallar, cuando sea posible, una cota superior para cada sucesion;hallar,
cuando sea posible, una cota inferior. Indicar si la sucesion estudiada es o0 no
acotada.

Indicar si la sucesién estudiada es creciente, decreciente o estacionaria.

Indicar si la sucesion estudiada es una progresion aritmética, o0 una progresion

geomeétrica, hallar su diferencia comdn o su razén comun segun el caso.

Indicar si la sucesion estudiada es convergente o divergente, si es convergente,

hallar su limite.

. {unb=f- 5000y

2, {Un}:{ 2+3(”+\/§)}n31

En las sucesiones dadas:

a)

b)

c)

d)

Partiendo de la definicién por recurrencia y del primer término de cada

sucesion, hallar el término general en funcion de n.

Hallar los cinco primeros términos de cada sucesion

Hallar un cota superior para cada sucesion, en caso de ser posible; hallar una

cota inferior, si es posible. Indicar si la sucesion es acotada.

Indicar si la sucesién estudiada es creciente, decreciente, estacionaria o

periddica.

Indicar si la sucesion estudiada es una progresion aritmética o geométrica, si
corresponde a uno de estos dos tipos, hallar su diferencia o razén comun vy la

suma de sus diez primeros términos.

leA201Ny

lun uoloen

T PEP



f)  Indicar si la sucesién estudiada es convergente o divergente, si es convergente hallar su limite.

3) Upsy= Up+3  ug=1 4) U= ZUn; up =2
_14-ni
5) Demostrar que la sucesion {Vn} = % 1+2n k’) converge a L = = 1/2, con base en la definicion.

En los ejercicios dados hallar, cuando sea posible, a donde converge cada una de las sucesiones:
{W } _i,' 3n? +1 P

6 nt=loe Y 7 ! Y
) f2n- npayg ) j& e g .

fun} ={vnea- i,

8)

9) Dada la sucesion {un} s 0definida por: ug =0 y Uy = :“ _i
n

a) Hallaru_,,en funcién de u_
b) ¢Es dicha sucesién periddica?
c) ¢Es convergente?

10) Deseamos comprar una nevera que cuesta 45000 pesos en enero de 1984. Sélo disponemos de
20000 pesos. Los consignamos en una institucién financiera, la cual nos garantiza una tasa del
24% anual.

a) Designemos por { u} la sucesion cuyo término general u corresponde a la suma de la que
podriamos disponer en enero del afio (1984 + n).
¢Cuanto tendremos en enero de 1985,u,?; en enero de 1986,u,?; ;en enero de 1987, u,?; ;en enero

de (1984 +n), u ?

b) Si el precio de la nevera se incrementa en un i% por afio, ;cual serd la maxima tasa i de aumento
gue podriamos afrontar si quisiésemos comprar la nevera en 1990?

Se supone que la poblacion colombiana, el 1° de enero de 1984, fue de u,= 30800000
habitantes y que la tasa promedio de incremento anual de la poblacién es de i = 2.9%.

a) ¢Cual seria la poblacion colombiana el 1° de enero de 1985,u,?

b) ¢Cual seria la poblacion colombiana el 1° de enero de 1986,u,?

(o1[VI[sM diferencial
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b)

¢De qué tipo de sucesion se trata?; ;cuéles son sus caracteristicas?
¢Cual seria la poblacion colombiana el 1° de enero de (1984 + n),u ?
¢Cual seria la poblacion colombiana el 1° de enero del afio 2000?

(A partir de que afio es posible esperar que se duplique la poblacién colombiana existente el 1° de
enero de 1984?
Dada la sucesién {Un} N2 0 definida por su primer término u, = 8 y la relacion de recurrencia:

2

Ups1 = < Up +10

3

y la sucesion {Vn} definida con base en la sucesion {u_} en la siguiente forma:
n3o
Vp = Uy-6

Hallar el termino general de la sucesion { u_} en funcion de n. ;De qué clase de sucesion se

trata? ;Cudles son sus caracteristicas?

¢Son convergentes las sucesiones {Vn} y {un} s O? En el caso de que lo sean, ¢a qué

valor converge cada una?

Calcular S = VotV HV, F v

Calcular S = Ug+t U, U, +..+u

Demostrar que la sucesion {Wn}n3o de término general wp, = |0g|vn| €s una progresién

aritmética



=

ercicios
Complementarlos

1) a) Determinar el conjunto tal que: cos X, cos 2x, cos 3x sean tres términos consecutivos

b)

2)

de una progresién aritmética (en este orden).
Para cada valor de x, dar los tres términos de la sucesion.

Determinar el conjunto que: cos X, €os 2X, cos 3X, en este orden, sean tres términos

consecutivos de una progresion geométrica.
Consideremos la progresién geométrica { Up }n31 definida por:
us- U1:-6 U2:-1
Demostrar que los términos u, y u, son inversos el uno con respecto al otro.
Hallar la razén comun g (q < 0)
Hallar u, en funcion de n.
Calcular la suma de los n primeros términos de la sucesion que denominaremos S.

Hallar Iim S
n® ¥

3) a) Demostrar que el perimetro de toda linea poligonal regular convexa inscrita { p,}

b)

c)

es menor que el de la linea circunscrita asociada { p }.
¢Es creciente { p,} o0 decreciente?

¢Es creciente { p’ } o decreciente?

......................................
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4)

a)

b)

c)

d)

Sea {Un} la sucesion definida por la relacion de recurrencia

n3i

2 Up+1 =Up + 2k

Mostrar que existe un ndmero real K” tal que la sucesion { v } sea una progresion
geométrica si se cumple que: Vv =up- K

Calcular S=vq +vy +..+ Vv

Hallar S=uy +uy +...+u, enfunciondeuy y n

Si la sucesion {Wn } ns1 esta definida por la relacion de recurrencia:

—-w w +iw =0
3 n+2 n+l 3 n

Demostrar que?NnJ,z - %Wnﬂ% no depende de n; expresar dicha cantidad en

funcion de w, y w,

e)

Determinar en funcion de n, w, y w, :

S'=wy+twy . +wy
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General

Obtener el limite de una funcién cuando la variable tiende a
un valor establecido, y determinar si la funcion es continua o

no en un punto o en un intervalo.

OBJETIVOS

Especificos

+ Hallar el limite de una funcién cuando x tiende al infinito

(si existe)

+ Hallar el limite de una funcién cuando x tiende a Xo (si

existe)

+ Hallar el limite de una fucnion cuando x tiende a Xo 6

Xo (si existe).

. Demostrar si una funcién dada tiende a un limite cuando x
tiende al infinito.

*  Demostrar si una funcién dada tiende al infinito cuando x

tiende a Xo, X0, Xo 6 al infinito.

+ Hallar las asintotas tanto verticales como horizontales de
una funcion dada (si existen) y trazar la gréafica de dicha
funcién con base en ello.

+ Determinar si una funcion dada es continua o discontinua
en un punto o en un intervalo.

(er:1[J8I[e diferencial
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INTRODUCCION

n la unidad anterior, tuvimos la ocasiéon de trabajar

con el concepto de limite sobre sucesiones. Sin embargo,
como podemos darnos cuenta, las sucesiones son tan sélo un
caso particular de funcién: aquel en el cual el domino de la
funcion corresponde a los naturales o a un subconjunto de los
naturales. podemos entonces extender las nociones ya vistas
a funciones cuyo dominio de definicién incluye valores tan
grandes como queramos 0 que su valor absoluto lo sea, y
observar qué ocurre cuando x toma valores infinitamente

grandes o infinitamente pequefios.

¢Qué ocurriria por ejemplo, al cabo de cierto periodo de tiempo,
con la temperatura del centro de una lata de alimento gelificado,
sometida a calentamiento en un esterilizador, bajo ciertas

condiciones? (caso de una funcién que podria tender al infinito).

Tras esto, podemos interesarnos en otro porblema ¢qué le ocurre
a una funcidn, cuando la variable independiente se acerca a
un valor dado?

¢Qué le ocurre por ejemplo, a la resistencia de un cable, que se
puede expresar como funcién de su diametro (fijando los demas
parametros), si el diametro esta dentro de cierta margen
estrecha? (caso de una funcién que tiende a un limite cuando
x tiende a Xo).

(er:1[J8I[e diferencial
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¢Qué ocurre con una funcién cuyo denominador tiende a cero
cuando la variable indpendiente tiende a un valor dado? (Caso

de una funcién que tiende al infinito cuando x tiende a Xo).

Si las ganancias de una fabrica son funcion de la cantidad de
mercancia vendida, y si por encima de cierto nivel de ventas se
necesita contratar un nuevo turno, lo cual modificara la funcién
ganancias, ¢qué ocurre cundo el nivel de ventas se acerca al
valor critico, pero por valores menores? ;Qué ocurre cunado se

acerca por valores superiores o mayores? (limites unilaterales).

Tras esto, nos enfrentamos a un nuevo problema: la conti-
nuidad. ¢Qué ocurre por ejemplo cuando una funcién no esta
definida para un valor de la variable independiente, o cuando
la grafica presenta un salto? ;Qué ocurre en el punto critico en
el cual, en nuestra fabrica, tendria que contratar otro turno e

incrementar los gastos fijos, modificando la funcién ganancias?.

Dada la constante necesidad de trazar graficas, nos conviene
disponer de todas las herramientas que nos facilitan esta tarea:
las asintotas, tanto verticales como horizontales, forman parte
de dichas herramientas y son una aplicacion de los conceptos
de limites con los que ya trabajamos, por ello entramos a

emplearlas en esta unidad.



2.1

cuando x tiende a X,

Partamos nuevamente de un ejemplo. En nuestra planta procesadora de frutas estamos
instalando el sistema eléctrico. La resistencia de la linea eléctrica ha de ser igual a
0.03000 \W (ohmios); podemos expresarla en funcién del diametro del cable d, mediante

la siguiente ecuacion:

_216x107°

R
d2

(d: metros)

1. ;Cudl deberia ser el diametro del cable para que su resistencia R fuese igual
0.0300 W? (suponiendo que pudiésemos medir exactamente tanto la resistencia

como el diametro del cable)

2. ¢Cudl seria la representacion grafica de R en funcién de d, si d varia entre 2.60 y
2.80 cms?

3. ¢Dentro de qué intervalo tendria que estar el diametro del cable para que

pudiéramos asegurar que la resistencia esté comprendida entre 0.0295 y 0.0305\?

1. De acuerdo con la expresion de resistencia en funcion del didmetro del cable, podemos
decir que para tener una resistencia R= 0.03000 \\/ necesitariamos un cable de

diametro:

-5
d=,] 289" _ooesm @2.680ms
\j 0.030

d 0.0248 | 0.0250 0.0256 & 0.0260 | 0.0266 | 0.0273 | 0.0280  0.0283

R 0.0351 | 0.0346 0.0330 | 0.0320 | 0.0305 | 0.0290 | 0.0276 | 0.0270

(er:1[J8I[e diferencial
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>R:(216) / ((dY2) * 10Y5)

R: :O(I)021600000(])i

d2

> plot (R,d=0,026..0.028, title = plot for 2.2

plot for 2.3

0.032—

0.031—

0.030—

0.029—

0.028—
FIGURA 2.1 ]
Gréaficodelaresistenciaen
funcic’)ndeldiémetro IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|
en el intervalo 0.026,m 0.026 0.0264  0.0268 0.0272 0.0276 0.028

a0.028m
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0.035

0.034

0.033

0.024  0.025 0.0ZSE i0.0Z? 0.028 0.029 0030 d

0.0266! (m)
FIGURA 2.2 0.0268
Gréaficodelaresistenciaen funcién
del diametro, en el intervalo de
2.60a2.80cms.

3. Para estar seguros de que la resitencia del cable esté comprendida entre 0.0305 y
0.0295 \, convendria entonces, de acuerdo con la grafica trazada que el diametro
del cable estuviese comprendido entre 2.66 y 2.70 cms, 0 sea:

Para que 0.0305 < R < 0.0295 se requiere que 0.0266 < d < 0.0270.

¢ Qué observamos?

Si nuestras medidas estuviesen despojadas de toda incertidumbre (lo que no ocurre,

como sabemos, en la realidad) podriamos afirmar que:

si d =0.0268 m R =0.0300 w

......................................
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Pero como nuestras medidas necesariamente tienen un margen de error, lo Gnico que
podemos asegurar: cuando el diametro del cable tiende a 0.0268 m, su resistencia tiende

a 0.0300 \/, o sea:

Iim R _
d ® 0.0268m =0.0300 w

Veamos otro ejemplo. Tomemos la funcién f definida por la ecuacién:

(3x-1) (x-2)

f(x) = )

D& -{2

Sabemos que la funcién f esta definida para todos los valores de x, excepto para x = 2.
Ademas, si x es diferente de 2, podemos simplificar la expresion de f (x) por (x- 2),
obteniendo:

para x * 2,f (x) =3x-1

Observemos qué ocurre en los alrededores de x = 2, 0 sea para valores de x cercanos,
pero no iguales a 2. Tomemos inicialmente valores menores a 2 que se vayan
aproximando cada vez mas a dicho valor, y luego valores mayores a 2 que se vayan
aproximando cada vez mas a dicho valor; y obtenemos asi, las tablas de valores que
presentamos a continuacion:

X 1 1.50 1.75 1.80 1.85 1.90 1.95 1.99 1.999 | 1.9999

N

f(x) 3.50 4.25 4.40 4.55 4.70 4.85 4.97 4.997 | 4.9997

X 3 2.50 2.25 2.20 2.15 2.10 2.05 2.01 2.001 | 2.0001

o

f(x) 6.50 5.75 5.60 5.45 5.30 5.15 5.03 5.003 @ 5.0003

® Facultad de Ciencias EERIEERCRN AL SSL:Y5)
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¢Qué observamos a partir de la tabla de valores?

Notamos que a medida que x se aproxima cada vez mas a 2, f(x) se aproxima cada vez
mas a cinco; (sin llegar a tomar dicho valor, puesto que f no esté definido para x=2): si
por ejemplo, cuando x toma el valor de x= 1.999 (que es menor en 0.001 a 2) f (x) toma
el valor y=4.997 (que es menor en 0.003 a 5); cuando x toma el valor de 2.001 (que es
mayor en 0.001 a 2), f(x) toma el valor y=5.003 (que es mayor en 0.003 a 5).

Por lo tanto, cuando x + 210.001 entonces f(x) =5 + 0.003.

Cuando x se aproxima alin mas a 2, siendo tal que x= 2 + 0.0001, f(x) se acerca todavia

mas a cinco, siendo tal que f(x) =5 + 0.0003.

Dicho en otra forma, a una vencidad para x de centro 2 le asociamos una vecindad

para f(x) de centro 5. ¢(Podemos invertir el punto de vista?

Ademas de observar que entre mas cercano sea el valor de x a 2, mas cercano sera el
valor de f(x) a cinco, también vemos que podemos lograr que el valor de f(x) se acerque
a cinco tanto como queramos, tomando valores de x lo suficientemente proximos a
dos. Precisemos un poco mas esta idea. podemos lograr tener f(x) =5 + 0.003, tomando

valores de x tales que x = 2 + 0.001, o sea:

|f (x)- 5| < 0.003 cuando | x- 2| <0.001

O bien, en forma general, podriamos lograr tener f(x) =5 + € (siendo € un real positivo
tan pequefio como queramos ) tomando valores de x tales que x =2 +¢ (siendo ¢ un real

positivo dependiente de € ), o sea:

|f (x) - 5| < e cuando 0< | x- 2| <d

Al estar en capacidad de determinar, para todo namero real € positivo un nimero real
¢ que cumpla la condicién anterior, podemos decir que el limite de f (X) cuando x tiende

al valor 2 es L =5, y podemos escribir:

(X-1)(x-2) _
X- 2 -

lim  f(x)=Iim 5
X® 2 X® 2

(er:1[J8I[e diferencial
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FIGURA 2.3
Gréfico para

_ (3x-1) (x-2)
- X- 2

f(x)

NOTA: Vemos claramente que f (xX) estara comprendido entre (5- e) y (5+e)
siempre y cuando x esté comprendida entre (2- d) y (2+d) (aun cuando f(x) no esté
definido para x = 2, lo cual lo designamos con el simbolo f ); y que entre mas se acerca

x al valor 2, mas se acercara f(x) al valor L= 5 ( sin llegar a tomarlo), o sea:

|f (x) - 5| < esiempre que 0< |x- 2| <d

y por lo tanto

........................................................



2.1.1 Limite de unafuncion cuando x tiendea (X e X,)

Definicion: sea f una funcion definida en todo punto de un intervalo abierto ( que
contenga (Xo) excepto tal vez en dicho punto . Decimos que el limte de f (x) cuando x
tiende a x, es L, cuando para todo niimero real positivo € (tan pequefio como queramos)

podemos hallar un nimero real positivo ¢ tal que:

|f ( x ) - L < e siempre que: 0< | X - X | <d

Escribimos entonces:

fin,, 0=
f T~
/ \‘
— X —>» <« f(x) —»
THHHHHHH I A ————HHH
¥ X5 X X*d ¥ ¥ L-E L L+t ¥
XX} < d-mmmmmm o f(x)-L<€
lim f(x) = L X
X—$X,

FIGURA 2.4
Gréfico queilustra: lim f(x)=L
X® xo

Es muy importante que veamos claramente que no es indispensable que la funcion
esté definida en x, para que el limite, cuando x tienda a x, , pueda existir. Asi por

. (3x-1) (x-2) _ _ (3x-1)(x-2)
ejemplo, vimos que !('g‘z T x-2 =5, aGncuando f(X)= — x-2

no estaba definida para Xg =2

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

Con base en la definicién, demostremos que:
!(iglz (3x-1) =5
Debemos hallar un ¢ > 0 tal que para todo €>0
|f(x)-5|<e0< |x-2|<d
Pero |f(x)-5| =|(3x-1) - 5|
Desarrollamos las operaciones indicadas y despejamos para x
|t (x)- 5| <eU |(3x-1) -5/ <e0 |(3x- 6)|<eU [3(x-2)|<el 3|x-2|<e

Vemos que serd mejor despejar la expresion |x- 2| , para determinar el valor de ¢ |,
entonces dividimos ambos miembros de la desigualdad por 3:

|(3x-1)- 5| <eU |x- 2|<e/3
Tomamos ¢ = €/3y asi se cumple la condicion requerida, o sea que:
si|f(x)-5|<e entonces |x-2|<d
Y hemos demostrado que, en efecto:
Li% 2( 3x-1)=5

NOTA: Vemos que € depende de ¢ , como debe ser para que el limite exista.

Ejemplo

Demostremos que )I(i(gnl 4x2? = 4, con base en la definicion.

Debemos hallar un d >0 tal que, para todo €> 0

si|f(x)-4|<e entonces | x-1|<d

® Facultad de Ciencias EERIEERCRN AL SSL:Y5)
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O sea, reemplazamos f(x) por su expresion

|t (x)- 4| <eU ‘4x2-4 <e

Factorizamos por 4, como también la diferencia de cuadrados, tendremos:

‘4x2-4 <e0 4|x-1||x+1|<e

Para determinar ¢, debemos lograr despejar la expresion |x— 1| puesto que debemos

hallar un ¢ tal que |x-1|<d.

Para hacerlo, nos convendria hallar una cota superior al término |x+1|, gue nos
permita simplificar la expresion.

Para valores cercanos a x=1, si fijamos ¢ =1 (arbitrariamente, puesto que también
podriamos tomar ¢ = 1/2, ¢ =1/4, ¢ = 1/10..., reduciendo aun mas el radio de la

vecindad de centro 1) podremos escribir: |x— 1|< 1

Entonces
| x-1| <10 -1<x-1<1p 0<x<2

Si a esta desigualdad le sumamos 1 obtendremos la expresién x+1.:

l<x+1<3
O lo que es lo mismo, si |x— 1|< 1 entonces |x+1| <3

Volvamos a la expresion que queriamos simplificar:
‘4x2-4‘:4|x-1||x+1|<4|x—1| 3(si|x-1]<1)

O sea:

|4x2-4|< 12 |x- 1]

Puesto que la expresion debe ser menor que € .

2|x-1|<eb |x-1<—
12

Entonces: d = %. Cumple la condicion d=f (e)

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

Con base en la definicion, demostrar que:

lim_ f(x) =Iim -2
X® 3 X® 3 5

Dicha funcidén esta definida para todo valor de x, excepto para x = 1/2.

Debemos hallar un ¢ > 0 tal que, para todo ¢ > O:

si f(x)-é

<e, entonces | x- 3|<d

Reemplazamos a f(x) por su valor:

x-1 2
- — | <e

2x-1 5

|f (x)-L| <el

Hagamos las operaciones indicadas y factoricemos:

x-1 i
2x-1

Bx-5- 4x+2
5(2x -1)

|f(x)-L|<eO

2
5

1] x-3
5] 2x-1
Puesto que x tiende a 3, podemos suponer que:

|x-3|<1

(También podriamos suponer que: |x- 3| <1/2;|x- 3| <1/4...)
Lo que equivale a escribir:

|x-3| <10 -1<x-3<1p 2<x<4

Si multiplicamos los miembros de la desigualdad por dos y luego restamos 1 con el fin
de obtener la expresion (2x- 1)

2<X<4pb 4<2x<8b 3<2x-1<7

Si tomamos los inversos:

1 1 1 1 1
713 P -1 3 (Estoporque x esta en la vecindad de 3)
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Por consiguiente, reemplazamos dicho valor

-3
15

X-3
2x-1

<

2| _1
f(x)-=|==
100- Z-2

9-3D‘f 2
g|X | (x)- 2

Por lo tanto, para todo positivo, para que se verifique que:

|x- 3
15

< ebastaque < e entonces |x- 3|<15e

‘f(x)-%

Si tomamos para ¢ el menor valor entre 1 y 15€, se cumple que:

. 2
" e>0,si|f (x)- s < e entonces | x- 3| < d =15e
Por lo tanto:
-1 2
lim  f(x)=lim —==2
x®3 2x-1 5

2.1.2 Propiedades de los limites

Dos propiedades esenciales nos pueden resultar muy Utiles en nuestro trabajo con los

limites. Veamoslas inicialmente y luego pasaremos a su aplicacidn.

Si el limite de una funcién f cuando *® Xo | existe, es Unico, o dicho de otra
forma:

foo=L b L=L'

Si >|<'(5nxO fx)=L vy >|<I<E)nxO

Una consecuencia practica muy Util de esta propiedad es la de que si dos funciones

toman valores iguales en una vecindad, reducida o no, con centro en x ,, entonces tendran

el mismo limite cuando X® Xo,
2 2
) ) lim 5Xx _5:I|'m 5(x —1)_”m 5(x-1) (x+1)
Asi por ejemplo, x®1 x-1 ~x®1 x-1 X® 1 x - 1

(er:1[J8I[e diferencial

........................................................



5x2-5

Six t 1, lafuncion f(x) = y la funcién g (x) =5 ( x + 1), toman los mismos

valores en la vecindad reducida con centro en 1, entonces:

) 5x°-5
m
®

’

1 w1 lim, 5(x+1) =10

|
X

Teorema del emparedado.Si en una vecindad, reducida o no, con centro en Xx;, se
cumpleque: g(xX) <f(X)<h(x),y si ademés)l(l'én)(og x) = )I(l(gn
g, 09 =L

h (X) = L, entonces:
Xo

Como una aplicacién, vamos a demostrar una propiedad que utilizaremos mas tarde, si
bien la demostracion no es imprescindible, pero se puede consultar en un libro de calculo.
Analicemos la siguiente situacion:

. senx _
Sea la funcion f(x) = —~ definida para todo valor de X, excepto para x = 0.

d i I i f(x)=li X
Queremos determinar el lim f(x)=lim "

Veamos:

Utilicemos una circunferencia de radio 1, (circunferencia unidad). Recordemos:

1
Area sector circular: A= E q r2

g = angulo q:[%%] r = radio

Area triangulo:

1
Azszh b =base y h =altura

FIGURA 25
Circunferenciaunidad
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Segun la figura:
Area (OAD ) < Area (OAC) < Area (OBC)

1
Area (OAD) = Eqr2 donde r =x entonces:

1
Area (OAD) = quz pero x= rcosq (r=1), luego:
X = cos ¢ , entonces:

q cos? q

1
Area (OAD) = > q coszq = 2

1
Area (OAC) = 5 X-Yy pero Xx=rcosq Yy y=rsenq luego:
1 sen g. cosq
Area (OAC) = > senq. cosq :T
1 2
Area (OBC) = > gr- pero r=1, entonces:
_ 9
Area (OBC) = P

Reemplazando en la desigualdad

2
gcos™ q c senq cosq £g
2 2 2

Dividimos la desigualdad por gcos g, entonces obtenemos:

cosq .. senq q
2 £ 2q 2qcosq multiplicamos por 2 toda la desigualdad, luego:
senq 1
cosq £ T £ E Aplicamos limite cuando q tienda a cero; entonces:

senq

lim cosq £ lim lim fitas:
q® 0 q® 0 4® 0 oS valorando los limites:

. senq
1£lim ——£1 por el teorema del emparedado =
q®o0 ¢ g
c
o
. senq _ . 2
lim —— =1 Asi queda demostrado el teorema S
g®0 q
o
o}
i)
\@©
)

........................................................



Es muy importante recordar este resultado, asi como otros dos, que se derivan de él,

como lo veremos posteriormente.

En resumen:

Para hallar directamente el limite de una funcién f cuando, podemos utilizar los siguientes

resultados:

Si a 'y b son dos nimeros reales cualesquiera:

fig,, @+ ) =ax,+b

Si ¢ es una constante:

lim c=c
X® Xo

Si )I(lgw)(o f(x) = 0, para todo real a, entonces:

fip,, (@09)=0

(6] si

=)
x

f(x) =0y g (x) es acotada en la vecindad de x_, reducida o no, entonces:
(o}

DX —

—

m, F() g()=0

x

Si )I(iénx fx) =0 y g(x): 0 en la vecindad de x,, reducida o no, entonces:
()

lim m:O
X® Xo g(x)
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Si )!l’(r[)nXo fx)=L y )|(I’ér|x0 g (X) = L, entonces:
lim, (@) g () =L L
Si )I(i(anO fx)=L vy )I(iénXD g(x) = L’, entonces:

lip,, (1099 09) =L L

Si yénx()f xX)=L vy )!%nx() g(x) =L, L’ 0entonces:

f(x) = L

lij =
XI{?pXo g(x) L'

Silim f(x) =L ya>0, entonces:
X® Xo
‘ f(x) — oL
)I<I(*£)n)<o a =a
Si !(l@wXO f(x) = L, L >0y n cualquier real
lig,, (Fey=L0

Si >|<'<r5nx°f (x) = L y se cumple que:

o bien L >0y n es un entero positivo cualquiera,

obienL | R ynesun entero positivo impar, entonces:

1., YTCI=4T

m e —glm, 1)

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

Hallemos el Iim  f(x) = lim (x2+2x- 1)
X® 3 X® 3
Podemos escribir, de acuerdo con las propiedades enunciadas anteriormente:
. 1 2 1) =i 2 4 - i
i, 100 ‘!('%3()( *2x-1) Qgs X +>|<'<g'3 2 )I(|(r@n31
Lo anterior por la propiedad 6. En forma mas explicita:
figaf 00 =0 - (0 + (g g2) - (o) - i1
Lo anterior por la propiedad 7. Efectuando:

)I('(r@n3f (x)=(3)(3)+2(3)-1=14 (propiedades 1y 2)

Ejemplo

I — 2x2+x+1
Hallemos el Lm, f(x)=lim =

De acuerdo con la propiedad 11, podemos escribir:

. o 2x2+x+1 _ . 2x2+x+1
lim f(x) =Ilim - - — = I|g1 - - -
X® 1 X® 1 X+3 X®1 X+3

De acuerdo con la propiedad 8, podemos escribir:

‘o 2
)I(|g11( 2X“ +x+1)

J(ig]l Foq) = )I(ig11 (x+3)
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De acuerdo con las propiedades 7 y 10

(g, 2-Clipy 0 * + figy x+lip, 2

1o g, <+, 3

De acuerdo con las propiedades 1y 2

2
!(I’%}l f(x)= ’%:E:l

2.2

indeterminadas

Cuando deseamos resolver un limite, lo que buscamos es que éste exista, pero veamos
este caso:

2

. X - ] .

%11 . Si lo resolvemos, al reemplazar la tendencia, obtenemos:
x-1

1°-1_0 " o
1-1 0 Una indeterminacion.

En el lenguaje matematico se le llama indeterminacion a formas como:

0 . a
0 a- a,;, a; 0°,1%  Estas indeterminacionees se pueden eliminar para algunas

funciones por métodos algebraicos, de los cuales la factorizacién y racionalizacion son los
mas utilizados para tal fin.

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

3 3
S (x+h)® - x
Calcular: )I(lg10 f
. L . (x+0)3-x3_0
Si sustituimos la tendencia, tenemos: T = 6

La idea es eliminar la indeterminacién.

Desarrollemos el producto notable:

. x33x2h +3xhz-x3
lim
h® o h

Simplificando:
_3x°h+3xh?
lim —

h® o h

Factorizando y simplificando:

h(3x2+ 3 )

lim
® o h

=lim (3x2+3xh)
h h®

o

Evaluando:

Igr(g 3x2 +3xh :3x2+3x(0) =3x2, luego
[0}
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Ejemplo

x3+2x2 - 4x-8
2 X-2

Calculemos el lim, f(x) = lim

Si intentasemos hacerlo como lo hicimos anteriormente, tomando el limite del cociente

de las funciones como el cociente de los limites de las funciones, nos veriamos en un

0
grave aprieto puesto que llegariamos a una forma indeterminada del tipo 0" Debemos

recurrir a otro método. Vamos por lo tanto a tratar de factorizar y simplificar:

3 2 2
. . X2+2x° - 4x -8 _ . (X“+4x +4) (x- 2)
>|<'g]2 f(x)_%]z X- 2 _J('g]z X- 2

De acuerdo con lo expuesto al comienzo de la seccion:

(X2 +Ax+4) (x-2)
!(I%]Z X-2

— 11 2

—)I(lgl2 (x +4x+4)
De acuerdo con la propiedad 6:

p Y 2 . p

L'Qz (%) _L'gz (x%) +>|<'{%]2 4x+!(|g|2 4

De acuerdo con las propiedades 10y 1:

. Y 2 — 92 —
lim, () =(fim, x)2 +12 = 22+12=16

Por lo tanto:

3 2
. e X®+2X°-4X-8 _
W 1=, —— 5 =

(er:1[J8I[e diferencial
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Veamos ahora situaciones donde la racionalizacién es el camino para eliminar la
indeterminacion.

Ejemplo

X-4

Hallemos el 1§, f(X)=lim, X2

Si tratamos de hallar directamente el limite de la funcién, cuando x tiende a 4, nos

0
enfrentamos a la forma indeterminada del tipo 0 Para levantar dicha indeterminacion,

utilizamos el artificio que ya hemos empleado varias veces: multiplicamos y dividimos

por ((x+2) :

De acuerdo con lo visto al comienzo de la seccién:
i, f00=lm, (Vx*2)
De acuerdo con las propiedades 6, 11y 2:

fp, 100 =lip, Jar2=4

Por esto:

lim f(x)=Iim =4
X® 4 X® 4
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Ejemplo

tan(x)

lim_ f(x)=lim
Hallemos el lim, (x) m o x

Podemos escribir:

tan (x) _&@sen (x) Ozl §_esen (x) oz 1 0
X cos (X) géx g & Xx g&cos (X) g
Por lo tanto:
i, f(x) =tim 20D oy PN 09 L9
x®0 X x® 0 X cos (X) g
De acuerdo con la propiedad de producto.
(x) wo £ 0
. . tan (x ®,. sen (xX) 0 ¢ +
li f(x) =Ilim = ¢l :
iy TO0 =], X gxgb X g élxi%\() cos (x) T
o

Como ya habiamos establecido:

sen (x) “1 y

x

Entonces:

im f(x) = I|g1

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

- gdl-cos(x) §
Hallemos Jit, g—T

X [}

Para levantar la indeterminacién, multiplicamos numerador y denominador por
(1+cos x).(conjugado del numerador)

) (1-cos (x) ) (1+cos)( x)) 1- cos? (x)

1- cos (x) m = lim
® 0 x (1+cos (x)) S x®0  x (1+cos (X))

lim
X® 0 X

=1
X

Recordemos que: senz(x) + cosz(x) =1b 1- cos? (x):sen2 (x)

Reemplacemos:

I 1-cos (x) — lim l-cosz(x) iy senz(x)

X8 X X8'0 X (1+cos (X)) X80 X (1+cos (X))
Como conocemos el limite:
- sen(x) _ - sen(x)
)I(Igno =1, nos conviene hacer aparecer la expresion N lo cual nos lleva a
escribir:
. 1- cos (X . 2esen (x)0ae sen (x) 0 _ . &sen(x) 0 . sen (X
I (9 _ jim 50 () ¢ (x) 0y ()8 o (x)
x®0 X xX®0 & x  ggl+cos(Xx)g X®0 X g X®0 1+ cos(x)

Como lim sen(x)=0; lim cos(x)=1; lim 1+cos(x) =1+ 1=2,entonces:
X® 0 X® 0 X® 0

. sen (x)
0 1+cos (x)
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Ejemplo

im N (5x)

I
Hallemos ,'&'( ﬁ_jsen 7x

Si lo reemplazamos directamente:

Iim sen (5x) _

0 . . .,
= — es indet er min acion.
x® 0 sen (7x) 0

Dividimos cada termino por x, luego:

im = (5%)

I aplicamos propiedad de limite de cociente
®0 7
X sen ‘ % )

. sen(5

sen (5)%) Iim ﬁ
J(glo '7XX = 2 Osen)z 7) En el numerador multiplicamos y dividimos

sen ( /) Il’(r@n0 == por 5y en denominador por 7

X
5 sen (5x)

lim L Reemplazamos 5x por h en el numerador y
x®0 - Tsen(7x) h por 7x en el denominador. Luego cuando

x®0  (7x) Xx®0, h® 0.
lim 5 sen (h) 5 Iim sen (h)
h® 0 h __heo h _5
lim 7 S€N (h) 7 1im sen( h) 7
h® 0 h h®0 h

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

lim,, Ja+rx - [ x-a

Al valorar directamente:

lim (Ja+x - Jx—a):Ja+¥-J¥-a:¥—¥

X® ¥
Para eliminar la indeterminacién, racionalizamos multiplicando y dividiendo por la
conjugada.
atx - X-a a+x +.4/x-a
lim (\/ (;/ ) E/‘/ ) / ) operando
atx +,4/x-a
X® ¥

o WEEE -

a+tx - X +a
= |j / \
(Jarx+xa] [Jarx+4x a)
X® ¥ X® ¥
. 2a L
lim = evaluando €l limite :
X®¥Ja+x +x-a
. 2a 2a 2a
lim = === =0
\/a+x+\/x-a \/¥+\/¥ ¥
X® ¥
Luego:
Ilim (4/a+x - Jx-a):O
X® ¥
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Demostrar, con base en la definicion, que las funciones propuestas tienden al limite

indicando cuando x tiende al valor dado.

: — I 2 —
1.)|(|%1_2f(x)—!(|@_2(x -x-6)=0
lim f(x)= lim. ——=2
2. x®6 ~ X6y
3. S f(x) =3x+7 ysi € esun real positivo dado, hallar el real positivo ¢ tal que:

si |f (x) - 10| < e entonces| x- 1| < d

a. Si e =01 b.S e=001y c¢ S e esunreal positivo tan pequefio
como queramos. ;Qué se puede concluir?

3

2x+1 3.

. i lim_f =lim
4. i JO)=lim_,— 5.1, TO0=, 55 D
i fO=lim 105X ljm SN2
6.\ - X2 7. x®0 sen 3x O
X+3 -2 . 1- cos X c )
g Im Y- 9. Mo “snx
X® 1 X-1X® 0 X® 0 sen x f—
i 1- cos X li X
10. W8 0 Y senx 115380 Cosx U)
) tan 2x . tan® (2x) I\ )
12.Jim, tan 5x 1338 o sen? x .
+2 li © -
14. |i - X 15
)l(l(g’lz 5e xg]l 2X3 +4x+5
. 5 tan? x im S & X4 [3x+4 0
| Stan” x = .
16. Xglo Ox sen X 17. Xg‘lo 28 .\/X+1'1 a
©
Demostrar: 2
c
) ) (O]
B0 B2 x- 20 8
18 X-1 = 19 X- 2 = -5
ip, €8T o-e in, €% =€
AU X® 1 o
S
(&)
e
$)
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| 23

infinito (¥)

En la unidad anterior tuvimos la oportunidad de ver qué sucedia con el término
enésimo de una sucesion cuando n era cada vez mayor, es decir, n tendia a infinito
( N® ¥). En esta ocasion, este conocimiento nos va a servir de punto de partida,
puesto que las sucesiones son un caso particular de funcién, entonces es posible
extender lo ya estudiado y en especial observar qué ocurre con ciertas funciones cuando

X toma valores tan grandes como queramos, 0 sea, cuando x tiende hacia el infinito.

2.3.1 Limite de unafuncién cuando x tiende a infinito (¥ )

Para abordar mas facilmente el tema, veamos primero un ejemplo concreto.

Tenemos que alzar ciertas cajas con conservas que estan en el piso y colocarles sobre
un estante; al hacerlo, efectuamos un trabajo constante de 90 julios. Pero este trabajo
constante lo podemos efectuar, por ejemplo, en un segundo, 0 en dos segundos, 0 en
diez segundos,.... Si lo efectuamos en 1 segundo, habremos desarrollado una potencia
& ljuio _ .0
P,= W/t, = 90 julios/1 segundo = 90 vatios, gm =lvatio ‘15 ; si lo efectuamos en
dos segundos, habremos desarrollado una potencia menor P= W/t,= 90 julios/2
segundos=45 vatios; si lo hacemos en diez segundos, la potencia desarrollada habra sido
de P, = W/t,= 90 julios/10 segundos = 9 vatios. ;Que ocurre a medida que gastamos mas
tiempo en efectuar nuestra labor? Para visualizarlo mejor, hagamos una tabla de valores

y obsevémosla:

t 1 2 5 10 100 1000 10000 100000 108 107

P 90 45 18 9 0.9 9102 9.10°3 9.10 * 9.10° 9.10°
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FIGURA 2.6
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vatios) necesaria para alzar 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1l?iempo
cajas con conservas en (segundos)
funciéndeltiempot

(segundos)

¢{Qué notamos?

Vemos, tanto a partir de la tabla de valores como de la figura 2.6, que a medida que
gastamos mas tiempo, o sea a medida que t crece, la potencia que desarrollamos, o sea P,
disminuye sensiblemnte, acercandose finalmente a 0 cuando t toma valores muy grandes.
Andalogamente a lo visto para las sucesiones, decimos entonces que P tiende a un limite

L= 0 cuando t tiende hacia el infinito.

Escribimos:

Antes de pasar a la definicion formal, veamos otro ejemplo:

(oF:\IdI|[eM diferencial



+2

Examinemos ahora el caso de una funcién como : f (X) = +3

Esta funcién esta definida para todos los valores de x, excepto para x +3 = 0. Su

domino de definicion es por lo tanto D = A - { - 3}. ¢Qué ocurre a medida que X crece?

Para visualizarlo mejor, hagamos una tabla de valores de x y de f(x) y examinémosla
detenidamente.

X 5 10 100 1000 10.000
f(x) 2.125 2.0769 2.0097 2.001 2.0001

¢ Qué observamos?

Vemos de la tabla anterior que, a medida que x crece, la funcién se va aproximando a
2, pero sin alcanzar a adquirir dicho valor. Analogamente a lo visto para las sucesiones,
decimos entonces que la funcién f tiende a un limite L= 2 cuando x tiende hacia el infinito.

Escribimos:

fmi mite f—t22=L=2
imite 100 =lipie §553775

Pasemos ahora a la definicién formal.
Definicién: limite de una funciéon cuando x tiende hacia infinito:

Decimos que una funcién f admite al namero real L por limite cuando x tiende hacia

el infinito, si y sdlo si, para todo nimero real € > 0 (tan pequefio como queramos) existe
un numero real A, tan grande como queramos, tal que:

|f (x) - L| < e siemprey cuando que x> A

y lo escribimos como:

)I(C%n¥f(x) =L (Ver figura 2.7)
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X
[ ” f(x) "
A 0 L-€ L L+E
FIGURA 2.7
Graéfico quellustra)(l|&1¥f(x) =L
v
L+ & + —— - - — — — - _— —
R ?_‘_ET_
L-& -
FIGURA 2.7A
x<
A
Ejemplo

Apliquemos dicha definicién al caso anterior, en el cual habiamos podido apreciar

intuitivamente como f(x) tendia hacia el limite L = 2 cuando x tendia hacia el infinito.

De acuerdo con la definicién, debemos hallar el nimero real A > 0 tal que, para todo

real € <0 secumple que:

|f (x) - L| < e siempre que x > A

1
f -L|l=—+2-2]|=
110 - L| ‘X+3+ ‘

1
X+3

a|_|a]

Si recordamos que b —ﬁ: podemos escribir:
O O !
x+3| |x+3| [x+3]

"xT D,si x>- 3 entonces x + 3>0b |x+3|=x+3y

(er:1[J8I[e diferencial
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1 1 1

|f(x)_l_|:|x+3|:x+3 x+3 °

Despejemos x:

1 1 1- 3e
<eb x+3>—=—pP x>—- 3=
X + e e e
Si tomamos
_1-3e . i
A= . Se cumple la condicién requerida

|f (x) - L|<esiempreque x > A

Podemos asegurar que efectivamente f(x) = X +3 + 2 tiende hacia el limite L=2

cuando x tiende hacia el infinito.

Ejemplo

2x+1
Sea f(X) = -1 ¢Qué ocurre cuando x aumenta indefinidamente? Veamos la tabla

de valores de x y de f(x)

X 5 10 50 100 1000

f(x) 2.75 2.333 2.061 2.030 2.003

Notamos que a medida que x crece indefinidamente, f(x) se acerca a 2.

2x+1
Demostremos que la funcion f(x) = -1 tiene por limite L= 2 cuando x tiende al

infinito.
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De acuerdo con la definicién, debemos hallar el real A > 0 tal que, para todo real € >0

( por pequefo que sea) se cumpla:

-3
|f(x)-L|—X_1

Despejemos la desigualdad:

- +
|f(x)-L|:i<eb 1 Ly 153 p x3E8
x-1 3 e e e

Tomemos:

+
A :¥ vemos que A=f (e)

se cumple la condicién requerida:

|f (x) - L| < esiempre que x > A

2x+1
Podemos asegurar que f(x)= X+l tiende hacia el limite L= 2 cuando x tiende al

infinito ¥ .

Hasta ahora hemos apreciado este fendmeno para funciones cuyas expresiones
analiticas conociamos y a partir de las cuales trazamos sus correspondientes gréficas.
Pero es bastante comln en la practica, hallar situaciones en las cuales se obtienen
datos experimentales a partir de los cuales se trazan las gréficas y se trata de determinar
las leyes que rigen el fendmeno. Lo mas interesante para nosotros en este momento, es
ver claramente cuan practico y tangible es el concepto de limite cuando la variable

tiende al infinito.

Por ello vemos a continuacion tres graficas de fenémenos en los cuales apreciamos
esta tendencia, no profundizamos en su estudio ya que las hallaremos en otras

asignaturas mas adelante.

En la figura 2.8, correspondiente a la grafica de calentamiento de un alimento gelificado,
vemos cdémo, a partir de un periodo de 80 minutos, la temperatura se estabiliza en

valor muy préxima a 120°c vy alli se mantiene.

(er:1[J8I[e diferencial
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En la figura 2.9, corresponde a la curva de produccion de &cido lactico incubado con un

, tras aproximadamente nueve horas, el porcentaje

, VEMOS COMo

determinaod cultivo a 43°C

de acido lactico se estabiliza en un nivel cercano al 1.4%.
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La figura 2.10, corresponde a la curva tipica del tiempo necesario para reducir los
microorganismos en un producto alimenticio a una temperatura dada, vemos como, a
partir de un periodo de aproximadamente 30 minutos, la fraccién del nimero de

microorganismos sobrevivientes se estabiliza en un nivel muy préximo a cero.

N/Nos

N= Numero de microorganismos sobrevivientes
No= Num?ro inicial de microprganismos en el producto

FIGURA 2.10

Curvatipicadel tiempo necesario

parareducirlos microorganismos

en un producto alimenticio, a una
temperatura dada (Baumgaktner ¢ (minutos)
J.G.y Herson A.C)

2.3.2 Limite de unafuncién cuando x tiende a menos infinito

1
Volvamos a la funcién estudiada inicialmente, f (X) = +3 *2 con dominio de definicion
D=" - { 3} ¢Qué ocurre a medida que x toma valores cada vez menores, tendientes

hacia menos infinito (- ¥ ) ?

Para visualizar mejor, hagamos una tabla de valores de x y de f(x) y examinémosla.

X -5 -10 - 100 - 1000 | - 10000

f(x) 15 1.8571 1.9897 1.9990 1.9999

¢ Qué observamos? Vemos a partir de la tabla de valores y de la figura 2.11 que a medida

gue x decrece y toma valores cada vez menores, la funcién f(x) se va aproximando a 2,

pero sin llegar a adquirir dicho valor. Decimos entonces que la funcién f(x) tiende al

limite L = 2 cuando x tiende hacia menos infinito.
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lim f(x) =2

lim f(x) =2 N\
P ZFH

FIGURA 2.11 1
Graficade f (x) = ——+2
X+

Escribimos:

2 <] 0
im  f(x)=lim &L +29-( =2
X® - ¥ X® - ¥ X+ g
Definicion

Decimos que una funcién f admite al namero real L por limite cuando x tiende hacia
menos infinito, siy solo si, para todo nimero real € > 0, tan pequefio como queramos,

existe un namero real A > 0 tal que:
|f (x) - L|<esiemprequex < - A y escribimos:

Iim f(x)=L Ver figura 2.12
lim x) ( g )

— W f(x)
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Ejemplo

Apliquemos inicialmente esta definicion al caso anterior, en el cual habiamos podido ver
intuitivamente como f (x) tendia hacia el limite L = 2 cuando x tendia hacia menos

infinito.

De acuerdo con la definicion, debemos hallar el nimero real A > 0 tal que para todo

real € >0 se cumpla que:

|f(x) - L|<T siemprequex <- A

a
Pero, si examinamos la expresion |f (x) - L| y recordamos que % :H
e 1 9_ 1 ] 1
|f(x)-L|_‘gm+23 2= x+3 | [x+3]

Puesto que si X < - 3, entonces x + 3 < 0, tendremos

| x+3|=- (x+3) y podemos escribir:
1 _ =16
|f(X)_L|_|x+3|_ §x+3a

Despejamos para x

~ N +
- <eUx+3<-1U x<-13e
X+3 e e
Si tomamos:
A _1+3e veamos que A=f (e)
e

Se cumple la condicion requerida:

|f (x)- L|<esiemprequex <-A

1
Podemos afirmar que efectivamente la funcidn definida por f(x)= X+3 +3+ 2 tiende hacia

el limite L = 2 cuando x tiende hacia menos infinito, (- ¥).
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Ejemplo

4x+1
Sea f la funcién definida por f(x)= % +1 ¢{Qué ocurre cuando x tiende a menos

infinito? Elaboremos una pequefa tabla de valores.
X -5 -10 -20 - 50 - 100 - 800

f(x) 2.1111 2.0526 2.0256 2.0101 2.0050 2.0006

Esta tabla nos muestra como a medida que x decrece indefinidamente, f(x) se acerca
a2

4x+1
Demostremos que la funcion f (X)= Sx+1 tiende al limite L =2 cuando X ® - ¥

De acuerdo con la definicion, debemos hallar el nimero real A > 0 tal que para todo
real € >0 se cumpla que:

|f (x) - L| <e siempre que x <- A

-1
2x+1

_ 1
| 2x+1]

como |f (x)- L|=

4x+1_ 5| =
2x+1

Ax+1- 4x- 2
2x+1

1. 1 1
|2x+1] ~ - (2x+1)  2x+1

1
Si X<-3 entonces|f (x)- L| =

~ +
- 1 <eU 2x+1<-£l:> x<-1—e
2x+1 e 2e
_l+e
Si tomamos T Toe SE cumple la condicién requerida

|f (x) - L|<e siempre que x <- A

_A4x+1

1 tiene como

Podemos afirmar que efectivamente la funcién definida por f(X)=——~

limite a L = 2 cuando x tiende hacia menos infinito (- ¥ ).
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Para cada una de las funciones propuestas (ejercicios 1 al 3) observar qué

ocurre cuando x toma valores cada vez mayores, mediante una tabla de valores.

Luego, a partir de la definicion de limite de una funcién demostrar que las
funciones tienden hacia el limite indicando en cada caso particular, cuando x

tiende al infinito.

B5x - 1 5
f (x : L=—=
1L T =370 3
3
2 f(X)=——; L=0
X5
1+7x 7
f(x)= : L =—
3. 1) =375 2

Hallar el valor de a y b tales que se cumpla que:

E

o:

Boy3_ w241y
lim £ (x) = lim 62X~ X" *X-1  +b)=0

2x2+x-l

Q

¢Para las funciones propuestas en los ejercicios 4 al 6, observar qué ocurre
cuando x toma valores que tienden a menos infinito ( - ¥ )?

191019

Luego, a partir de la definicién del limite de una funcion, demostrar que las
funciones tienden al limite indicado, cuando x tiende a menos infinito ( - ¥ ).

5x-1 ~ _ 5
HN+2’ 3

4, T(x)=

¢ ¢ SO

5. f(x):is; L=0
X

1+7x 7
f(x)= i L=—
6. 100 =35 2

(er:1[J8I[e diferencial
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2.3.3 Propiedades de los limites de las funciones cuando x tiende a infinito

Hemos visto como emplear la definicion del limite de una funcién para demostrar que la
funcion tiende a un limite L cuando x tiende hacia el infinito; sin embargo, a veces nos

puede resultar mas sencillo emplear, en vez de dicha definicion las siguientes propiedades:
1. Si el limite de una funcion f(x) es L cuando x tiende hacia infinito ( 0 menos infinito),

y el limite de la funcién g (x) es L’ cuando x tiende hacia infinito ( 0 menos infinito),

entonces:
a lipy (F0xg(Y=LxL

b. lim, f(x)g () =L L

¢. limy(k f (x)) =KL dondek

. f L .,
ot b s

2. Si el limite de la funcién f(x) es cero cuando x tiende hacia infinito ( 0 a menos

infinito), y si existe un intervalo [ A,a) o (- a, A] tal que, para todo real x

que pertenezca a ese intervalo, se cumplaque |g(x) | £] f (x)| , entonces la funcion
g tendera hacia cero cuando x tienda hacia infinito ( 0 menos infinito).

tiende a cero cuando

Q-0

x1
3. Para todo namero r > 0 la funcién f definida por f (X) = é—r
X

X tiende hacia infinito.

Escribimos:| /)y — =0
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Ejemplo

sen X
X

Sea g(x) = con dominio D = R- {0}

a. (Qué ocurre cuando x tiende hacia infinito (¥ ) ?

b. ;Qué ocurre cuando x tiende hacia menos infinito (- ¥ ) ?
Solucion

Para todo valor de x podemos escribir:

|senx|£1

Dividamos por |x| :

1
‘senx N
X X
. ] 1 sen X
Si denominamos:; f (x) = ;; g(x)= ~ entonces tendremos:
la(x) [£] f(x) ]|
a. Pero, dado que,: lim  f(x) =Ilim l—0 (propiedad 3)
. , que,: <oy X®+¥Y % prop

Podemos, de acuerdo con la propiedad 2 concluir:

lim x) =Ilim =0
X® +¥ g( ) X® +¥ X

. . 1 .
b. En forma similar, como lim  f(x) =lim — =0 (propiedad 3)
X® - ¥ X®-¥ X

Podemos, de acuerdo con la propiedad 2 concluir:
. . sen X
lim g(x) =lim =0
X® - ¥ X® - ¥ X

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

342 senx  5x-1
Sea h(x)= ;/F’— +

X X +2
a. Hallarel lim_ h(x)
X® ¥
b. Hallarel Iim = h(x)
X® - ¥

Solucioén

a. De acuerdo con lo visto en el ejemplo anterior:

lim senxzop”@ 3\/_2 sen X
X®¥  x X®¥  p X

=0 (propiedad 1.c)

De acuerdo con el ejercicio 1 de la autoevaluacion No. 2.1.

P
B xr2 3

Por consiguiente:

32 senx+5x-1§

p X 3x+1 p

_0+5_5
- 373 (prop. L.a.)

] o
gy h(x)=]igy é

b. En forma similar, de acuerdo con lo visto en el ejemplo anterior y el gjercicio 1 de la
autoevaluacion No. 2.2.

—— =0 (prop.1.c)

Por consiguiente:

] . @32 senx 5x-10
M h(x)—xlégr]¥§ X +3X+11+z

:0+§:
3

wl| o,

(prop.l.a)
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Ejemplo

1 o i
g(Xx)=————— condominioD=R - {0,
Sea 2x2 - 3x +

N | w
o<

a. ¢Qué ocure cuando x tiende a +¥ ?

b. ;Qué ocurre cuando x tiende a - ¥ ?

Solucién
Factoricemos inicialmente el denominador de g (x)

1 _ 1
2x2 - 3x  X(2x-3)

g (x)=
a. Si x® 2, (0Oseasi x1 [2 ¥ [) entonces 2x - 33 1, por consiguiente:

X(2x-3)3 X

Si tomamos los inversos, y no perdiendo de vista que estamos trabajando con cantidades

positivas:
1 Ip] 1 gt
Xx(2x-3) X X (2x- 3) X
Como el lim 1 0 3
WOy % (prop.3)
Concluimos, segun la propiedad 2 que:
1 . 1

i3, 900 =1ip -0

— = 1|im -
®¥ x(2x-3) XO¥ 52 o

b. Si x<-2(oseasixl |-¥-2] )Jentonces: 2x- 3£- 7

. . - . 1 .
Si tomamos los inversos y ademas multiplicamos los dos miembros por Pl teniendo en

cuenta que en este caso X es negativo:

(er:1[J8I[e diferencial
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1 1 1 -1
%-3 7 x(x-3) X

) 1 e 160 o
Como para X < - 2 las expresiones m y g x5 Son positivas:

1 .1

PR S 1
X (2x - 3) X

1 el
x(2x—3)‘ ‘ 7x

. el o _
Ahora, dado que (prop.3) M., ¢ — = = 0
e X g
Podremos afirmar (prop.l1.c): Iig} ge E géaei 9 =0
XO-¥& 7 géx g
Concluimos ( Prop.2)
. . 1
lim g(x) =lim —=
X® - ¥ X® - ¥ X(2X-3)
Ejemplo
5 3senx 1 30
f(x)= + D=R- {0 =
sea 007 7N i2p
<D( a. ¢Qué ocurre cuando x tiendea +¥ ?
% b. ;Qué ocurre cuando x tiendea - ¥ ?
e -
5 Solucién
5
=2 a. De acuerdo con lo visto en los ejemploa 1 y 3:
3 li g1 9 oOb i 0
im —_— = im —=
S x® ¥ é 2x% - 3 g X®¥ 2x2 - 3x (Prop. 1.c)
3
s}
. sen X . 3sen x
_8 lim =0P lim =0 ( Prop. 1.c)
[3) X® ¥ X X® ¥ X
k5
@)
()
©
e]
£
S
(&)
©
LL
® 182
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Concluimos:

lim ge 5 +C%senxg_o 5 L
LT rop. 1.a
X®¥  Gox2 . 3x X & (Prop. 1.2)

b. En forma analoga:

P 1 . 5

lim ——=0P lim — =0
X® - ¥ 2X2 - 3x X® - ¥ 2X2 - 3x ( PrOp. l.c. )
. Sen x _ . 3senx _
lim ~ =0p )I(lg\_¥ ~ =0 ( Prop.1.c.)
Concluimos:

Ejemplo

6x2 - 3x+3

Demostremos que la funcion T (X) = ~——5 . _ . tiene como limite L = 6 cuando x
Xc+x-1

tiene al infinito (¥ ). Esto equivale a demostrar que la funcién h (x) = | f(x)-L |
tiende a cero cuando x tiende al infinito. Examinemos esta nueva funcién h (x).

6x2-3x+3
2

_ B6x2-3x+3 - 6X2-6X+6 _ - 9X +9

h(x)=f(x)-L = > 5

6
+x-1 X

X +x-1 X< +x-1

¢ Qué vemos?

Primero para todo x3 1(oseax T [1,¥[)se cumple que:x?+x-13 x?

Tomamos los inversos y multiplicamos ambos miembros de la desigualdad por
| -9%x +9 |

-9x +9

x2+x-1

- 9x+9

%2

£ ‘

(er:1[J8I[e diferencial
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Recordemos que: |a+b| £ | a| + | b|, tendremos:

-9x +9
2

Xc+x-1

Puesto que estamos en el caso en el cual X3 1, entonces | 9x| =9x vy por lo tanto:

-9 + 9

x2+x-1

Simplificamos y reemplazamos:

" -9 +9 9x 9
x> L[ hof=]f0)- L= |5——|E—+—
X< +x-1 X X
Como:
1 ] a9 0o
lim —=0 _ b lim —=+=0 1.
X® ¥ X (Prop.3) X® ¥ gx 2 (Prop.1.c)
. 1 &9 0
lim —=0 b i =~ _ =0
X® ¥ 32 (Prop.3) im gxz = (Prop.1.c)
Con lo cual recibimos:
im 2+ 220
X® ¥ N X2!+3_ (Prop.1.a)
) _ 9 9
Denominamos por 9(X) = ~ +x_2 , tendremos:

|[h(x)|£] 9(x) | y como lim, 9()=0

Concluimos que:

gy MO0 = ligy (100 - L) =0
Por lo tanto:

Iim f(x) = L=6
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Hallar los limites de las funciones siguientes:

. Cuando x tiende al infinito.

Q

b. Cuando x tiende a menos infinito.

41+7x 8 Bx-1
1 h(X):— -
58 3+2x 5 w42
2 h(x)=>2NX 5 M
h.
4 1
h(x)= — - =
3 3x2 2

4. Demostrar, con base en las propiedades de los limites de las funciones
cuando x tiene a infinito, que:

121019

5x2
3x2 +2

iy 0O =4y =L=2

(Conviene demostrar que el)llén¥ fx = )!Iél& (hx)-L) =0)

WAL

(er:1[J8I[e diferencial
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| 2.4

que tienden a ¥
cuando x tiende a ¥

Hasta ahora s6lo hemos trabajado con funciones que tenian un limite cuando X
(variable) tendia a infinito; pero ese no es el Unico caso que podemos hallar. A veces
podemos observar que la funcion crece indefinidamente a medida que x crece (0

decrece), como el caso que estudiaremos a continuacion.

Partamos de un ejemplo concreto. Estamos produciendo jugo de mora a escala
industrial, para poder conservarlo durante mayor tiempo sin que sufra alteraciones y
de esta manera evitar las quejas, le agregamos uno de los agentes conservadores que
mas se utilizan en la manufactura de alimentos: benzoato de sodio, en concentracion
del orden del 1% en peso. El peso de benzoato de sodio que vamos a emplear es por lo
tanto funcion del peso total de jugo que estamos produciendo; lo podriamos calcular

por medio de la siguiente expresién:

f(x) =y =0.01x
Donde:
X = peso de jugo producido

f(x) = y = peso de benzoato de sodio requerido.
¢Qué ocurre a medida que x crece?

Hagamos una tabla de valores que nos permite observar mejor el fenémeno:

X 100 1000 10000 100000 10¢ 107 108 10°

f(x) 1 10 100 1000 10* 10° 108 | 107

¢{Qué notamos?

Que a medida que x crece, f(x) también lo hace. Decimos entonces que f(x) tiende al

infinito cuando x tiende al infinito. Escribimos:

lim f(x) ® ¥
X® ¥

® Facultad de Ciencias EERIEERCRN AL SSL:Y5)

........................................................



FIGURA 2.13

También podemos mirar la curva correspondiente al aumento de la poblacion colombiana
en funcion del tiempo (figura 2.13), alli apreciamos la misma tendencia, si no se presentara
cambio alguno en el ritmo de aumento de la poblacién, a medida que transcurriesen los

afos, la poblacion creceria sin limites, y podriamos escribir:

Poblacion colombiana, P, con
base enlos datos del censo de
1913y latasade crecimiento entre
los censos de 1964y 1973 en
funcion del tiempo t (afios)

50

40

30

20

10

h

P

Poblaci()ni

(millones dle habitantes)

1960

1 T
1970 1980

Desprendiéndonos ahora del sentido concreto de la

f(x) = 0.01 x (que nos sirvié de introduccién) observemos ahora qué ocurre a medida

gue x decrece sin limites.

mejor el fendmeno.

1990

2000

v

ecuacion del primer ejemplo

Hagamos entonces una tabla que nos permita visualizar

X - 100

fix) -1

- 10000

- 100

- 100000

- 1000

- 1000000

-10000

- 107

-10°

- 108

- 108

- 10100

- 10%

¢{Qué notamos?

187
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Que a medida de que x decrece, f(x) también lo hace. Decimos entonces que f(x) tiende a

menos infinito (- ¥) cuando x tiende a - ¥. Escribimos:

z = _¥
oy T

Podemos pasar ahora a la definicion formal.

2.4.1 Definiciones para cuando tanto la variable como la funcion tienden a
infinito 0 a menos infinito

1. Decimos que el limite de una funcién f (cuyo dominio de definicion es D) tiende al

infinito cuando x®¥ si:

"B>0 (porgrande quesea) $A >0 talque " xI D
f(x) >B siempre que x > A
Escribimos:
lim f(x) ® ¥ (Ver figura2.14)
X® ¥
L —
/ T~
~a
— X—» — f(X) —>
B e— — >
¥ 0 A ¥ ¥ 0 B ¥
X>A mmmmmmmmememm oo oo fx)>B
lim f(x) —»¥
X—b¥

FIGURA 2.14
Gréfico queilustra: lim f(x
q Jim (X)® ¥
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2. Decimos que el limite de una funcion f (que tenga D por dominio de definicion)

tiende a menos infinito ( - ¥ ) cuando X® ¥ | si:

"B>0 (porgrande quesea) $A >0 tal que " x1 D

f(X) <-B siempre que x > A

Escribimos:
)lién¥ f(x)= -¥ (Ver figura 2.15)
/f \'
— X — — f)—
—— —t—
¥ 0 A ¥ ¥ B 0

X>A -=mmmmmmmm - f(x) <-B

lim f(x) —» -¥

X —»¥

FIGURA 2.15 ,
Gréfico queilustra; )I('g'¥ f(x)® - ¥

3. Decimos que el limite de una funcion f tiende al infinito cuando *X® - ¥ si:

"B >0 (por grande que sea) $A >0 talque " x1 D

f(x) >B dempre que x <- A
Escribimos:

Iigl_ ¥ f(x)= -¥ (Ver figura 2.16)

X

(er:1[J8I[e diferencial
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— X — — ) —»
| | » | »
I I v I I v
-¥ A 0 ¥ -¥ 0 B ¥
X>-A-mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmo s f(x)>B
lim f(x) = ¥
X—p-¥
FIGURA 2.16
Gréafico queiilustra:
Iim f&x)
X® -

4. Decimos que el limite de una funcion f tiende a menos infinito ( - ¥ ) cuando
x® - ¥ gj:

"B >0 (por grande que sea) $A >0 tal que " xI D

f(X)< -B siempreque x<- A

Escribimos:

im _ f(x)= -%¥ (Ver figura 2.17)

T,

X — — f(x) —
| [l IQ | [l IQ
I I g T T »>
A0 ¥ -B 0 ¥
X>-A f(x) <-B
lim f(x) —-¥
X —p-¥
Fig. 2.12

FIGURA 2.17

Grafico que ilustra:

lim f(x)=® - ¥
X® - ¥
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Ejemplo

Volvamos a nuestro ejemplo inicial, donde f(x) = 0.01x y apliquemos la definicion formal.
De acuerdo con ella, para afirmar que )I(i(%n¥ f(x) = ¥ |, debemos hallar un real A > 0 tal

que:

"B>0 "xIR f(x)>B siempre que x> A

Analicemos la Ultima condicién:

fx) >B U 0.01x>B

B
H XS —
Despejemos X : 0.01

B
Si tomamos: A = ool =100B  vemos que se cumple la condicién requerida:

"B >0 f(x)>B siempre quex>A

En efecto podemos escribir:

)l(i& 0.01x=%¥

(er:1[J8I[e diferencial
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Ejemplo

Partiendo de la misma ecuacién y abstrayéndonos de su sentido fisico, habiamos visto

intuitivamente que: lim 0.01x® - ¥
X® - ¥

Apliquemos la definicidon formal. De acuerdo con ella, debemos hallar un namero real
positivo A tal que:

"B>0, f(x)<-B siempreque X<-A

Analicemos la condicion:

f(x)<-BU 00Lx<-Bb X<- > =-100B
0.01

Si tomamos A = 100B, vemos que se cumple la condicion requerida:
"B>0f (x)<- B siempreque X<-A
En efecto, podemos escribir:

lim_ 0.01lx® - ¥
X® - ¥
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En los ejercicios de 1 a 4, con base en las definiciones que acabamos de ver,

demostrar que las funciones que se proponen tienen los limites indicados:

1.1 2
)I(|(51¥ 10x“ ® ¥

: 2
2. Jin  10x° ® ¥

. 2
3. J(I%’I¥ 3-§x® - ¥

3

. 2
4. )I(lg\_¥ 3-Ex® ¥

5. Dada la funcion f(x) = x2 + 16 y un nimero real B > 0.

191019

a. Si B = 10° hallar dos reales positivos Ay A’ tales que:

f(x) > B siempre que x > A;  f(x) > B siempre que X<- A’

b. "5 por grande que sea, hallar dos reales positivos A y A’ tales que:

v ¢ SO

f(x) >B siempreque x> A; f(x) > B siempre que x<- A’

(er:1[J8I[e diferencial
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2.4.2 Propiedades de funciones que tienden a ¥ cuando x tiende a ¥ :

A veces resulta mas sencillo y corto emplear ciertas propiedades de las funciones que
tienden a ¥ cuando x tiende hacia ¥ , que aplicar las definiciones que acabamos de
estudiar.

¢ Cuales son dichas propiedades? Veamoslas:

. L, . -y . _ Lo ,
1. Silafuncion fes tal que !(lé)n¥f(x) (O)ll&f (X) =-¥), siexiste un nimero
real x, tal que, para todo namero real x del intervalo [XO, ¥ [ ( o respectivamente,

de ]- ¥, XO] ) secumplaque f(X) £ g (X), entonces:

lim, g (x)=¥ (olim , g (x) =-¥)

2. Silafuncion fes tal que lim, f(x)= - ¥ (respectivamente lim () ® - ¥)
y si existe un namero real x tal que, para todo elemento de [XO, ¥ [ (respectivamente

de ] ¥ ,Xo] ) se cumpla que f (X) 3 g (x), entonces:

lim ~g0q) = - ¥ Olim g(x) =+%)

3. Si a > 0, entonces

lim X2 = ¥
X® ¥
Si a es entero positivo

Siaespar; lim xa =¥
X® - ¥

Siaesimpar: Iim x® =- ¥
X® - ¥
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NOTAS

1. En forma mas sencilla y menos rigurosa, la propiedad 1 nos dice que:

Silafuncién ftiende a ¥ cuandoxtiendea ¥ (o- ¥ ) ysilafuncion g que analizamos

es mayor que f(x) en [xo ,a) 0 (-a,Xxg ]
Entonces la funcién g también tenderd a ¥ cuando x tiendea ¥ ( 0- ¥ ).

Por consiguiente, si sospechamos que una funcion g tiende a ¥ cuando x tiende a ¥
(0- ¥ )y queremos confirmar esta hipotesis sin emplear la definicion, s6lo tenemos que

hallar una funcion f tal que:
f(x) £ g(x) enun intervalo [X0,¥ [ o ] ¥, XO]

Jim, - (x) xX® - ¥ (o Jim, f( xX® - ¥)

Concluimos entonces que:

ligy 909 ® ¥  (respectivamente : lim  g(x) ® ¥)

2. En forma similar, la propiedad 2, nos dice que:
Si la funcién f tiende a - ¥ cuando x tiendea ¥ (0 -¥)

Si la funcién g que analizamos es menor f(x) en [XO,¥ [c') ] - ¥, XO]

Entonces la funcion g también tendera a-¥ cuando x tiendea ¥ (o0-¥)

Por consiguiente, si sospechamos que una funcién g tiende a- ¥ cuando x tiende a
¥ (0 -¥ ) yqueremos confirmar esta hipétesis sin emplear la definicion, s6lo tenemos

que hallar una funcion f tal que:

g(x) £ f(x)en [XO,¥ [é]-¥, XO]

Iim f(x) ® - ¥ 6 lim f(x) ® - ¥
lim, () (X®_¥ ) )

(er:1[J8I[e diferencial
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Concluimos entonces:

lim, 900 ®-¥ (@ lim, 900 @-¥)

Ejemplo

a. (Cudl es el limite de g(x) = 0.01 x + |senx|, cuando X® ¥ 2

b. ;Cuél es el limite de dicha funcién cuando X® - ¥ 2

Solucion

Para todo numero real x, sabemos que podemos escribir:
0£|senx|£1
Si sumamos el término 0.01x a cada miembro de la desigualdad :
0.01x £0.01x +|senx | £ 0.01x +1

a. Si tomamos f (x) = 0.01x. tendremos g(x) 3 f(X)

y puesto que: !(Ién¥ fx) = lim, 001 =¥

Podemos concluir, por la propiedad 1 que:

lim, 9(x) = 1i (0.01x +|senx|) =¥

m
X® ¥

b. Si tomamos h(x) = 0.01x + 1, tendremos g(x) £ h (X)
y puesto que:

lim , he) = lim 001x+ |1 ]|) = - ¥

Podremos concluir por la propiedad 2:

lim g(x) =lim £0.01x+|senx| =-¥
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Ejemplo

x2+x+3

o - ) =
cCual es el limite de 9(X) 1

a. Cuando x tiende a ¥ y b. cuando x tiende a - ¥

a.Six> 1 oseasi xI |L¥[bP x-1<x

tomamos los inversos

1
_>_
Xx-1 X

y puesto que en este caso: X2+ X + 3 > X2

Podremos escribir, multiplicando miembro a miembro estas dos desigualdades de

términos positivos.

x2+x+3 X
_ >

x-1 X

2

Simplifiquemos:

x2+x+3
-~ T >x

x-1

Si tomamos f (x) = x tendremos para x > 1, g(x) > f (x)
Y puesto que:

lim f(x) =lim x =¥
X® ¥ X® ¥

Podremos concluir, por la propiedad 1 que:

x2+x+3 _

iy 0005l T
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b. Si x < 1 osea si xI]-¥1]

Podremos escribir:

x2+x-2+5_x2+x+3_(x+2)(x-1) +5 _ 5
= = =X+2 +—
X-1 x-1 X-1 X-1
Entonces:
2
LX"‘?) <X+3
Xx-1

Si tomamos f(x) =x + 3, tendremos g (x) <f (x)

y puesto que: fx) = lim (x+3) ® - ¥
X® - ¥

Iim
X® - ¥
Podemos concluir, por la propiedad 2 que:

®x24+x+30

Ii =i ¢
oy 9Sy, oT s

A veces, sin embargo se puede presentar una pequefia complicacién, como aquella a
la que nos enfrentamos en la unidad de sucesiones: las formas indeterminadas.
Para salvar dicho obstaculo aplicaremos el mismo proceso empleado en la unidad de

sucesiones. Veamos un ejemplo.

Ejemplo

Sea f(x) =x° +§x3 - 2x2 - 7x+5

a. ¢Cudl es el limite de f(x) cuando X® ¥ 2

b. (Cual es el limite de f(x) cuando X® - ¥ ?

® Facultad de Ciencias EERIEERCRN AL SSL:Y5)
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a. Si recurriéramos al proceso corriente, tendriamos:

El limite de f (x), seria de la forma ¥ - ¥

¢Qué ocurre?
No podemos concluir nada. Un limite de laforma ( ¥ - ¥ ) corresponde precisamente
a una forma indeterminada, como lo vimos anteriormente. Para resolver dicho problema,

recurrimos al mismo proceso empleado en el caso de las sucesiones:

Factorizamos:

& 0
f(x):x5§1+i2_%_l4+i5i
4x X X X~ g
Puesto que:
& 0 & 0 & 0 &5 0
im g—32::nm g-%::nm g-%::ﬁm é%::o
XO¥ &axc g XO¥ g x5 5 X®¥ x* g XO¥ &y g
Podemos deducir que:
e 3 2 7 50
I 1+=- = .+ =z=1
g]¥§ 4x2 x3 x4 x5
<
Si recordamos que: %
9
. 5 3 S
lim, x°® ¥ (3)
S
o}
O
NG
)

........................................................



Podremos concluir

x
lim_ f(x) =i x5§1+i2-£3_l4+i5
4x X X X

I1-0:

=¥

Q

b. En forma similar, partiendo de la expresion ya factorizada para levantar la

indeterminacién, tendremos:

. . & 3 2 7 50
= - = - — + =7
im o PO =0y X gl ol 3 35S
Y como
® 0 & 0] 2 3] 0 &5 0
lim éii:nm -ij:h’m -lizl'm i::o
X® - ¥ 4x2b X® - ¥ XS,'a X® - ¥ X4b X® - ¥ XS,a
Entonces:
& 3 2 7 50
li 1+— - = .+ =2 i=1
xg‘-¥g ol B 8
Ahora: lim X =_¥ ,
X® - ¥
Podremos concluir que:
-3 0
m  f(x)=lim xS+ . 2. L, 5% _y
X® - ¥ X® - ¥ 4X2 X3 X4 X5 p

Observemos nuevamente este ejemplo mas de cerca. ;Qué notamos? La expresion

5 3.3

_& 2 0 N )
f(x) —g XT + ZX - 2x°- 7X+55 corresponde a un polinomio de grado 5. ;Cual fue

su limite cuando *® ¥ 2 El limite fue el equivalente del limite de su término de

mayor grado. Esta es una caracteristica muy atil de los limites de los polinomios, que
nos permite simplificar el proceso. O sea, el limite de un polinomio cuando *® ¥ gs
igual al limite de su término de mayor grado.
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Ejemplo

7x3 +8x2 +5x +3
2x2 +8x +3

Deseamos conocer el limite de la funcion f (X) =

a. Cuando x tiendea ¥ vy

b. Cuando x tiende a- ¥

Solucién

a. Siguiendo el proceso usual, hallariamos:

) ¥
lp, 100 =5

¥ . .
Desafortunadamente Y es una forma indeterminada. Pero de acuerdo con lo que

vimos anteriormente, el limite cuando x tiende al infinito de un polinomio, es el limite
de su término de mayor grado; el numerador es un polinomio de tercer grado por 7x%y
el denominador es uno de segundo grado para 2x?, por lo tanto podremos escribir que:

3
lim  f(x)=lim 2=
X® ¥ X®¥ 2

Simplificamos:

7
lim f(x)=lim —=x=¥
X® ¥ xX®¥ 2

b. Hacemos algo similar cuando x tiende a - ¥

En efecto:
3
im  f(x)=lim 2
xX® ¥ X®¥ oy2
<
. - . o
Simplificamos, puesto que si ®-¥ entonces X! 0 S
) g
Iim f(x)=lim — x=-¥ o
x®-¥( ) X® - ¥2
o
o}
i)
\@©
)
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Ejemplo

Veamos otro ejemplo en el que intervengan esta vez radicales. Determinemos el limite,
cuando x tiende a ¥ de:

f(x)=,x+1- «/x-l

De acuerdo con el proceso usual, tendremos:

limy, T 00 = Jim, (VX+1- fx-1) = ¥ - ¥

Nos hallamos entonces frente a una forma indeterminada. ;Qué podemos hacer? Lo

mismo que hicimos con las sucesiones, multiplicar y dividir por la expresion,

(1/ Xx+1 + 1/ X- 1) por consiguiente:

Por lo tanto:

iy T =gy, L 1\//)>(<+11)+(://i+1 +/x1)

Efectuamos las operaciones indicadas y simplificamos:

} +1-x+1 , 2
lim f(x)= ——m = X%
X® ¥

x+1 +1/x-1 X

Y concluimos:

Q@¥f(x): !(l@¥( X+1 - x-l):O
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Antes de pasar a la autoevaluacién veamos un Gltimo ejemplo, aparentemente mas

complicado, pero también con radical.

Ejemplo
F(x)= 2x-5
Determinemos el limite de B (3244

a. Cuando x tiende a- ¥

b. Cuando x tiende a- ¥

a. De acuerdo con el proceso usual, tendremos.
. ¥
lim f(x)=—
X® ¥ ¥
Nos hallamos frente a una forma indeterminada. ;Qué hacer?

Vamos a dividir el numerador y el denominador de nuestra expresién racional por X,

teniendo en cuenta que, en este caso, cuando x tiende a infinito, es positivo. Podremos

decir que x = 1/ x2

Obtendrémos entonces:

2.2 2.2
lim  f(x)=Ilim = lim X

X X
X® ¥ X® ¥ ’3X2+4 X® ¥ 3+i
—_— \‘ 2
2 X
‘\lX

(obviamentex * 0)

Por lo tanto, dado que iy <

(er:1[J8I[e diferencial
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- 2.3
im0 =lm 25 o2 %3
X® ¥

b. Busquemos ahora cual es el limite de f(x) cuando x tiende a - ¥ . Como lo acabamos
de hacer, dividimos tanto el numerador como el denominador de nuestra expresion
por x; sin embargo, en este caso, estamos consideranto valores negativos de X; nos
facilitara el manejo de la expresién un cambio de variable, esto es, x = - t, entonces

si x tiende a - ¥ , l6gicoquet ® ¥ . Hagamoslo:

- 2t- 0. _2 -2J3
o 2t-5 2-5/t _ -2 _-2,3
X

, x-5 .
f(x)=lim |, ———— = lim  ——2=|im ==
By X&) ¥ [32ia ©% [a2+4 ©% 32 3 3

] ] 23
lim_, 00 =i, x5 _-2_ 23

X® - ¥ ¥ [22., 43 3
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Hallar el limite de las siguientes funciones:
a. Cuando x tiende a infinito
b. Cuando x tiende a menos infinito

5x2+2x +1

1L9(x)=——

2.9(X) =x(3+senx)

E

34 x4 +1

3. 9(x) =

4f(x):%x ~5x43

121019

(631

X)) =x-2x3-8

o

f (x) :1/3+2x- 5x 2

3 5 3
f(x)==x- =x
7. f(x) 2573

G'¢ SO

6x3+2x-1

f(x)=
8. <21

(er:1[J8I[e diferencial
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La funcion tiende a infinito  cuando x tiende a X

_r
(x-1)2

funcion f esta definida para todo valor de x, excepto para x,=1, D=R - {1} (Dominio:

Tomemos inicialmente la funcion definida porf (x) = , como podemos verlo, la

reales menos uno)

¢ Qué ocurre cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, o sea por valores menores?
¢Qué ocurre cuando x se aproxima a 1 por la derecha, o sea por valores mayores?.

Hagamos una tabla de valores para observar mejor este fenémeno.

X 0.5 0.75 0.8 0.9 0.95 0.995 0.9995 0.99995
f(x) 28 112 175 700 2800 280000 | 2.8x107 & 2.8x10°
: 1 i : H
i U IR B S
i I Lo :
i I o i
SRR, WO SN SN SN S
e S R N
: NG .
a F—t—+—+—F+ «x o
7 6 5 -4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 7 o
FIGURA 2.18 5
Gréfica para ".g
f(x)=

(x-1)?
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¢Qué observamos a partir de la tabla de valores y de la figura 2.18?
Vemos que a medida que x se acerca por la izquierda ( o0 sea por valores menores)al, f
(x) toma valores cada vez mayores y crece sin limite. Decimos entonces que f(x) tiende

hacia infinito cuando x tiende a uno por valores menores, y escribimos:

Iim_  f(x) =¥
X®1

Examinemos ahora lo que ocurre cuando x se aproxima a uno por la derecha, o sea

por valores mayores.
X 2 1.5 1.25 1.2 1.1 1.05 1.005 1.0005 1.00005

f(x) 7 28 112 175 700 2800 280000 | 2.8x107 | 2.8x 10°

¢Qué observamos a partir de la tabla de valores y de la figura 2.18.
Vemos que a medida que x se acerca por la derecha, o sea por valores mayores a 1, f(x)
toma valores cada vez mayores, y crece sin limites. Decimos entonces que f(x) tiende
a infinito (¥ ) , cuando x tiende a 1 por valores mayores y escribimos:

i ® ¥

ipe F00)

En resumen, la funcién que estamos analizando tiende al infinito, bien por la derecha

o bien por la izquierda entonces decimos que la funcién tiende al infinito.

i =i =i ® ¥
)|(I£11_ f(x) )!I(g]l_,_ f(x) )I(énl f(x)

Definicién

Sea f una funcién definida en una vecindad de xo, reducida o no. Decimos que f(x) tiende

hacia al infinito (¥ ) cuando x tiende a xo, si para B > 0 ( por grande que sea) existe un

d>0 tal que f(x) > B para |x- Xo|<d . Escribimos:

lim f(x)® ¥

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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También suele escribirse: !(l’@xo f(x)= ¥  (verse figura 2.19)

A
“«— X —» — X)) —»
=7, X3 X, X406 Z - 3 o«
IX =X <@ e e fx) - B
lirn *(x)—» 2
X=X
FIGURA 2.19
llustra: )l(l(grlo f(x)® ¥
7

Volvamos a nuestra funcion | (X) = 2 ; demostremos que lim f(x) =¥
(x-1) X® 1

(recordemos que f (1) no existe).

Para todo B > 0, por grande que sea, debemos hallar un ¢ tal que

sif (x) >B entonces |x-1|<d,d>0
7 . , 7

f(x)=z=—=>BU (x-1)“ <—

(x) 5 (x-1)% <3

(x-1)

Recordemos las propiedades de los valores absolutos:

~ 7
f BU -1 —
(x) > | x |<’B

7
Si tomamos d= 1/ B Se cumplira la condicién requerida, y f (x) > B. Por tanto,
podemos decir:

|)I(r81 f(x)=¥

<
(]
c
(<]
S
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=
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2.5.1 Lafuncién tiende a menos infinito ( - ¥ ) cuando x tiende a Xo.

-7

Tomemos la funcién definida por 9 (X = x-12

Como podemos verlo, la funcién g

esta definida para todo valor de x, excepto paraXo=1. D=R - {1}

¢{Qué ocurre cuando x se aproxima a 1 por la izquierda ( x® 1" ) ? Hagamos

nuevamente una pequefia tabla de valores.

X 0 0.5 0.75 0.8 0.9 0.95 0.995 0.9995 | 0.99995

f(x) -7 -28 - 112 | - 175 - 700 - 2800 | - 280000 | -2.8x107 - 2.8 x 10°

FIGURA 2.20
Representacion grafica para

g (x) =
(x-1)2
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Vemos que a medida que x tiende a 1 por laizquierda ( x ® 1" ), g (X) toma valores cada

vez menores, y decrece sin limtes. Decimos entonces que g (x) tiende hacia menos

infinito ( - ¥ ) cuando x tiende hacia 1 por la izquierda, y escribimos:
)I(l(r@nl_ g(x) ® - ¥

¢Qué ocurre cuando x se aproxima a 1 por la derecha ( x® 1" ) ? Hacemos una

pequefiatad a de vd ares
X 2 15 1.25 1.2 1.1 1.05 1.005 = 1.0005 = 1.00005
fx) -7 -28 |-112 | - 175 | -700 -2800  -280000 | -2.8x107 - 2.8 x 10°

¢Qué observamos a partir de la tabla de valores y de la figura 2.20?
Vemos que a medida que X tiende a 1 por la derecha ( x ® 1" ), g (x) toma valores

cada vez menores, y decrece sin limite. Decimos entonces que g (x) tiende hacia

menos infinito (- ¥ ) cuando x tiende hacia 1 por la derecha, y escribimos:

)l((%11+ g(X)® - ¥

En resumen:

lim- 9e=lim, g0) = lim, g9 ®-¥

Definicién

Sea f una funcién definida en una vecindad de Xo, reducida o no. Decimos que f (x) tiende
hacia menos infinito (- ¥ ) cuando x tiende a xo, si para todo B > 0, por grande que sea,

existe un d >0, tal que si f(x) < - B entonces . Escribimos:

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©

lim f(X)® -¥ ( Figura 2.21)
X® Xo

........................................................



)
—X— q_'{)(‘} 1
-r) )(:.'-25 Xy X1 & x o4 -B D 3
IX-% | <§ =mmmmmmmmmmeem e memeeee e e e een(x) <-B
limf{x)— - =
X—> X,

FIGURA 2.21
llustra: !(I%l xof (X)®-¥

Ejemplo

7

Volvamos a nuestra funcisn  9(X) = (x. 12 demostremos que lim  g(x) ® - ¥

(recordemos que g (1) no existe).

Para todo B > 0, por grande que sea, debemos hallar un ¢ >0 tal que si g (X) entonces

|x-1|<d.

Do _ -7 2 _ 71
XID g(x)=———<-Bb (x-1)°<—
(x-1)2 B

Recordemos las propiedades de los valores absolutos:

7
“Bb |x-1 J—
g(x) < |x-1| < S

, 7
Tomamos d= B y asi se cumplira la condicién requeriday g (x) < - B, por lo tanto,

podemos concluir que:

lim g(x)® - ¥
X® 1
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2.6
unilaterales

Para conceptualizar los limites unilaterales, analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Vemos nuevamente un ejemplo que nos facilite entender los conceptos. Nuestra fabrica
produce diariamente de 500 a 1000 kilogramos de un producto dado, permitiéndonos
obtener una ganacia « y » dependiente de la cantidad de producto vendido « X »;, la
ganancia se puede expresar en funcion de x como: y = 20x - 1000 (unidades monetarias)
si 500.< x <1000 (kg). Pero, cuando tenemos una demanda superior a 1000kg, tenemos
gue contratar otro turno de trabajo de noche, lo que eleva los costos y nos permite
obtener ganancias del orden de : y = 20x - 3000, si 1000 < x < 1500.

¢Como podriamos representar graficamente las ganancias: «y» en funcion de la cantidad
de producto vendido x?

¢ Cual es nuestra ganancia cuando logramos vender exactamente 1000 kg del producto?,
(cuando vendamos 999 kg? y ¢si vendieramos 1001 kg?; ;qué se observa?. ;A partir de

cuando nos conviene contratar otro turno?

1. Si500 < x <1000, y=20x - 1000. (Ecuacion de la recta que pase por los puntos
(500, 9000) y (1000, 19000). Figura 2.22.

Si 1000 < x < 1500, y = 20x - 3000. (Ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1100,
19000) y (1500, 27000)). Figura 2.22.

2. Analicemos lo que ocurre. Si logramos vender exactamente 1000 kg. de mercancia,

tendremos una ganancia de:

Yoo = (20) (1000) - 1000 = 19000 unidades monetarias.

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©

Si vendemos 990 kg. de mercancia, tendremos una ganancia de
Y009y = (20) (999) - 1000 = 18980 unidades monetaria

........................................................
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En cambio, mientras nos aproximamos a los 1000 kg de mercancia vendida, pero por
valores mayores, tales como 1001 kg, nuestra ganancia serda distinta, aiin menor, debido
a la necesidad de contratar el turno nocturno, y las ganancias se iran aproximando a
17000 unidades monetarias, tendera a 17000. Diremos que cuando la cantidad de
mercancia vendida tiende a 1000 kg, pero por valores mayores, (0 sea, por derecha. lo

gue simbolizamos por 1000 * ) las ganancias tienden a 17000, escribiremos:

lim = 17000
x®'1000" 7

Como bien lo vemos, los dos limites son distintos, tanto que nos resulta mas rentable
vender 999 kg de mercancia que 1001 kg., puesto que estos dos kilos de mas no alcanzan
a compensar el costo del turno nocturno. Sélo nos conviene contratar un turno de noche,
cuando estemos seguros de vender mas de 1100 kg. de mercancia diaria (puesto que:

Yiooo = Y1100 = 19000, y a partir de 1100 kg. las ganancias superaran las obtenidas con el
turno normal).

Definicidn: limite unilateral por la izquierda

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto ( a, xo). Decimos que limite de f (x)
cuando x tiende a xo por la izquierda es L y escribimos:

lip,, 109=L

Si para cualquier e >0 (no importa lo pequefio que sea), podemos hallar un d>0 tal
que:

|f(x)- L|<e entonces 0<xo - x<d;d>0

L recibe el nombre de limite unilateral por la izquierda o limite por la izquierda. (Figura
2.23).
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(<X X<) mmmmmmmmccmmmmccme— e [x)=L1<§&
limf(x) - L
X=X,

FIGURA 2.23
llustra: !(I@ X f(x)=L

Definicion: limite unilateral por la derecha

Sea f una funcidn definida en un intervalo abierto (xo, b). decimos que el limite de f (x)
cuando x tiende a xo por la derecha es L', y escribimos:

Si para cualquier € > 0 ( no importa lo pequefio que sea), podemos hallar un d >0 tal
que:

si [f(x)-L'| <e entoncesO<x - xo<d; d>0

L’ recibe el nombre de limite unilateral por la derecha o limite por la derecha (figura
2.24)

Debemos tener bien claro que como lo vimos en el ejemplo anterior, el limite por la
izquierda de f(x) cuando x tiende a xo no ha de ser necesariamente igual al limite por la
derecha f(x) cuando x tiende a Xo.

Las propiedades relativas a las operaciones algebraicas sobre los limites son validas

para los limites por la derecha o por la izquierda, sélo tendremos que remplazar

X® xo por X® xo¥ 6 x® xo~ Segun el caso.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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«Xx—> + fX) =
- X; Ko - L-¢ L' L+E @
Q< X=X, < § mmmmmmmmcccmcccmec——— e a——— )1 <&
lim x} - L'
X—PX.

FIGURA 2.24

lustra: lim , f (x)=L
X® Xgq

Ejemplo
Jemp 1

Demostremos que en efecto, lim _ y = 19000
X ® 1000
st 500< x < 1000; y=20x - 1000

Paratodo € >0 debemos hallar un d >0 tal que:

si | y-1900q <e entonces 0 < 1000- x < d
Pero a su vez:
| v - 19004 =|20x - 1000- 19009 = | 20x- 2000

Factorizamos:

| y- 19009 = 20| x- 1004

Si:

<
o
c
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S
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=
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| v - 1900 = 20| x- 1000| <e
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Podemos despejar | X- 1000|:
|x- 1000| < =
20

Pero, para valores de x menores que 1000, |x- 1000| = 1000 - x

Por lo tanto, tendremos:

0<1000 - X < —
20

e
Si tomamos d = >0 'S¢ cumplira la condicion requerida, para todo € > 0 , puesto que

si |y-19000 < e entonces 0 <1000- x <d  podremos afirmar que:

Iim . y=19000
x® 1000

Prodriamos demostrar en una forma similar que >|<iéa5r]1000+ y = 17000, pero aplicando

esta vez la definicion de limite por la derecha.
En nuestro ejemplo:

lim _ f(x)?! lim f(x
X® 1000 (x) X® 1000 (x)

¢Pero qué ocurriria si ambos limites fuesen iguales?
Si para una funcién f dada, definida en un intervalo,

f(xX) =L,

Iim _f(x) = Iim
X® Xg X ®

+
Xo

entonces el limite de f(x) cuando x tiende a Xo, existe, y ademas:

009 =L

1. 1 1 1 H .
Ahora si: ilcgllooo' f(x) |)I( f (x) , podemos concluir que:

1000"

!(lg1 1000f(x) no existe

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Esto significa que si los limites unilaterales en un punto no son iguales, el limite en
dicho pundo no existe.

Ejemplo

Tomemos la funcién f (x) definida por:

IO Ll

a. ¢Cual es su grafica?

. A i . T n
b. ¢(Cudl es el limite: )I(léno. f(x)7
c. (Cudl es el limite: I)!%l ot f(x)?

d. ¢Cual es el limite: !(ig10 f(x) (si existe)?

>

X
f (0, _1) =
‘©
FIGURA 2.25 &
Representacion grafica de o
lafunciéon "_é

f(x) |x| sxtO0

-1s x=0

........................................................
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a. Examinemos inicialmente el caso en el cual x > 0. En este caso

|x| =, por lo tanto, sixT ]0,¥ ], f(x) =x

Pasemos luego al caso en el cual x < 0. En este caso |x| =- X, por lo tanto si
X1 ]0,¥],f(x)=-x

Finalmente, si x =0, f (X) = -1, por la definicién de la funcion.

Tracemos la gréfica de la funcion, figura 2.30.

Pasemos ahora al estudio de los limites:

b. %no' ) :J(icrgno' (=x) =0

Puesto que cuando x tiende a cero, por la izquierda,la funcién toma valores muy préximos
a cero, pero positivos.

c.lim, f(x) = lim_, x=0
lim ) Jim

Puesto que cuando x tiende a cero por la derecha, la funciéon toma valores muy préximos

a cero, pero positivos.
d. ;Qué notamos?
)I(l(gno_ f(x)= XI|®rn0+ fx)=0

De acuerdo con lo que acabamos de ver, el limite de la funcion f(x) cuando x tiende a
cero existira y ademas:

fip, 100 =0

Vemos que a pesar de ello:

)I(l'(g10 f(x) + f(0)



Ejemplo

h(x) = lim . X @ - ¥
X ®

Demostremos que:
2 x-2

im .
X ® 2
Puesto que el dominio de la funcion es D = R - {2 }. De acuerdo con la definicion,
debemos, para todo namero real B, por grande que sea, hallar un real d>0, tal que si

h(x) < - B entonces 0< Xo- x <d .

Analicemos:

h (x)<- B 0 3X2<-B

X -
Multipliguemos por x = 2, no olvidando que es una cantidad negativa:

h(x)<-BU 3x>- B(x-2) P x (3+B) >2B

Dividamos por 3 + B > 0 y luego restemosle 2.

> 2B b x-25 2B _op 28-6—ZB<X_2
B 3+B 3+B
Entonces:
x-2>——U 2-x<
3+B 3+B
6

Tomemos como d = 3+B asi se cumple las condiciones requeridas:

"B>0si h(x)<- B entonces0<x - xo<d

Concluimos que en efecto:

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©

) . 3
iy hO)=lm 5 E® -¥

........................................................



Ejemplo

® ¥

Demostramos que: 1M ,+ h(x) =lim . 2

Demostrémoslo. Puesto que el dominio de la funcibn es D =R - {2 }. De acuerdo con la
definicion, debemos, para todo real B > 0, por grande que sea, hallar un nimero real

d >0, tal que si h (x) > B entonces 0<X- Xo<d .

Examinemos la condicién:

h(x)>B0

3X >B
2

Recordemos que x =2 >0, multipliquemos por esta cantidad y despejemos a X.

>BP 3x>B(x-2)P x(3-B)>- 2BP Xx<- B siB>3
X- 2 3-B
Restemos 2 a cada miembro de la desigualdad.
- . - 2B+
X < ZBUx< 28Dx-2< 2B _2:28 2B+6
3-B B-3 B-3 B-3
X-2<
6

Tomamos ‘gT3 como ¢ y asi cumpliremos con la condicién requerida, puesto que:

"B>0si h(x)>BbP 0<x- xo<d

Concluimos que en efecto:

lim _+ h(x) =

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Ejemplo

Hallar si existen:

2
. o X<-3x+2
s "B ST
2
. . X<-3x+2
b lim .+ h(x) =lim .+ ——"°%
X s T AN S
2
. Yy X<-3x+2
c. s NOO=lgs x2- 2% -15

Vemos ante todo que h (X) es una expresion racional, cociente de dos polinomios;

denominemos el polinomio del numerador por f (X) y el del denominador por g (X);

f(x)
. h =
tendremos: N (X) 9(x)
] . f
a. Necesitamos hallar el M 5- N (x) =5 lim,- 9((§;

Ocupémonos inicialmente del lim  f (X)

Puesto que las reglas referentes a las operaciones algebréicas sobre los limites cuando

X ® Xo siguen siendo validas cuando X ® X, ocuando X ® X podemos escribir:

lim x)=(lim x)2-3 (lim x)+1im (x)2 =52 - 3(5)+2 =12
lim . g(x) = (lim x)2- 3 (lim x)+ lim (x) (5)

A continuacion calculemos el limite de g(x) cuando x ® 5™ .

Vemos que g (x) = x? - 2x - 15 es factorizable en:

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©

gX)=x>=-2x=-15=(x=5)(x+3)

........................................................



Lo que nos permite escribir:

_g(x):le'rgs_(x-S)(x+3):)l(|'%15_(x-5). )|(i (x-3)

lim m _
X ®5 ®5

Por lo tanto, si hallamos el producto de los limites, notando sobre todo que cuando x se
acerca a 5 por la izquierda ( como 4,9...,4.99) la diferencia ( x - 5) se acercara a cero (0)
por valores negativos ( como - 0.1..., - 0.0...), lo que representamos por Oy podremos
escribir:

lim_. g(x)=(0)(8)=0

5

Volvamos ahora a nuestra expresion racional h (x), cuyo limite queremos determinar
cuando x tiende hacia 5; vemos que el numerador f (x) tiende hacia 8 en tanto que el
denominador g (x) tiende hacia 0 ; por consiguiente y de acuerdo con la propiedad 3,
vista anteriormente; podremos asegurar que:

f(x)_l,m x2-3x+2®

Iinés_ h(x) = lim =1 5 - ¥
X cos 9 os x%-2x-15
b. Deseamos hallar;
2 _
im . h(x) = tim e O =i * 2
X ®5 Xx®5  g(x) x®5 2 oy 15

En forma similar al proceso anterior, calculamos el limite cuando x ® 5" del numerador
f(x).

. (s 2 P ‘ —=2 —
lim .+ f(x)—(!(|%5+ x)? - 3(IX|r85+ x)+)|(|ré15+ 2=5%- 3(5) +2=12

Calculemos el limite cuando x @ 5* del denominador g(x) = x2 -2x -15

x2 -2x -15=(x-5) (x+3); lim + ((x-5) (x+3)) = lim

lim © 8 lim L (x+3)

5
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Vemos que cuando x se acerca a5 por la derecha (como 5,1..., 5.01...) la diferencia
(x-5) se acercard a cero (0) por valores positivos ( cuando 0.1..., 0.01...), lo que

representamos por 0%, y que nos permite escribir:

lim., g(x)=(0")(12)=0

Volvamos ahora a nuestra expresion racional h (x) cuyo limite queremos determinar
cuando x tiende hacia 5°: vemos que el numerador f(x) tiende hacia 12 en tanto que el

denominador tiende hacia 0: por lo tanto, de acuerdo con la propiedad 1, podremos
asegurar que:

2
-3+
f(x) _ .. . x2 3x 2®¥
X -2x-15

imgr hOO =lig g+

c. Queremos hallar lim h (x) Pero vemos que:
)|(Ig15_ h(x)?* !(i@ 5+ h(x)

Solo podemos concluir que el !(l’%wS h (x) no existe.

Ejemplo

Dada la funcion h (x) = tan x, hallar, si existe:

a. lim__.- h(x b. lim_, .t h(x c. lim .+ h(x
x® &0 ) x® &9 ) x® &9 )
&2 2 25

Por conveniencia, podemos expresar la funcion h(x) = tan x como el cociente de dos (2)

funciones que quizas conocemos mejor, seno de X y coseno de X. Podemos entonces
escribir:

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©

f(x) _ senx

h(x) =tan x = g(x) ~ cosx

........................................................



a. Deseamos conocer

) L f(x)
B (o2 MO =M o 500

=J oy

sen X

COs X

Para refrescar la memoria, ubiquémonos en el circulo trigonométrico (figura 2.26). Alli
vemos que, cuando x tiende a (p/2) =, nos estamos acercando a (p/2) por la izquierda,

estamos en el primer cuadrante, el sen x tiende hacia 1, mientras el cos x tiende hacia

0 por valores positivos; por lo tanto:

f(x) = lerB (p/2) senx =1

Regresamos a nuestra funcion racional h (x) = tan x cuyo numerador tiende hacia 1

cuando x tiende hacia (p/2) ", en tanto que su denominador tiende hacia 0* cuando x

tiende hacia(p/2) ", podremos decir que:

f(x)_Ii sen X
g(x) X8 (pr2) TCosx

|
|
|
‘ |
X
5
g

® ¥

M pr2y M= 0y

| 1er Cuadrante

|0<senx<1
| 0<coax<s
|
|
% |
|
FIGURA 2.26 005 X 0

Circulo trigonométrico con
énfasis en el primer cuadrante
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|
|
|
|
2do Cuadrants |
0<senx<1 |
-1<cosx <0 I
|

|

1

|

X

=

—CO5 X—»

¢— SPAIX —m8p

FIGURA 2.27

Circulo trigonométrico con
énfasis en el segundo
cuadrante

b. Deseamos conocer.

Ubiquémonos de nuevo en el circulo trigonométrico ( figura 2.27). Vemos que a medida
que x tiende a (p/2)* por la derecha f(x)= sen x tiende a 1 y g(x) se aproxima a cero (0)

por valores negativos (puesto que estamos en el segundo cuadrante, y cos x < 0); por lo
tanto:

Regresamos a nuestra funcion racional h (x) = tanx cuyo numerador tiende hacia 1
cuando x tiende hacia (p/2)" , en tanto que su denominador tiende hacia 0" cuando x

tiende hacia (p/2)*, podremos concluir que:

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©



. 1 1
c. Puesto que !(Iné] (02 (tan x) ';”é,]) (/2)"

el limite de tan x cuando x tiende a p/2 no existe, (J(igl(pIZ) tan X, no existe ).

(tan x ), podremos concluir que

Recordemos rapidamente al gréfica de la funcion h (x) = tan x ( figura 2.28)

4

lim tan x—«

x—{1/z)

-1t/z

lim tan x—
x—( L)'

1

FIGURA 2.28

ki, 2.2
Paray =tan x 9 #

Vemos que en efecto, cuando x tiende a p/2 por la izquieda una rama de la curva
asciende indefinidamente, en tanto que cuando x tiende hacia p/2 por la derecha, una

rama de la curva desciende indefinidamente.
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1. Para la funcién cuya gréfica se representa a continuacion (figura 2.29) hallar

en caso de que existan , los siguientes limites:

f(x)
A
7__
6__
5__
4__
3T 6—
FIGURA 2.29 27 *
Gréfica para la
funcion del L7
problema 1 A A T N N N N NN NN N (R N SR N
| | | | | | | | | | | | | | | 'X
1 2 3 ¢ 5 & 7 8 9 ¢ 1" (12 13 14 15 m
hl
=
a. !(Iéns_ f(x) b. !(l(rén3+ f(x) il
c. legsf(x) d. )!%115 f(x) 5.
e lim. f(x) f. lim f(x) m
g lim. f(x) h. lim . f (x) !\)
i )!l'@gnef(x) j |I’<g'|9 f(x) m
k. XI®m9+f(x) | )I(l@gngf(x)
m !(l(r@nll_f(x) n )I(l@r)nff(x)

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©




0. >|<'<r5n11f(x) p. )!l@r)nm_ f(x)

qg. )|(I£114+f(x) r. | f(x)

@3

14

En los ejercicios 2 a 9, hallar los limites indicados a continuacién (si existen)

im (x-4) (x-3) )
2. 38 —|x- 4| 3. lim_+ 4/ x-5

. x2- ax- 21
4. X%~|3+ |1X+3|

5. Sea f (x) la funcion definida en la siguiente forma:

-3 8 x<0
f(x)= 0 s x=0
4s x >0

Trazar una grafica y hallar, si existen, lim _f(x lim , f(x lim f(x
g y ] !X®O-()1 X®O+(), X®0()

En los ejercicios del 6 al 9, hallar los limites indicados, si existen:

. X+9 ) 3+, [3x- 12

6. xgg |x+9| 7. x@f X+5

. X+7
Iim

8. i - x2 9. x®-7
B X NAX N )2

Xx- 3 3C0s 2X
; X0=- 3 h(x)=———;xo0=-p/2
x2_9 11. h(x) COS X P

10. M) =

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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+5
= . =- h(x) =
12. h(x) 1 13. h(x)

14. ;Cuales seran los limites, cuando X® Xo (si existe) de:

f(x)
D fe+9() ; i) f(x) . gX); iii) a(x)
a. )I(l'r(g ‘0 f(x) =5; !(l'rg X6 g(x) ® ¥
b. )I(ir(g Xof x) =5; )I(ir(g X gx) =0
. )I(l’r(g Xof x) ®¥ ; )|(I’%’1 Xog x) ®¥
d. lim Xof(x) =0; lim v (x)=7
e*, )|(I’%1 ‘6 fX)® ¥ ; )I(l'rg Xog X® - ¥
. )I(l’r(g X f(x) =0; )!ig X gx) =0

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©



Asintotas verticales y horizontales

Es muy comun el que tengamos que trazar gréaficas de las funciones con las que

trabajamos, para ello recurrimos a puntos que calculamos y resumimos en una tabla de
valores, pero ademas de ello hay algo que puede facilitar nuestra labor, como es el saber
si presenta o né asintotas, las cuales pueden ser verticales, horizontales u oblicuas.

Veamos qué son.

2.7.1 Asintotas verticales

Ejemplo 4

=l

Examinemos por ejemplo la gréfica para la funcion f(x) = 1/x (figura 2.30) la cual esta

definida para todos los valores de x, excepto parax =0. D=R -{0}.

Ay

lim f(x)—»¥ 1,
x—»1

x=1
Asintota vertical

FIGURA 2.30 !
Grafica para la funcién

1
f(x)=—
X
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¢{Qué notamos?

. 1
Vemos que la curva corespondiente a f(X)=; se acerca cada vez mas a la recta de

ecuacion x = 0, sin llegar jamas a intersectarla. Decimos que X = 0 es una asintota

vertical para la curvay = 1/x.

Vemos ademas que:

| -£® ¥ I -£® ¥
xmgrD o X ) y x|m® o X
Ejemplo
2
7

Recordemos la grafica para la funcién f(x)= —(x 12 gue esta definida para todos los

valores de x, excepto parax=1. D=R -{1} (Ver en la figura 2.31).

4 Y

lim f(x)}—»¥ |

Xx—1

]

x=1
+— , .
Asintota vertical

FIGURA 2.31
Grafica para la funcién

f(x)=

<
o
c
(<]
S
(]
=
©

(x-1)2

........................................................



¢{Qué notamos?

_ 7
fF(x) = W se acerca a la recta de ecuacion

x =1, sin llegar jamas a intersectarla. Decimos que x = 1 es una asintota vertical de la

Vemos que la curva correspondiente a

7

y S —_
curva (x-12 "

Vemos ademas que:

Iim _ Lz®¥ y lim %®¥
X®1 (X-l) X®1 (X-l)

Definicién: asintota vertical

Decimos que la recta x = % es una asintota vertical de la gréafica de la funcion f si se

verifica alguna o algunas de las condiciones siguientes:

a. lim f(x)® ¥ b. im ; f(xX)® -¥

o

c.lim . f(x)® ¥ d.
X ® xO

En el ejemplo 1 ya visto, la recta x = 0 era una asintota vertical porque satisfacia las

. . 1 . 1 - .
condiciones: (a) y (d); I|r)r(1® 0; ™ ®¥ vy )l(lrg% 0 " ® - ¥ . Asimismo, en el ejemplo
2, la recta x = 1 era una asintota vertical porque satisfacia las condiciones (a) y (c):

7 7

im . —— ®¥ im , —— ®¥
X®1 (x-1)2 y X®1 (X-1)2

Es frecuente hallar asintotas verticales del tipo x = xo cuando la funcién no estéa definida
para X = », en el primer ejemplo, la funcién f no estaba definida para %= 0; en el
segundo ejemplo, la funcién no estaba definida para xo = 1.
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2.7.2 Asintotas horizontales

Ejemplo

Examinemos nuevamente la grafica de la funcién f (x) = 1/x (figura 2.32)

» X
1

Asintota horizontal
y=0

— Asintota vertical
x=0

FIGURA 2.32
Grafica para la funcién
1

f(x)==
X

¢{Qué notamos?

Vemos que la curva correspondiente a f (X) = 1/x se acerca cada vez mas a la recta de

ecuacion y = 0, sin llegar e intersectarla jamas. Decimos que y = 0 es una asintota
horizontal para la curva y = 1/x.

<
(]
c
(<]
S
(]
=
©




VVemos ademas que:

Ejemplo

_ 7
Recordemos la grafica de la funcidén f (X)‘(X ] 1)2 . (figura 2.33)

T/

> X
FIGURA 2.33 y=0 _  Xx=1 _
Gréfica para la funcion Asintota horizontal Asintota vertical
f(x)=
(x-1)°

¢{Qué notamos?

7

(x-1) 2 se acerca cada vez mas a la recta

Vemos que la curva correspondiente a F(x)=

de ecuacion y = 0, sin llegar a intersectarla jamas. Decimos que y = 0 es una asintota

7

- y -
horizontal de la curva (x-1)2 .
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Vemos ademas que:

7 7
lim —=0 lim =0
X®©- ¥ (y 1)2 y X®¥  (x.1)2

Definiciéon: asintota horizontal

Decimos que la recta y = ¢ es una asintota horizontal de la gréfica de la funcion f si
se verifica alguna o algunas de las condiciones siguientes:

En el ejemplo 1 ya visto, la recta y = 0 era una asintota horizontal porque satisfacia
ambas condiciones:

. 1_
=0 y x“(r[)n- ¥ ;_0

Iim

1
X®¥ X

En el ejemplo 2, la recta y = 0 era una asintota horizontal porque satisfacia ambas

condiciones:
. 7 . 7
x“@-¥ (X_1)2_0 y !(In(%¥ (X_]_)z_o
Ejemplo
_ 5 o f(x):-x2+2x+11
Examinemos la funcion definida por: —2x2— Ix- 6
a. (Para qué valores de x esta definida f (x) ?
b. Hallar los siguientes limites:
<
. . . . . ‘0
)|(I%1_ ¥ 0 >|<”é9 ¥ f0; >|<'r<r§-1' 69 §
£
) ) S
Iim , f(x) )!Ié)n - f(x); )|(I%1 5" f(x)

........................................................



c. ¢(Hay asintotas verticales? ;Horizontales? ;Cuales?
d. Trazar la gréafica de la funcién (x).

a. Tratemos de factorizar el denominador de la funcion f(x):

-x2 $2x+11 _ -x22x+11
2x2-4x-6 2(x+1)(x-3)

f(x) =

Vemos que la funcion f (x) estara por lo tanto definida para todos los valores de x excepto
parax=-1y Xx=3. D=R -{-1,3}

b. Calculemos los limites indicados:

) -x242x+11 S1+2/x+11/ X2 1
lim :2—:I|m —2:_ il
x®- ¥ 2x%-4x-6 X®-¥ o 4/x-6/x 2
) -x242x+11 -1+2/x+11/ x? 1
lim :2—:I|m —2:- =
x® ¥ 2x%- 4x- 6 ® ¥ 2-4/x - 6/x 2
L2
i o o XPAx+Il 8 © v
X® -1 2(x+1) (x-3) 2(07 ) (- 4)
- x2 42x+
lim ., =X rax+il 8 ®- ¥
XxX® -1 2(x+1) (x-3)  2(0%)(- 4)
L2
“,% i _ X +2x +11 _ 8 ® - ¥
X® 3 2(x+1) (x-3) 2(4)(07)
-x242x+11 8 © v

3" = oD (x-3) 2(4)(0%)

c. De lo anterior, podemos ver que hay una asintota horizontal:

-1 uesto que lim f(x)= 1 lim
= Z,IO quelim = 2,y A
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También hay dos asintotas verticales:
x = -1, puesto que lig _-f(x) = ¥y lim +f) = - ¥ y

= i = - ¥ i = ¥
X = 3, puesto que !(n@ . f(x) Y len®’1 + f(x)

3

Dichas asintotas las apreciamos mejor en la siguiente figura (figura 3.34).

[ 2y I
I |
I8 EL
15 =8
- % [
| 8 ol
| § £
]
I <
' ™
I 1l 1 I
| X x|
| | >
— | | —
y = - % Asintota horizontal ' I
| |
| |
[ I
[ I
| |
FIGURA 2.34 | '
Gréfica para la funcién I |
[ I
- x2 +2x +11 '
f(x)=—5—
2X" - 4x- 6
2
Tabla de valores para la funcién  f (x)= 2+l
%% 4x-6
X -10 -5 -2 -1.5 -1.1 -0.9 -0.6 -0.3 1 2 2.6
f(x) -0.47  -0.38 03 128 926 -1075 -328  -223  -15 -1.8 -3.27
X 2.8 2.9 3.1 3.2 3.5 4 5 10

diferencial

f(x)  -5.76 | -10.62 | 9.25 426 @ 1.28 0.3 -0.17 -0.44




Podemos establecer una generalizacion con la siguiente definicion.

Definicién: asintota oblicua

Si para una curva dada, existe una recta tal que, como un punto sobre la curva se aleja
indefinidamente del origen, la distancia del punto a la recta decrece continuamente y se

aproxima a cero, entonces la recta recibe el nombre de asintota de la curva.

Ya hemos visto las asintotas horizontales y verticales, pero es posible una asintota

oblicua. Veamos un ejemplo.

Asintota oblicua:

x2 +1

Consideremos la funcion f(x)=

El dominio de la funcién, obviamente,esD =R -{0}

Sin embargo, si hacemos la division la funcién la podemos expresar como f(x) = x+1/x.
Si hacemos que X ® ¥ | vemos que la funcion va a tomar valores préximos a X, puesto
que 1/x tiende a cero (0); lo mismo sucede si X® - ¥ por lo tanto, la rectay = x es una
asintota oblicua, bisectriz del primer y tercer cuadrante, también, la curva presenta

una asintota vertical de ecuacion x = 0. La grafica la presentamos en la figura 2.35.

/
” \
/ Asintota oblicua
7/ =
/ y=x
> X
Asintota vertical

x=0

FIGURA 2.35
Grafica para la funcién

x2 +1

f(x)=

X
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En los ejercicios del 1 al 5, hallar las asintotas verticales y horizontales para las
funciones que se dan:

X- 3 1
h(x) = = 4x+3- =
1. 2.9 2. h(x) =4x+3 ~
4+x2 _ 3cos2x
3. h(x)=3—— 4. h(xX)=————
3 1- x
h(x) =—|x
5. 1) 4| | 1+3x

Justificandolo:

En los ejercicios del 10 al 13, determinar las asintotas tanto verticales,
horizontales y si es posible en algin caso las oblicuas. Con lo anterior trazar
las graficas correspondientes.

2 2
X< +5 X< +2x+1
h(x) = h(x)= —— =
6. h(x)=—— 7. h(x) = ==
5
h(x) =——
8. h(x)=-—

=

101019
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2.8

nuidad

Antes de definir formalmente lo que es una funcién continua en un punto X = X,

volvamos a algunos de los ejemplos ya vistos, para ver intuitivamente el concepto.

Cuando hablamos de los limites unilaterales, habiamos estudiados el caso de una

fabrica cuya ganancia podia expresarse como:

20x - 1000 si 500 < x < 1000
f(x)

20x - 3000 si 1000 < x < 1500

Examinemos la grafica (figura 2.37)
¢Qué ocurre en x, = 1000?

f (1000) = 19000

. 1 ; _
>|<'%11000' f(x)1 19000 y )!I(%’I 1000 f (x) = 17000
Entonces:

lim f(x) >!'<r@nlooo+ fx) p >I(Ir£1000 (X) no existe

Decimos entonces que la funcién f (x) es discontinua en el punto x, = 1000. (f (1000) si
existe, pero Ixng 1000 f (X) no existe).

Pensemos en otro caso visto anteriormente, el de la funcién definida por:

|x| s xt 0
f)€C )l -1 si x=0

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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20x - 1000 si 500 < x < 1000
£ (x) =

20x - 3000 si 1000 < x < 1500

xV

FIGURA 2.37 1.0
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|x|si x 1 0

f(x) -1 si x=0
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0? Porunaparte:f(0)=-1y

Examinemos la gréafica (figura 2.37). ;Qué ocurre en x

lim, f()=0

otra

Entonces:

f(x)

Ee

\—

—_

f(0) ¢

=0.

Decimos entonces que la funcidn f ( x ) es discontinua en el punto x

correspondiente a la funcion definida para

Recordemos otro ejemplo ya visto,

=2.

que existe para todos los valores de x, excepto para X

(- 1(x- 2)
(x-2)

f(x)

Primero examinemos la grafica (Figura 2.38)

5. Decimos entonces que

f(x)

"

|
X

Por una parte f (2) no esta definida. Por otra parte

{Qué ocurreenx =27

(3x- 1(x - 2)
(x-2)

FIGURA 2.38
Gréafica para

f(x)

AdvNnN -elsluabu| 8 seoiseq

=2

la funcién f (x) es discontinua en el punto x

seloual) ap  pelnoe

<
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2.8.1 Definicion: funcion continua en un punto

Decimos que la funcion fes continua en el punto x si y sélo si, se cumple simultaneamente
que:

1. f(x,) existe 2. !(I%lxo f (X) = existe 3. Ingrgxof(x)=f(x())

X

Si no se cumple con estas tres condiciones, decimos que la funcién f es discontinua en el
punto x,.

Asi por ejemplo la funcién definida por:

{ 20x - 1000 si 500 < x < 1000
f(x

20x - 3000 si 1000 < x < 1500

era discontinua en el punto Xy = 1000 porque no existia elxlci)n}ooo f (x) condicion 2.

La funcion definida por:

{|x|si X 1 0
— .|

era discontinua en el punto Xg = 0 porque el )I(l’(gwxc}‘ (x) 1t f(xg ), condicion 2.

(X-1) (x-2)

La funcion definida por f(x) = (x-2) era discontinua en el punto xg= 2,

porque f ( 2) no existia, condicion 1.
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2.8.2 Propiedades de las funciones continuas

1. Sify g son dos funciones continuas en x, entonces:

a. f+gescontinuaen Xg
b. f-gescontinuaen Xg
c. af +bgescontinuaen xg (ay b dos reales cualesquiera)

d. f. gescontinuaen Xg

e. flgescontinuaen xgsig(xg)?1l 0

2. Si f es una funcion continua en x= x_, entonces las funciones definidas por

[f(x)].+/|f (x)] ya . f(x)=af (x) son continas en x,.

Ejemplo

2

X-3"'

Tomemos la funcion definida por h ( x ) = definida para todo ndmero real

exceptox=3. D=R {3}
¢ Sera continua dicha funcion en x, =1? ¢ Por qué?

Podemos considerar esta funcién h como una expresién racional proveniente del
cociente de dos polinomios:

x2-1 _ f(x)

NCO=3TE T o)

D=R-{3}

Examinemos por aparte afy a g.

¢ Sera continua f en x = 1?

1. f(l)existe; f(1)=0

2. lim f()=f(1)=0

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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La funcion f definida por f (x) = x2- 1 es continua enx, = 1; porque cumple las condiciones
para serlo.

¢Sera continuag en x, =17
1.9 (1) existe; g(1)=-2

m
®1

2 g =9g@)=-2

|
X
Por lo tanto, la funcion g definida por g (x) = x = 3 es continua en x = 1.

Por consiguiente, puesto que tanto f como g son continuas en X, = 1, y puesto que
g (x,) * 0, podemos concluir que la funcion definida por:

f(x) _x%-1

h(x) = también sera continua en x_= 1, y ademas:
g(x) x-3 °

x2-1

i - -0 _
i, —5 =h@W=—5=0

Ejemplo
Tomemos la funcién definida por u (x) = 3| x| COSX + 4/ x2 +1 definida para todo
ndmero real. D = R.

¢ Sera continua dicha funciéon en x = 0? ¢Por qué?

Podemos escribir:

u)=3f().gx +h(x)

Donde:
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f(x)=|x|;g(x) = cosx 'y h(x):,[x2+1
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Analicemos inicialmente f ;Sera continua en x = 0?
f(x) =|x|
f(0)=0; lim f(x)=f(0)=0

Por lo tanto la funcién f (x) = |x| es continua en x, = 0. Pasemos ahora a analizar a
g: ¢ Sera continua en x,= 0?

g (X) = cos x
1.9 (0) existe; g((0)=1
2. IiglO g (X) =g (0) =1. por lo tanto, la funcién g definida por g (x) = cos x es continua
X

en Xg=0.

Veamos finalmente h (x). ¢Sera continua en x, = 0?

h(x) =4 x2+1
1. h (0) existe; h(0) =1

2. )I(iéno h(x) = h (0) =1. Por lo tanto, la funcién h definida por es h(x) = A X2 +1

continuaen Xg =0

Las tres funciones. f, g y h son continuas en Xy = 0; por lo tanto, el producto de dos de
ellas, f y g, también sera continuo en X = 0; dicho producto multiplicado por una
constante, seguira siendo continua en X =0, y la suma de la funcién resultante y de

h sera continua en Xq .

Por consiguiente la funcién definida por u (x) = 3|x| cos x + |/x?+1 sera una

funcion continuaen x5 =0y:

lim 3| x| cos x +x2+1=3(0) 1+1 =1

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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1. Para la funcion cuya grafica se presenta en la figura 2.39 decidir, obviamente
dado una razén matematica, si la funcion es continua o discontinua en x = 3,

X=4,Xx=5x=6,x=9 yx=11.

b 1 1 | 1 1 1 1 1 1 | 1
e e et anb e N PTTTITT . It
sfbd AN e T e
S ity : P . [TI
3--——-.9__L ------ ...... _______ ....... Qo
AR R T N Lo b (|)
2T =-=-r A T —
e i o
d 1 | 1 ' | 1 1 1 1 | 1
| | | [ | [ | | [ | | | | | > X —
| L L T L L e L L B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 < )
I

FIGURA 2.39
Gréfica para la
funcioén del ejercicio 2.8

8¢ SO

En los ejercicios del 2 al 8 indicar si las funciones que se presentan son continuas
o discontinuas en los puntos especificados ( x,), dado la razén matematica para

ello. Utilice las graficas y resultados de las autoevaluaciones 2.8 'y 2.9.

X-3

;X0 =- 3; X'o=3
x2—9

2. h(x) =

3. h(x) =-5x+3+ X—lz; Xo=0; Xo=1
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4. h(x) = ;Xg=0
cos 2X 3p p
h(x)=3——; Xg=p/2; Xg=—]; X"=—; xX"=0
5. h(x) s X 0=p 075 >
- X+5
h(x) = ; Xp=-3/2
6. h(x) 2x+3 0

7.h(x)=senx; Xg =0

X(x-1),

h(x) = :
g. h(x) xoD) 2

Xg=-1

Con base en las propiedades de las funciones continuas, decidir si las siguientes funciones son continuas

0 no en los puntos X indicados; en cada caso dé la razén o las razones matematicas.

7-X
h(x)=——;xg =1
9. h(x) a2 X0

10. h(x) =4|x|+x%+3; xq =0

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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2.8.3 Continuidad en un intervalo

Tomemos un ejemplo. Partamos de la funcién definida por f (x) = 2x + 1 cuya gréfica
mostramos en la figura 2.40 y definida para todo real; entonces: ;Qué observamos en

el intervalo ]0,2[’? ( Recordemos que ] [ significa intervalo abierto)

FIGURA 2.40
Gréfica parala
funcion f(x) =2x+1enel

intervalo ] 0, 2[

Observamos que para dibujar la grafica no necesitamos levantar el lapiz, es decir, no
presenta ningun salto. La funcién esta definida en todos los puntos del intervalo,
como vemos la gréfica la logramos deslizando continuamente el lapiz. Intuitivamente

tenemos el concepto de una funcién continua en el intervalo.

Definicidn: decimos que una funcion es continua en un intervalo si lo es para cada
punto del intervalo.

Como ejemplo, demostremos que la funcién definida por f (x) = 2x + 1, es continua en
el conjunto de los reales.

1." xol R, f(xo) exigte; f (Xo) = 2xo+1
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2.7 Xol R, Jim 1 (x)=f(x)
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Como se cumplen las tres condiciones necesarias para que la funcion sea continua,
entonces la funcion f (x) = 2x + 1 definida para todo real, sera continua en el conjunto

de los reales.

Sabemos que las funciones polinémicas, la funcién cos (x ), la funcién sen (x), la funcion

valor absoluto de x son continuas para todos los reales.

Ejemplos

¢ En qué intervalos son continuas las siguientes funciones?

=

f(x) :3x6+2x3-5x2+%x- p

f(x) = (2x+3)2+-L

X

N

3. 7x2+8x

f =
3. f(x) e

-3 senx+5|x|

Analicemos cada caso.
1 f(x)= 3xB+2x3- 5x2+:—13x- p

Nos hallamos ante una funcién polinémica f definida para todos los reales y continua

en el conjunto de los reales.

Por tanto podriamos tomar el intervalo ] ¥, ¥ [

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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5 () =(2/x +3)2 + L

Tx

Nos hallamos ante una funcién f que serd definida para todo real tal que x > 0. La

funcién f es continua en todo su dominio y por lo tanto el intervalo sera ]0,¥ [

2x3- 7x2+8x

aE

3 f(x)= - 3 senx +5|x|

En forma similar, la funcién f seré continua para todo real positivo. Podriamos tomar
el intervalo ]0,¥ [

xS-l
x-1

4. f(x)=

La funcién racional f cociente de dos expresiones polinébmicas sera continua en su
domino de definicion, y por lo tanto en todo intervalo que no contenga a x = 1,
podriamos tomar el intervalo |-¥,1[ U |1 ¥][.

En este caso en particular, si definieramos la funcién en 1 como :

x3-1 ; (x-1) (x2+x+1) i 2

1‘(1):)I(|%1l 1 =lim, 1 lm ~ x +x+1=3

entonces tendriamos una nueva funcién continua. Cuando se presenta asi, decimos
gue la discontinuidad es removible. Debemos tener presente que no todas las
discontinuidades son removibles.
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2.8.4 Continuidad por la derecha o por la izquierda

Tomemos por ejemplo la funcion definida por f (x) =4/ 1- x2 . Sabemos que f sélo
estadgfindacuand1l- x> 0. Osea, -1 <x <1; sudominio de definicién es por lo
tanto D = [ 1, 1] ; vemos ademas que:

)!|®m_ o f(x)=0 y que

La funcion f (x) es entonces continua en el intervalo abierto ] 1 1[. No es continua ni

enXx =1, nien Xo=-1, puesto que ni lim f(x), ni lim f(x) existen.
0 ’ 0 » P q X® -1 ()1 X® l+ ()

Pero se puede extender el concepto de continuidad para incluir x, = -1 y x =1, los

puntos extremos del intervalo. ;Como?

Veamoslo.

1. Decimos que la funcion f es continua por la derecha de x_ , si y sélo si, se cumple
simultaneamente que:

f(x,) = Existay
b. lim  f(x) = Exista
X® - X

c. Iim f(x)=f(xo)
X ® x0

2. Decimos que la funcion f es continua por la izquierda de x, , si y solo si, se cumple

simultaneamente que:

a. f(x,)= Exista

b. le’%lx- f (x) = Exista
[0}

C. |I'%’l - f(x) = f(xo0)

X X
(0]

3. Decimos que una funcién que tiene un dominio que incluye el intervalo cerrado
[a,b] es continua en [a,b] , si y sélo si es continua en el intervalo abierto |a,b| y

si es continua por la derecha de a y continua por la izquierda de b.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Ejemplo

Volvamos a nuestra funcion definida por f(x) = 1[1- x2 , que tiene por dominio de

definicion el intervalo cerrado [— 1, 1] y que es continua en el intervalo abierto ] 1 1[.

Podemos ver que:

1. fescontinua por la derecha de x, = - 1, puesto que:
a. f(-1) =0
b. )I(%n_f f(x) =
c. )I(én_ff(x) =f(-1)

2.

f es continua por la izquierda de xo = 1, puesto que:
a.f(l =0
b. )!Iénl_ f(x)=f(1)=0

c. )I(l'(%nl_ f(x)=1(1)

3. f, definida sobre D = [ 1, 1] , continua en ] 11[ , continua por la derecha de

Xg = -1, continua por la izquierda de x = 1, es por lo tanto continua sobre el
intervalo cerrado [ 1, 1] .
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Ejemplo

Dada la funcién definida por f (x) =f siysolosi x1 0 cuya grafica se muestraen
la figura 2.41. osix=0

¢Podremos decir que es continua por la izquierda de cero?. ;Qué es continua por la

derecha de cero? ¢En qué intervalo sera continua?.

1. Para que f fuera continua por la izquierda de 0, necesitariamos que:

a. f(0) Exista
b. ligny f(x) Exista

c. !(i{@no.f(x) =f(0)

¢ Qué ocurre?

f(0) =0
b. lim, f(9) =1

c. le'@o- f(x) 1+ (0

Por lo tanto, la funcién f (x), no es continua por la izquierda de cero (0). Ver figura 2.41.
2. En forma similar, f no es continua por la derecha de cero (0), puesto que:
f(0O)=0 y)l(i@ ot f (1) =1; por lo tanto, )I(i@ ot f(x)+ f(0)

3. La funcién f sera continua en cualquier intervalo que no contenga cero (0); por ejemplo,
]-¥,0[E]o¥]|.
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FIGURA 2.41 —t
Gréfica parala 6 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6
funcion

f(x3 1sxt0
0 six=0
Auln nos falta por ver un udltimo caso. Veamoslo:

Definicidn: decimos que una funcién f que tiene un dominio que incluye el intervalo
semiabierto por la derecha [a,b[, es continua en [a,b[, si y solo si, es continua en

el intervalo abierto ]a,b[ y es continua por la derecha de a.

Decimos que una funcion f que tiene un domino que incluye el intervalo semiabierto
por la izquierda ]a,b] es continua en ]a,b], si y so6lo si, es continua en el intervalo

abierto ]a,b[ y es continua por la izquierda de b.

Ejemplo o)

J

_ [3-x
Tomemos la funcién definida por f(x)= 3ix

¢Sera continua o discontina en ] 3,3[ ? ¢ [-3,3] ? ¢[- 3,3[ ? ¢ ] 3,3] ?

Hallemos inicialmente el domino de f.

3-X
3+X

20

Necesitamos que X' -3 Y
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Hagamos una tabla de signos para ver mejor que ocurre.
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|

Signo de (3-x) + + | + -
|
1

Signo de (3+x) - + | + +
I
3-x |

Signode 34 - |+ | + i}

Vemos entonces que nuestro dominio de definicion estard dado por el intervalo D

3-X 5
3+X

= ] 3,3] que cumple con las dos condiciones requeridas, X t-3y

Como ya lo habiamos visto, una funcién racional es continua en su dominio de
definicion: f es continua en el intervalo semiabierto por la izquierda ] 3,3] . Se presenta
un salto: sera por lo tanto continua en el intervalo ]- 3,3[ que esta incluida en el

intervalo]- 3,3] .

¢ Sera continua en [ -3 3] ? Para que esto sea verdad, necesitamos que f sea continua

en el intervalo ]- 3,3] , lo que ya verificamos, y que sea continua por la derecha de

(- 3.
Veamos si cumple con los requerimientos necesarios:

Ante todo: f( - 3) noexiste. Por lo tanto f no sera continua por la derechade ( - 3)y
no lo sera en el intervalo cerrado [— 3,3] .

¢ Sera continua en el intervalo semiabierto por la derecha [ 3,3[?
Para que ello sea cierto, necesitamos que sea continua en ] - 3, 3[ , lo que ya verificamos,

y que sea continua por la derecha de (- 3); pero f (- 3) no existe; por lo tanto f no sera
continua en [— 3,3[ .

3-X
3+X

En conclusion, podemos decir que la funcién definida por f(x)= sera

continua en ] 3,3[ yen ] 3,3] .
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1. Para la funcién cuya gréafica se presentamos a continuacion (figura 2.42)

“y 1 1 1
7+ o E
NSRS N S S S - M
ST T
ot e D
ST RN S S A S S S - -
SN | (@)
; i i pr—
> 0 H S S U SR S S A S S - O
——— —
[N |
FIGURA 2.42 12 3 4 4 15 X
Gréfica parala
funcion del
ejercicio 2.9

Determinar los intervalos en los cuales f es continua, especificando aquellos

6 ¢ SO

puntos en los que f es continua sélo por la izquierda, o bien solo por la derecha.

¢En qué intervalos son continuas las siguientes funciones?

X-3 1
h(x)= h(x) =4x+3- =
2. 29 3. h(x) =4x+3 ~
25. x2 _ 3cos2x
4. h(x)= 122X sh(x)= ———

x-5 CoS X

0 si x<0
6. f(x) = 2xsi0<x<1

x?sil<x<3
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Determinar en cada uno de los intervalos indicados, si la funcién es continua o no:

X+2

2 f(x)= o ]-¥,-3]; 1-¥.-3[]-3, 3} [-3.3]; ]-3.¥[ [3.¥]

8. f(x) = % ]-¥.0[; |-¥.0]; Jo¥[; [o¥]

Determinar, si es posible, los valores de las constantes a y b que permitan que las

funciones enumeradas a continuacion sean continuas.

o. £ = {2x; si x <1
0= l1+ax?six >1

sen X si x < p/2
10. f(x)= asenx +b si -p/2< x<p/2

cosXx si x> p/2

Para cada una de las funciones f y g enumeradas, hallar f o g y determinar en que

intervalos es continua f o g.

1
1. f(x)=4x ; 9(X)=-—

¢En qué intervalos son continuas las siguientes funciones?

2
+
h(x):X 5

12. x+1 13 . h(x) =

x2 2x+1
2- X
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2.9

mediante la computado-

En la actualidad hay programas para computadora personal con los cuales podemos
hacer aplicaciones del Calculo Infinitesimal. Algunos son mas conocidos que otros; de

todas maneras, debe verse cual o cuales estan a la disposicion del lector.

Entre los programas (software) mas conocidos en el medio, podemos mencionar: derive,
Mattab, Maple, etc., que son programas que tienen un sistema algebraico de computacion
(‘eninglés: computer algebra system CAS).

Derive lleva a cabo muchos de los pasos matematicos y aproximaciones que involucran
el Algebra, Calculo, Trigonometria, Teoria de NUmeros y las graficas necesarias para

resolver, analizar y estudiar muchos tipos de problemas.

Otros programas similares al Derive para computadoras personales (PC), ademas de los
ya mencionados son Mathematica, muMath, Maesyma, Reduce, Mathematics Exploration
Tool Kit y Theorist.

Nuestro objetivo no es hacer un curso de ninguno de ellos, solo queremos presentar a
nuestros lectores la disponibilidad de un instrumento, que nos permite olvidar las largas
rutinas que normalmente hacemos cuando empleamos papel y lapiz y en particular

cuando nos enfrentamos a hacer la grafica de una funcion, sobre todo si es en R3.

Obviamente, nuestro objetivo primario es integrar la computacién simbdlica y las gréaficas
por computadora para facilitar el entendimiento de los conceptos y expandir el orden y
variedad de aplicaciones. En conjuncién con esto intentamos proveer a nuestros lectores
con instrumentos para resolver problemas y promover la confianza y el buen juicio en su
utilizacién. También esperamos reducir las manipulaciones tediosas asi que mas tiempo

se lo podamos dedicar a la formulacién de problemas y al andlisis de los resultados.
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La mejor manera de aprender como se utiliza un programa de computadora es utilizarlo
para resolver uno o dos problemas. Ninguno de los programas propuestos, en este aspecto,

es diferente; utilizaremos esta aproximacion para demostrar su capacidad basica.
Debemos manifestar que no damos normas sobre ninguno de los comandos, pero el que
desee informarse sobre ellos debe verlos en el respectivo manual, o consultar con las
personas entendidas.

MAPLE

Vamos a utilizar el programa Maple para hacer los siguientes ejemplos:

. ,/x 3-2

1. !(lgll Tl Ejercicio No. 8 de la autoevaluacion 2.7

5 lim 2\ x-1

-2
Ejercicio No. 7 de la autoevaluacion 2.7.
o1 3(Sx+4-3)

x-k
+41x4 +100x3 +129x2 +94x +35

Saa f (Xx) =
3. 6X5

a. ¢Para qué valor de la funcién f (x) presenta una discontinuidad removible?

b. Hallar el limite de f cuando x® k para k el valor hallado en a.

>#  Ejemplo 1. (Nota: siescribimos ># en Maple no significa que sea ejecutable,

sino, sencillamente un comentario)

>#  EIl primer paso es entrar la formula para f:

>fi=(sqrt(x+3)-2)/(x-1);

Jx 3-2

x-1

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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> limt (f,x=1);

1/4
>
>
># Ejemplo 2
># De nuevo el primer paso es entrar la formula para f:

>f:=2*(sqrt(x-1)-2) / 3*(sqrt(x+4)-3);

f__(21/x-1-2
" 3(/x+4-3

> Iimt(f,x=5);
1

>

>

> Ejemplo 3.

># Parte (a)

>#  Esta es una funcion racional, y por lo tanto, continua en todo

>#  punto excepto en los puntos donde el denominador sea cero

>#  La manera mas facil de obtener una idea donde estan estos puntos,

>#  es mediante su grafica.

> fi=(x-K)/(6*X5+4L* xM + 100 * X3 + 129 * X2 + 94 * x + 35 );

X -k
f:=
x> + 41x ¥ +100x 3 +129x 2 + 94x + 35

> denominador: 6 * x5 + 41 * x4 + 100 * X3 + 129 * X2 + 94 * x + 35

denominador: =6 x5+ 41 x*+ 100 x3+ 129 x2+ 94 x + 35
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> plot (denominador)

>#  De esta gréfica es visible que el denominador toma valores que
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>#  son positivos y negativos. Esto significa (puesto que denominador
>#  es continuo) que debe pasar a través de cero al menos uan vez. Como se
>#  omitio el intervalo, la grafica esta -10 < x < 10. Demasiado grande
>#  para estimar donde ocurre esto, asi que reducimos.
>#  De la grafica notamos que podemos restingir nuestra atencion a
>t -4<x<-3.
>#  plot (denominador, x ==-4..-3);
>#  hién, vemos que el Unico punto donde es cero es en x = = 7/2.
>#  verifiguemos esto mediante la utilizacién de f solve:
>#  fsolve (denominador =0, x,x==-4..-3);
- 3.50000
>#  Bueno, fue correcto.
>#  Ahora, en nuestra férmula para f no queremos dividir por cero. Para
>#  compensar esto, seleccionamos k asi que el numerador sea también cero
># enx=-7/2.
># ki=-=712;
k==-7/2

> f;

X+7/2

f:=
x> + 41x ¥ +100x 3 +129x 2 + 94x + 35

>#  Nos falta ver si el limite existe
> limit (f, x = - 7/2);
1/4
>#  La funcion sera dada por la fraccion y f (-7/2) = 1/4.
> quit

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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x2+ 2X- 3
| x+3|

f(x)

1.

X2+ 2x- 3
X:_
X+3

2. 9(x)

A menudo la grafica nos da una informacién valiosa. Asi que nuestro primer paso es

hacer la gréfica de la funcidn alrededor de los valores de interés. Para esto, seleccionamos

el comando Autor y digitamos la funcién, para nuesto caso, digitamos:

(xM2+2x=-3)/(abs (x+3))

Esto se muestra en la pantalla en el area de trabajo como:

x2+2x-3

|x+3

Para obtener la grafica de esta funcidén, seleccionamos el subment graficador (plot).

Ejecutamos el comando Plot en este menU para obtener la gréafica de la funcién resaltada.

FIGURA 2.45
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Graéfica para el ejemplo 1

con Derive
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La grafica muestra un salto, es decir, una discontinuidad de f (X) en x = = 3. Para
verificarlo, podemos tomar el limite de f (X) como x aproxima a -3, por la izquierda y por
la derecha. Primero, volvemos a la ventana Algebra. Entonces, utilizamos los comandos
Calculus, Limit, y seleccionamos x = -3 y la direccion izquierda. Recordemos que con la
tecla Tab avanza el control a la siguiente parte del mend. Seleccionamos Simplif y para

conseguir el legn . f(x). El resultado es:

x2+2x- 3

lim x2+2x-3
2. X® -3 |X+3|
3. 4

Con el fin de obtener el limite por la derecha, seguimos un procedimiento similar. Primero
utilizamos la flecha de direccién - para resultar la funcion en la expresion #1. Entonces,
ejecutamos los comandos Calculus, Limit, y seleccionamos x = -3y la direccion derecha.

Seleccionamos Simplif y para obtener el )I(l@gn 3+f (X). Esta vez el resultado es:

lim x2+2x-3
4 X037 T[x3]
5 -4

Estos limites diferentes nos verifican que se presenta un salto, y por lo tanto, hay una
discontinuidad.

Seguimos un procedimiento similar para g (x). Autor
(x"M2+2x-3)/(x+3)

En la pantalla vemos

x2+2x-3
X+3
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Ejecutamos Plot Delete All para eliminar las graficas anteriores.
Ejecutamos Plot para obtener la nueva grafica de g(x) como sigue:

9— --
8_._ -

T
1
1
T
--1

T

1

1
e el el ol
mmbkaclaadaa

El comportamiento de g(x) alrededor de x = - 3 aparece un tanto diferente, aunque el
Ejecutamos Calculus Limit y seleccionamos el punto x = -3 en ambas direcciones.

Analicemos el comportamiento de la funcién g(x), tomemos los limites.
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Por consiguiente hacemos hincapié en que:

lim[f (x), x,a,0] =lim  f(x)

x® 1000

lim[f(x),x, a,-1] :%f(x)

lim [ (x), x, a,1] = Jigg .+ f (X)

Debido a la misma disponibilidad de los programas solo podemos sugerir como

autoevaluacién que se realicen algunos ejercicios propuestos en las evaluaciones anteriores
y verificar los resultados.
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X+7 3

lim — == {
1. Demostrar que ', o%-1 o2 hallando el nimero real A>0 tal que

paratodo e >0, si |f(x)-L|<e entonces x >A.

X +X

2. f(x) =
X< +4

2
X< - 3x
f(x)= —0——r
3. Para 2 Ex 16
a. lim f(x) b.lim_ f(x)
x ® 27 lim IpHim =&
d.@@xﬂf(x) e. rl(xlhrmn%;E f(x)
X
f(x) = ———
4. Para 1+X2 1
35 f . f
a. Yawe (%) b. B@EES ()

c. Iﬂgof(x)
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B . f(x)=2 X+3
5. Dada la funcion definida por % +5

a. (Cual es su dominio ? La funcibnesR ® R
b. ¢En qué intervalo (s) es continua la funcion?
c. ¢ Tiene una asintota horizontal? ; Cual?

d. ¢ Tiene una asintota vertical? ;Cual?

e. Trazar su grafica.

x2-9

6. Dada la funcién definida por f(x) =
X+3

a. ;Cudl es su dominio? Lafuncion esdeR ® R

- I1 . T 2 . L

b. Hallar: lig ,+ f(x); |.nldgl}n£ f(x); lim ﬁiifif(x)

c. Hallar: Jim2=  f(x); ng® f(x); lim ,f(x)
221 a(x) timiptine 2

d. ¢En qué intervalo (s) sera continua f?
e. ¢ Tiene una asintota horizontal?
f. ¢ Tiene una asintota vertical?

g. Trazar su grafica

7. Si f es la funcién definida por:

£(x) X+ 3 six<O0
X)=
-2x+3 si x>0

¢Es la funcion f continua en x = 0? (ilustrar con la grafica)

8. Determinar:
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lim sen 2x li sen 4x 1- cos? x
a. Iirrf()):iim)%zﬁ X X ® 2 sen 7xX "y o2t 3X2

........................................................



N
N~
N
o

AVNN -elsiuabul @ seoiseq [EIE o k=] ol olzal [gfel=X




AVdINN



_ JendoH 7 sepeulw.alapul sewlo _

‘ Joriadns uapJo epeaLag _
©esJanul ealjogadiH saje1oualayqg _
S0sed so110 !
©SJI9AUI BILIIRWOUO0BI | ©eanydwi _
| seal|oqiadiH eusped e|bay _
BJWOU0%9
4 eoLgwouobia
A ©2IS)} Ud sepeAlIag - L [EotpEy 9JuUa120D
1wyaeboy [erousuodx:
_ eawy) | [elous 3 elouslod 0310NpoId
_ uoroeziwndo e1soy
[ owod owod ewng
sepeuoloe|al [eluspusIsel} uoluNy
olqued ap sese | L eolelqabje
| i uouUNH a|qelIeA
_ uogIaUNy BUN 8P BIUOJOUON ajueISuU0D ———
| eaed [ew.io4 uoIuag
_ uoIoUNy BUN 9P SOWaJIX]
s09141938ds
| W E sealseq olguwed ap ugzey
BAIND 8p :0_8851_
owod
001s1} A 0914319Wo09h
us uos 0199dsy
sauoloedl|dy UQIoBALISP
ap seoludg ] sordidulid
auan

NOIOVIONIH34I

1VNLd3ONOD VdVIN

AVNN -eliaiuabul o seoiseg [EIRIVE R ommolzhl [k =X




Qué es el céalculo?

INTRODUCCION

Por supuesto, no podemos responder a esta pregunta a plena
satisfaccion, sobre todo si consideramos que estamos en la parte
inicial. Sin embargo, hacemos el intento de bosquejar las ideas
basicas y los requisitos para el Calculo; estas ideas basicas
hacen ver que es una disciplina interesante e importante;
mencionaremos a continuacion, en forma muy breve, algunos
aspectos historicos.

La palabra célculo, en Latin Calculus, significa piedra, habida
cuenta de que los antiguos utilizaron piedras para llevar sus
cuentas. El uso moderno del vocablo en la Matemética se
refiere a una de sus ramas que comenz6 a desarrollarse durante
el siglo XVII. Normalmente, el crédito de la invencién del
Célculo se le atribuye a los trabajos independientes de sir Isaac
Newton (1642- 1727) y de Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-
1716); ambos hicieron grandes contribuciones para el logro de

un método matematico nuevo.

El Calculo es un resultado natural de la aplicacion del Algebra
y de la Geometria Analitica a ciertos problemas de la Fisica y
de la Geometria. Algunos de estos problemas habian sido
considerados por los matematicos de la Grecia Antigua. La
naturaleza del movimiento continuo fue objeto de mucha

especulacion. Los griegos hicieron contribuciones conceptuales

(er:1[{81[eM diferencial
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muy importantes para dilucidar el movimiento; pero no fue sino hasta el desarrollo del
Céalculo que la humanidad dispuso de un método sistematico para describir en forma
cualitativa y cuantitativa conceptos como la velocidad y la aceleracion, y para hacer
estudios analiticos de los varios movimientos. Otro tipo de problema que intereso a los
griegos fue el de calcular los elementos de las figuras curvas: el area de un circulo, la
superficie de una esfera, el volumen de una esfera o de un cono. Estos problemas fueron
tratados por el método de limites; el circulo fue visto como un limite de poligonos inscritos
y circunscritos. Un método analogo de limites, mucho mas general en su forma, es una

de las caracteristicas esenciales del Calculo de hoy dia.

Los matematicos griegos lo desarrollaron sin Algebra y solo en el siglo XVII con el
progreso de la Geometria Analitica se abri6 paso las ideas con las cuales fue posible un
avance vertiginoso en el estudio del movimiento y de otros tipos de cambios continuos.
El Calculo fue el elemento clave en estos avances. El concepto central del Calculo es el
de limite, con el podemos aproximarnos con relativa facilidad a otros conceptos que
hacen ver cuan util es el Calculo, como son la derivada y la integral. Asi pues, en
general el Calculo Diferencial y el Calculo Integral. En el primero estudiaremos,
obviamente, el concepto de limite, el cual ya ha sido ilustrado, y el concepto de razén de
cambio, o mejor el limite del cociente del incremento de la funcién con respecto al
incremento de la variable, cuando este tiende a cero. Serd materia del siguiente curso
de Matematicas el Calculo Integral. Podriamos decir que en el Diferencial dada la
funcion obtenemos su razén de cambio y en el Integral dada la razén de cambio hallamos

su funcion.



Capitulo 1

L a diferenciacion

Contenido

Introduccion

Obijetivos

1.1 La razdn de cambio

1.2 La derivada

1.3 Técnicas de diferenciacion

1.4 Regla de la cadena

1.5 Derivada de la funcion implicita

1.6 Diferenciales

1.7 Derivada de funciones transcedentales. La funcion
exponencial y logaritmica

1.8 Derivadas de las funciones trigonométricas

1.9 Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

1.10 Derivadas de orden superior

1.11 Teorema de Rolle; y valor medio

1.12 Formas indeterminadas

1.13 Calculo de la derivada mediante la computadora
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General

« Iniciar el estudio de la matematica infinitesimal a través

del analisis de principios, teorias y desarrollo del calculo

OBJETIVOS

diferencial.

Especificos
+ Dada una funcion o una variable, calcular su incremento.
+ Dada una funcién hallar su derivada.

+ Dada la suma, producto o cociente de funciones, hallar su

derivada.

. Hallar las derivadas de las funciones trigonométricas y de

Sus inversas.

. Estudiar las funciones exponenciales y logaritmica y hallar
sus derivadas.

. Hallar el diferencial de una funcién.

» Conocer los teoremas de Rolle y del valor medio y la ley de
la media.

+ Hallar el limite de una forma indeterminada por medio de

técnicas de diferenciacion.

- ® Facultad de CienciasizESIEERANEEEIE LS



Aspecto geomeétrico de la diferenciacion

Uno de los problemas mas analizados en la antiguedad fue determinar la pendiente de
una recta tangente. Euclides, consideraba la tangente como una recta que tocaba una
curva en un punto. Arquimedes, se interes6 por determinar cémo se puede obtener la
pendiente de una recta tangente de una curva en un punto dado.

Veamos la siguiente situacion:

pendiente de la recta

secante:
es recta secante Me = f (a+ h)' f(a)
g=—- L —+
flath)fm——————— h
I f(a+ h)— f(a) si hacemos que P esté fijo
| y que Q se acerque a P,
f (a) | i > entonces h tiende a cero.
h | Aplicando limite se puede
| | haller la pendiente de la
a a+h curva en el punto P.
m = lim M Siendo m la pendiente de la recta en el punto P.
h® 0 h
Ejemplo

|.A

Hallar la pendiente de la recta tangente en el punto (1,1) para la curva f (x) =x2

Solucién: aplicando la formula de pendiente:

2 .2 2 <
meim  L@rh)-f@) o @+h)7-27 o 2h+eh :
h® o h h® 0 h h®@o h :
.‘%

L-uego: =i h(2-'-h)=|' 2+h)=21 =2
"The 0 h r'1m®o( )2 uego m %
<
O

........................................................



Aspecto fisico de la diferenciacion

El estudio del movimiento ha inquietado al hombre a traveés de la historia, Keppler (1571
- 1630) se preocupd y analiz6é el movimiento de los planetas. Galileo (1564 - 1642) y
Newton (1642 - 1727), estudiaron el movimiento de los cuerpos, todos ellos se concentraron
en el analisis de la velocidad. Se sabia como hallar la velocidad promedio o velocidad
media en un intervalo de tiempo.

y=Yotv v, = velocidad inicial
2 v = velocidad final
- _XptXp

También se puede escribir: V= Dt

Xg Y Xq = distanciainicia y final. Dt intervalo de tiempo

El problema se presentaba cuando se deseaba hallar la velocidad en un instante dado, es

decir la rapidez del objeto, esto ocurre cuando Dt tiende a cero. Los matematicos y
cientificos «hecharon mano» del Calculo Diferencial para resolver el problema.

distancia (x) si hacemos que Q se acerque a P,

x(y)————— f,ff‘ft')o” velocidad podemos obtener la velocidad en
[l x (to +h)- x(to) P, esto ocurre cuando h tiende a
cero.

e v(t)=1 x(t+h)- x(t)

im
0 t, tiempo (t) h® 0 h

xto) ﬂp| {
t

velocidad instantanea (rapidez)
Ejemplo
1) Una particula se mueve segtn la funcién posicion: x(t)=2t%-1(m) cual sera la
velocidad en elsegundo momento (seg)
Solucién:  x(t)=2t2-1(m) funcién

x(t) = 2(t +h)?- 1(m) funcion incrementada

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!
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x(t+h)- x(t) miseg funcién velocidad

t) =1

vi)=lim

v(t)=lim l2emp-a) (22-0) | o 2P eamnen?)a) 22
h® 0 h h® 0 h

v(t)=1im 28+ ath+2n® 2 P i 4th+2h?

v(t)=1im M: lim  4t+2h=4t+2(0) =4t
h® 0 h h® 0

v(t): 4t velocidad para t tiempo. Ahora

v(t=2)=42=8.m/seg

Mas adelante se trabajara en este aspecto cuando definamos la derivada de una funcién.

(er:1[{81[eM diferencial

........................................................



Al
[e0]
N
a7 NRRCIIEINEGNIERS RN T lseousiD ap  peljndey o




| 11

de cambio

1.1.1 Introduccién

La velocidad,como bien sabemos, es la razén de cambio de la distancia con respecto al
tiempo. El concepto de la razén de cambio de una cantidad con respecto a otra tiene, sin
embargo, una aplicacién mucho mas amplia. La acelaracion es la razén de cambio de la
velocidad con respecto al tiempo. La inclinacion de un tejado y lo empinado de una
carretera de montafia son ejemplos de la razén de cambio de la distancia vertical con
respecto a la distancia horizontal. En Fisica el término potencia significa la razon de
cambio del trabajo hecho con respecto al tiempo. En ciertas clases de problemas, la
magnitud de la fuerza es hallada como razén de cambio en la energia potencial con
respecto a la distancia. En Economia se emplea mucho el término «marginal»; se habla,
por ejemplo, del costo marginal, del ingreso marginal; estos conceptos son la razén de
cambio del costo o del ingreso con respecto a la cantidad producida o vendida, bajo

condiciones muy especiales.

Siempre que dos cantidades medibles son relacionadas en tal forma que la cantidad «x»
de una de ellas determine en forma Unica la cantidad «y» de la otra, podemos preguntar
cdmo es la razén de cambio de «y» con respecto a «x»; si «y» es directamente proporcional
a «x», la razén de cambio es una constante; pero éste es un caso particular y en el caso
general, la razén de cambio lo debemos hallar mediante un proceso que involucra un
limite. Six ey son cantidades relacionadas, y X, ¥, son valores fijos, definimos la razon
de cambio de y con respecto a x, para el valor particular x,como el limite:

im Y0

X® xg X~ X0

Si el limite existe, es la derivada de y con respecto a X en X = X, .

A continuacion estudiaremos las diferencias indicadas, que son los incrementos que
experimentan las variables, para ver luego las derivadas de las funciones de uso corriente.
Es decir, que en este capitulo veremos sélo las técnicas para hallar las derivadas y, como
caso de suma importancia, el teorema de Rolle y el del valor medio, y la ley de la media.

(er:1[{81[eM diferencial




1.1.2 Incrementos

A diario los medios de comunicacion nos informan sobre la dinamica de los precios de los
rubros y que inciden en la economia del pais como son el café, el certificado de cambio, la
unidad de poder real (UVR), el oro, el petréleo, etc. Vemos que algunos tienen tendencia
hacia el alza, como la UVR vy el certificado de cambio; en cambio otros como, el café y el
petroleo fluctian, unas veces suben otras bajan. Pues bien, estos son casos particulares
de lo que en Matematica se conoce como el incremento. Este concepto lo definimos como
la diferencia entre dos puntos o dos valores; es decir, que el incremento sobre la variable
x es la diferencia entre x el valor final y x, como valor o punto inicial de la variable, o lo

gue es lo mismo, el incremento en x es igual a (X - Xo).

La notacién para el incremento de x es Dx:

Dx =x- Xg |1

gue leemos: delta de x igual a (x - xo)

Debemos hacer hincapié en que Dx es la notacion para el incremento y en ningdn caso
significa un producto. EIl incremento puede ser positivo, negativo o nulo, puesto que el
valor inicial puede ser menor, mayor o igual al valor final.

Por una razén analoga el incremento en y es:

Dy=y-vyo |2_

Ademas, si y es una funcion de x, digamos y = f(x), entonces el incremento en y es:

Dy =f (x)- f (xo) | 3

Evidentemente, el miembro derecho de la ecuacion es también un incremento que lo

notamos como Df(x). Este incremento es generado por un incremento en la variable

x,que lo expresamos como:

Df (x) =f (xq +Dx)- f (x) |4_

Donde: Dx=Xx- Xq
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Ejemplo
1

Hallar el incremento para la funcién y = 3x + 1, para un incremento en x de Dx.

Para hallar el incremento para la funcion, calculemos el valor de la funcion en x y en
(x + Dx).

El valor de la funcién en (x + Dx) es:

f (x +Dx)=3(x + Dx)+1

El incremento para la funcion es la diferencia

Df (x):f (x +Dx)- f (x)
Reemplacemos

Df (x) = (3x +3Dx +1)- (3x +1)
Simplifiquemos

Df (x) = 3Dx

Para este caso, el incremento en la funcién resulta independiente del punto o del valor de

X, la variable independiente; solo depende del incremento en x. Ver figura 3.1.

Ay

Dy
; :
i e
/ | | | | | | > X o
FIGURA 3.1 ‘ I I I I I Q2
Grafica para la funcién ﬁ’é DX |4 S
y =f(x) = 3x+1 o
>S5
9
®
O
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Ejemplo
2

Hallar el incremento en la funcion f (x) =\/x? +5 para un incremento en X de Dx.

Para hallar el incremento en la funcion calculemos el valor de la funcién en x y en x + Dx

El valor de f(x + Dx) es:

f (x+Dx)=4f (x +Dx)2+5
El incremento de la funcién es:

Df (x):f (x+Dx)- f (x)

Reemplacemos:

Df (x) =y (x+Dx)2 +5- Yx2 +5

Ver figura 3.2.

FIGURA 3.2
Grafica parala funcion

y=f (x) =y/x% +5
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Ejemplo
3

Calcular el incremento en la funcion f (x) =5x2- 7x+1 , cuando x varie de x = 1.0
a x=11

Para calcular el incremento en la funcién, hallemos los valores que toma la funcién en
x=1.0 y x=1.1; luego hacemos la diferencia.

Calculemos primero f(1.0):

f(L0)=50)2-7@)+1=-1

Ahora calculemos f(1.1):

f(1.1)=5(1.12- 70.1)+1=5(1.21)- 7.1+1=6.05- 7.7+1=- 0.65

Calculemos la diferencia para obtener el incremento

Df =f (11)- f(1.0)=-065- (- 1)=0.35

Ver figura 3.3
AY
x=1 x=1.
»X
/

FIGURA 3.3 Dy =
Gréfica para la funcién + 1 'S
c

y=f (x)=5x2- 7x +1 Dx ©
(7/10, -9/20) kS

=

o

>S5

(&)
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O
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Incremento relativo: Definido el incremento de una variable como el cambio que
manifiesta la variable, ahora definamos el incremento relativo, el cual relaciona el cociente

entre el incremento de las variables:

Incremento relativo de la variable y respecto a x se define como:

Dy _ fx)- f(xo)
Dx Dx

pero f (x)- f (xg) =f (x+Dx)- f(x) luego

Dy _ f(x+Dx)-f(x)

Dx Dx

se le conoce como el incremento relativo de la funcion f(x) respecto a la variable x.

Con el andlisis del incremento de las variables x y y, podemos entrar en el estudio de las

derivadas.

1.2

derivada

El cociente de los incrementos (incremento relativo) de la funcién y la variable

independiente puede tomar diferentes valores; en particular, para el ejemplo 1 de la

seccion anterior el valor del cociente es de 3, para el ejemplo 2 es un valor finito que
debemos calcular para cada punto. Este cociente es de gran importancia porque nos

permite medir la razén de cambio de la funcién con respecto a la variable independiente.

Estamos interesados no solamente en la razén de cambio para cualquier incremento de
la variable independientes, sino en una razén de cambio instantanea, es decir, cuando el
incremento de la variable independiente tiende a cero. Esta razén de cambio define la

derivada, 0 mas concretamente:
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Definicidn: Si la funcién f(x) es continua y ademas el limite del cociente Df(x)/Dx
existe cuando Dx tiende a cero, entonces este limite es la derivada de la funcion con respecto

a la variable x.

La derivada la notamos por cualquiera de las formas siguientes:

Y. b, (y) =Dy ) v 7 (1)

Entonces:

d(fd(:))zltg% of(x+?mx<)_f(X) 15

Cuando una funcion tiene derivada, decimos que la funcion es diferenciable.

La derivada es también una funcion definida de conformidad con la ecuacién (5). La
derivada para un punto particular , la obtenemos mediante el valor de la funcién que

nos determina la derivada; por ejemplo, en x = x,, la derivada tiene el valor dado por:

Iim
Dx® 0

f(x0+DX)- f(x) _ d(f(xo)) _
oo a0 L6

Ejemplo

Hallar la derivda para la funcion y =x

Dy =+/x +Dx - Jx (Incremento en y)

Hacemos el cociente Dy/Dx: (Incremento relativo)

Dy _x+Dx- x

Dx Dx

(er:1[{81[eM diferencial
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Tomemos el limite del cociente cuando Dx tiende a cero: (Definicién de derivada)

lim E—Iim —m
Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx

Para evaluar el limite multipliquemos la fraccién por Jx +Dx +4/x : (conjugada)

im Y im (VX+W-,&)W‘+&)
Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx (Jx+Dx +x)

Efectuemos los productos y simplifiguemos:

. X+Dx- X . 1 1
Ilim f y =1im

Dx® 0 Dx [Vx+Dx +vx] Dx® 0 Jx +Dx +x  2vx

Entonces la derivada para Yy = 1/; es:

dx  2x

dy 1

Ejemplo

Hallar la derivada para la funcién f(x) = 1/x.

Para hallar la derivada calculemos el incremento en la funcion:

Df (x) =f (x+ Dx)- f (x)

Para f(x) = 1/x

Df(x) = ! - £}
X+Dx X
Efectuemos la diferencia:
Df(x) = X-X-Dx
X (x +Dx)
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Hacemos el cociente Df(x)/Dx tomamos el limite:

. bx
lim M:Iim M:Iim -1 _-1
Dx® 0 Dx Dx®0  Dx DX® 0 X(X+Dx) 2
Entonces: ﬂ:i
dx x2

Ejemplo

Hallar la derivada para la funcién y = (xz - 1)2 .

Calculemos el incremento eny:

Dy = {(x+ Dx)?2 - 1}2 - (x2 - 1)2

Efectuemos las operaciones:
2
Dy= {x2 +2xDx +(Dx)? - 1} - (x2 - 1)2
Ordenemos el primer cuadrado:

Dy= {xz- 1+(2x+Dx)Dx}2 - (xz- 1)2

Desarrollemos el primer cuadrado:

Dy = (xz- 1)2 +2 (x2 - 1)(2x +Dx)Dx +(2x + Dx )2 (Dx )2 - ( 2. 1)2

Agrupemos los términos semejantes y simplifiquemos:

Dy :2(x2- 1) (2x + Dx)Dx +(2x + Dx )2 (Dx)2

Factoricemos y hagamos el cociente Dy/Dx:

Dy _Dx {2(x2- 1) (2x+Dx)+(2x+Dx)2Dx}
Dx Dx

(er:1[{81[eM diferencial
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Simplifiquemos y tomemos el limite:

lim E:Iim {2(x2- 1) (2x+Dx)+(2x+Dx)2Dx}
Dx® 0 Dx Dx® 0

Evaluemos el limite:

Iég]® 0 {2 (x2 - 1) (2x +Dx) +(2x + D><)2Dx }: 2 (xz— 1)2x

Entonces la derivada paray = (x2 - 1) es:

ﬂ: 4x (xz- 1)
dx

REGLAS BASICAS DE DERIVACION

Como la derivada esta definida como un limite debe disfrutar de las propiedades de los
limites; por ejemplo, el limite de una suma es la suma de los limites. Por lo tanto, la
derivada de una suma es la suma de las derivadas. Este resultado, en el caso de ser

verdadero, facilitara el calculo de las derivadas.

Las reglas basicas de diferenciacién facilitan la solucién de obtener la derivada de

funciones.

1) Derivada de una constante: sea f(x) = k. Siendo k una constante, entonces se

define, paray = f(x) = k

ﬂ:o
dx

Demostracion:

dy o FO0HDX)-f(_ o koK k- k

L Xoim XX

0
- = — — 7 —=0
dx Dx® 0 Dx Cx® 0 Dx Dx® 0 Dx

La derivada de una constante es cero.

2) Derivada de una variable: cuando la funcién se define como una varible:
y = f(x)= x; dicho mas simple: y = x. Entonces:

ﬂ:l
dx
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Por definicion:

Entonces, la derivada de una variable es uno.

3) Derivada de una constante por variable: existen muchas funciones que tienen

la forma: y = f(X) = k.x. la derivada de esta funcién es de la forma:

dy _ k| parak constante ! Q

Demostracion:

Como y = k. X, aplicamos la definiciéon de derivada:

ﬂ:“’m M:“’m k(X+DX)_kX = lim k(X+DX'X)
dx Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx Cx® 0 Dx
Luego

ﬂzlim k.%zlim k. entonces:d—zk

dx px®@ 0 Dx Dx®O0 dx

La derivada de una constante por una variable, sera el valor de la constante.
4) derivada de una constante por funcién: haciendo extensivo el caso anterior,
no a una variable sino a una funcion, decimos que la derivada del producto de una

constante por una funcion es igual a la constante por la derivada de la funcion.

sea: F(x) =k f(x) entonces:

%:(kf(x)):k%:kf’(x)

(er:1[{81[eM diferencial
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Demostracion:

sea: F(x) =k f(x) entonces: F (x)=lim Flx+Dx)- Flx)

I :
Cx® 0 Dx Hede
F ) =lim Kf (x +Dx)- kf(x) _ i k [f(x+Dx)- f(x)]
Cx® 0 Dx Dx® 0 Dx

. Coas f(x+Dx)-f(x) e
F(x) —k>4|:|]Xm®0 T—kf (x)

5) Derivada de sumal/resta de funciones: sean f(x) y g(x) dos funciones
diferenciables; si F(X) =f (X) + g(X), que significa la suma o resta de las dos funciones,

entonces:

Esto significa que la derivada de la suma o resta de funciones, es equivalente a la
suma o resta de la derivada de cada funcion.

Demostracion:

como F(x) =f (x) + g(x)p F(x)= BT® ; f (x+Dx)+g (x +[|)3XX)' [f(X)ig(X)]

reagrupando términos:

F(x)= lim flxrpx)-f (x) + lim 9(x+Dx)- g (x) por definicion
Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx de derivada

6) Derivada de un producto de funciones: cuando tenemos el producto de dos
funciones, derivar dicho producto, no sigue la norma del caso anterior, este tipo de

derivada es muy particular.

Sea f(X) y g(x) funciones diferenciables; ahora:

F(x)= f(x) . g(x) decimos que su derivada es:

Fx)=1(x) . gk)+ fx). g(x)
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Como vemos la derivada de un producto, es la suma de dos productos, el primero es
la derivada de la primera funcién por la segunda funcién y el segundo producto es la

primera funcién por la derivada de la segunda funcion.

Demostracion:

()= oy FbrDa) glxrD0- 7). o)
dx Dx® 0 Dx

Sumamos y restamos f (x+ Dx). g(x) veamos:

dF f (x +Dx).g(x + Dx)- f(x+Dx). g(x)+f (x+Dx). g(x)- f(x). g(x)

.9
dX px® 0 Dx

dF_ . [H(x+Dx). g(x+Dx)- f(x+Dx). glx)] +[f (x + Dx). g x)- £ (x) g(x) |

dX px® 0 Dx

dF: im f(x+Dx)[g(x+Dx)— g(x)] +g(x) [f(x+Dx)— f(x)]

X e o Dx

a_ o terD)[obernd)- g (], gl [F(xr D9 ()]

dx Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx

9 _ im f(x+Dx) lim gx+Dx) - g (x) + lim (x). lim f(x+Dx) - f(x)
dx Dx® 0 DX ® 0 Dx Dx® 0 DXx® 0 Dx

Aplicando limite y simplicando tenemos:

% =f (x) g’(x)+g (X) f,(X)

Asi queda demostrado la derivada de un producto de dos funciones.

7) Derivada de un cociente de funciones: sea f(x) y g(x) funciones diferenciables y

seaC (X):M con g(x) 1 o sedefine la derivada del cociente de la siguiente manera:

g(x)

)80 F () F(x) g'(x)
A
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Demostracion:

Por definicion:

f(x+Dx)_ f(x) g(x)f(x+Dx)-f(x).g(x+Dx)
g(x+Dx E(Q:Iim g(x). g(x +Dx)

Dx® 0 Dx

:

C=fing,

reorganizando

C(x):h'm g’g(x).f (x + Dx)— f (x).g(x +Dx) N 1 ﬂ sumamos y restamos

DX® 08 Dx gx). g(x+Dx)g £(x) . g(x)

im0 10D b () 1ale)- 1laberm) , 1
B 08 Dx TARIEE)!

C ()= é"}r}“@ ) 9(x) (f(x;xDX)- f(x)) im f(x) (g(X)D-Xg(X+D<)) gé% e

por propiedad de limites:

(4= b BX® 0 W- f(x)g?® 0 Wg

Aplicando limite y simplificando:

C (%)= [g0 (x)- () (x) pee—> luego:

[alx)J?

Asi queda demostrado la derivada de un cociente de dos funciones.
Ejemplo

A continuaciéon veamos algunos ejemplos, donde identifiquemos qué regla o reglas se

aplican, para hallar la derivada.
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1) Hallar la derivada de y=f (x)=3x2-5

Solucién: vemos que la funcién es la resta de dos términos, luego:

dy _d 3xz) d (5) la primera derivada es una constante por variable

dx  dx Tdx y la segunda una constante
dy :31()(2)_ 0 En seguida demostraremos que la derivada de
dx  dx

x? es 2x, luego:
ﬂ =3Xx - 0=6x
dx

. ., 1
2) Derivar la funcion: y :g(x): X +;

Solucién: observamos que corresponde a la suma de dos funciones:

dy (7 ) d 16 La primera derivada ya sabemos resolverla, la
—=—\/X)t — c—+
dx dx 8 Xg segunda es un cociente
d d

xx—(1)- 1-(x) ]
ﬂ:7i(x)+ dx > dx -7 (1)+X>021><.|. luego
dx dx (x) X
ﬂ =7- i
dx X2

3x2%-5

3) Hallar la derivada de la funcién: y =h(x)= 2
X°-4

Solucién: vemos que corresponde al cociente de dos funciones, luego aplicando la

férmula para cociente:

Las derivadas indicadas
(x3- 4)><%(3x2 - 5)- ( 3x2- S)X%( x3- 4) corresponden a restas.

dy _
dx Luego:
dx (X3_4)2
Como dijimos, enseguida
dy (x : 4)><(6x- 0)- (3x2- 5)><(3x2- 0)
ix 5 demostraremos que la
(X - 4)2 derivada de 3x2 es 6x y de X3

es 3x2

(er:1[{81[eM diferencial
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Se puede dejar indicada asi, o
ﬂ_Gx(x3—4)—3x2(3x2—5) P J

dx (xf“-4)Z

simplificar haciendo los productos

Los ejemplos que desarrollamos son relativamente simples, pero a medida que vamos
avanzando en el estudio de las derivadas, vamos adquiriendo mas destrezas en el

tema.
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1) Si f(t) = t? + 3t - 1/t. (Cuadl sera el incremento de f cuando t variedetat + 1?

2) Demuestre que para cualquier incremento en X, el incremento en la funcién

y = mx + b es Dy = mDx, donde m y b son constantes.

3) Si f(x) = 4*. ;(Cual sera el incremento en la funcién cuando x varie de 5 a 6?

4) La velocidad de un automovil que parte del reposo esta relacionada mediante

3

la ecuacion v = 9.8t? - 8t; v en m/seg y t en segundos. ¢Cuanto tiempo tar-

dard para alcanzar la velocidad de 30m/seg.?

Para los siguientes ejercicios, determinar el incremento producido en la

funcién por las condiciones especificadas.

191019

5) y = log x =1; para incremento Dx.
6) y = €%; (e la constante ya determinada), para un incremento Dx.

7) y = sen X; para un incremento Dx.

1 €0

8) y =X log x; si x variade 0.5a 1.

Hallar dy/dx para las funciones siguientes:
9)  y=3x2+2

100 y=|¥

11) y=+vx3+1

12)  y=3+_1

1+3

1 2
13 =——-3x“+2
) Y 1+3

14)  Hallar la derivada para la funcion y =|x +3- |x +7| en el punto (14,- 4)

(er:1[{81[eM diferencial
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| 13

diferenciacion

La diferenciacion es el proceso de hallar la derivada de una funcién, como vimos
anteriormente la derivada por definicién es el limite del cociente de dos incrementos; sin
embargo, hallar la derivada a partir de la definicién es un proceso demasiado engorroso,
por lo cual debemos emplear las propiedades de la derivada para hacerlo en forma mas
sencillay util. Las funciones de uso corriente son combinaciones de polinomios, funciones

trigonométricas y sus inversas, la funcion exponencial, la logaritmica e hiperbdlica.
Derivada de funciones algebraicas

Estudiadas las reglas basicas de diferenciacion, a continuacién vamos a analizar algunas
técnicas de diferenciacion para obtener la derivada de una funcién algebraica y también

para funciones trascendentales, que estudiaremos mas adelante.

Derivada de la funcién potencia: es la funcion mas conocida y su derivada es muy
sencilla; sin embargo, la demostracion es algo extensa. Sea y =f (x)= xMconnt 0

entonces su derivada esta definida como:

ﬂ =nx"" 1
dx
Demostracion: por definicion dy_ lim M aplicandoa x" sera:
dx Dx® 0 Dx
n_.n
dy lim M ; donde (x + Dx)n es un binomio que se puede resolver
X

por el Binomio de Newton, veamos:

(x+ Dx)7 = x o + 10 n-2 (002 ()™ L (o)

2
Luego:

N e e D002 (02 oL o) - ¢
2 =i

X Dx® 0 Dx
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Dx &h x“'1+—n(n2' D2 +x(Dx)" + (Dx)7" 12
& o

dx Dx® 0 Dx

Y _ jim nxn'l+n(n-1)xn'2Dx+...+nx(Dx)n+(D><)n'1
dx Dx® 0 2

Aplicando limite a cada término y simplificando; obtenemos:

ﬂ:nxn'l

ix Queda demostrado la derivada de x"

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo
Hallar al derivada para y =X~ mniz

Apliguemos la ley de los exponentes:

y=—
Xm

Esto es un cociente; hallemos su deriva mediante la aplicacién de (12):

dy _x™0-1mx™?

dx x2m

Simplifiquemos la expresion:

d -1- -m- m
Y pxml2m o -melo
dx xm+1

O sea que la derivada para y = X" con «n» un entero los podemos hallar mediante la

aplicacion de (10).

Ejemplo

Hallar dy/dx para Y =12x4 +5x2 + 4x - 2

(er:1[{81[eM diferencial
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Para hallar la derivada apliqguemos la propiedad de la linealidad:

ﬂ:lzi(x4)+ 5 i(x2)+4i (x) +d_ (_2)
dx dx dx dx dx

Luego:
g (4x3) +5(2x) + 4(1) +0
dx
Efectuemos las operaciones:
Y - 4gx3+10x+4
dx

Ejemplo

x3+5
X" -2

Hallar dy/dx para y =

Hallemos la derivada mediante la aplicacion de la derivada de cociente y de potencia
(x*- 2 (3 +5)- (3+5 L (x*- 2)

- dx dx

dx (X4 _ 2) 2

Ahora, hallemos las derivadas indicadas:

dy _(x*- 2) 3x?)- (x3+5(4x3)
o (x4 22

Efectuemos las operaciones indicadas:

dy _ 3x8 - 6x2 - 4x8 - 20x3 - x8 - 20x3- 6x2
dx (x4 -2)2 (x4- 2)?

O también:

dy  x8+20x3 +6x2

d)( (X4' 2)2
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Ejemplo y
1

Hallar dy/dx para y =3x°- 7/x3 +12/ x’

Apliquemos la propiedad de la linealidad de la derivada:

ﬂ::gxi (x5)- 7 4 (x'3)+12 >d£ (x'7)
X

Hallemos las derivadas indicadas:

ﬂ:15x4- 7 ( 3x'4)+12 ( 7x'8)
dx

Operando:

ﬂ:lSX4+£_ ﬁ
dx x4 6

Regla de la cadena

La regla de la cadena es una técnica de calculo para hacer derivacion en casos donde hay

composicion de funciones.

En primera instancia, recordemos la definicion de la funciéon compuesta, notada como

fog, que leemos composicion de g por f, 6, fde g, 6, g compuesto f.

fog={ (x.2)| (x.y)T g ¥ (v.2)1  }

Que también, podemos expresarla como:

L7
|8

fog=f [g(x)]

(er:1[{81[eM diferencial
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Por ejemplo, sif(x)=x*y g(x)= x_ll entonces

& 0
fog=f X)|=f c—=
o9=1 [g00]=1 g5+

Reemplacemos: 4
0 €x-1g

Por una razén analoga la compuesta g o f es:
wf =g[f(x)]

Para nuestro caso:

gof =g[f (0] =g(x*) =——
x -1

Observemos que la composicién no es conmutativa. La derivada de la funcién compuesta
la hallamos mediante la aplicacion de la definiciéon; hagamos «y» igual a la funcién

compuesta:
P y=fog=f[g(x)]
Hallemos el incremento en vy:
Dy =1 [g(x+ Dx)]- f(g(x))

Hagamos el cociente Dy/Dx:

Oy _f[glx+Dx)]- f[g(x)]
Dx Dx

Para facilitar el limite, hagamos z = g(x), por consiguiente:
z+ Dz =g (x +Dx)
Reemplacemos estos valores en la funciéon compuesta:

Dy _f(z+Dz)- f(2)
Dx Dx

Ahora, multipliguemos y dividamos por Dz:

Dy _f(z+D2)- f(z) Dz
Dx Dx "Dz

Si Dx tiende a cero entonces Dz también los hace; tomemos el limite
, , f(z+Dz2)- f(2) ,,
Ilim Dy _ | ( )- 1 ( )>4|

Dz
—= lim —————=im —
Dx® 0 DX Dx®0 Dz Dx® 0 Dx |9_
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Por definicién los tres limites dan lugar a las derivadas ﬂ dr dz

dx dz dx

Recordemos que z = g(x) y por lo tanto:

dz _d[g()]

dx dx
Reemplacemos:

dy _d(fog) _ dE @) _ ¢ ) | 10

dx dx dx
O lo que es lo mismo:

d(fog) _df dz | 11

dx dz dx

Las ecuaciones anteriores define la regla de la cadena.

Veamos una forma alternativa de definir la regla de la cadena. Seay =f(u) y u=g(x)
si g es diferenciable en x y f es diferenciable en u. Entonces f o g es diferenciable en x.
veamos: fog=f [g(x)] , luego: (f og):f'(g (x))Xg' (x)

por la notacion de Leibniz:

ﬂ:ﬂxﬂ
dx du dx
Ejemplo

. 3 0
Hallar la derivada de ¥ =f(x)={x3- 2x +1
Definamos : u(x):x3 -2x+1  y f(u): ut®. Entonces :

dy dy du dy 9 du 2
— = X— x— =10 —=3x“-2
dx du de pero du . dx X
Agrupando :

dy =10u® X§x2 -2 Qreemplazan do u por 3x2 - 2x +1 tenemos :
dx [4]

— =10 -2x+19Q -29
ax OFK - 2120
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Ejemplo

- 2
Hallar dy/dx para la funcion f (x) = (4x3 - 1) .

La funcién la podemos considerar como la composicién de las funciones:

q(t) = t2 y t=y (X) =4x3- 1 . La derivada la hallamos mediante la aplicacion de (9)

daf . ,
&—q(t)y(X)

Reemplacemos:
df _dt?) dax3- 9
dx  dt  dx
Efectuemos las derivadas indicadas:

af _ -3 12x2)
dx

Expresemos todo en funcién de x:

- 24x2
(ax3-13

f a— 3 _3 2 —
_d =-2(4x°- =
- 2(4x°- 1) (12x9)

La derivada de (4x3 - 1) igual a 12x?, la denominamos la derivada interna. En general,
en f o g la derivada interna es g'(x).

Ejemplo

TO5,

& 1
Hallar df/dx para la funcion f(x)= gl- =
X

Q

Hallemos la derivada mediante la aplicacion de (9) con q(t) = t2 y t=Y(x)=1- iz

X
df , ,
—=q ()Y (X
dx
Reemplacemos:
10
o _a? TE 575
dx dt dx
Efectuemos las derivadas:
dx g x3 5
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Expresemos la derivada en funcion de x:

En la practica, eludimos el reemplazo por qy Y ,Yy hacemos la derivada directamen-

te, sin olvidarnos de la derivada interna:

g-2f 122 LR 10
dx X“ g x° X X< @
Ejemplo
3 5
Hallar df/dx para f (x) = ng "12
g4x +15
Hallemos directamente la derivada:
2
Sea u(x):sx2 1 y f(u):u5
4x< +1
x2 +19 B@x20. @y . 1Q (8%)
Ahora : ? ? ?
?x +1Q
2
df 9 _ .4 Ahora - du 36x +9x2 - 24x% +8x
du dx 92
§4x +1&
7]

Efectuemos las operaciones indicadas:

4
df _5883x3 -190 3x*+ox?- 24x?+8x _ 5(3x3- 1) (12x?* +9x? +8x)
dx  Cax2+1 (4x2 +1)2 (4x2 +1)®

Luego:

o _dy_5(3x3- 1)4 (12x4+9x2+8x)

dx dx (4x2+1)2
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1.5

funcién implicita

La funcién implicita es una en la cual la variable dependiente y la independiente van
combinadas; por lo tanto la variable dependiente no se expresa explicitamente en funcién
de la variable independiente, como por ejemplo 3xy+\/W =0, sen(xy)+ y2 =0 .

La derivada para la funcién implicita la hallamos mediante la aplicacién de las técnicas
de la diferenciacién y la regla de la cadena. Lo primero que debemos saber es con
respecto a qué variable se desea hacer la derivada. La nomenclatura mas usual para
definir una funcién es: y = f(x). donde x es variable y y la funcion.

El proceso se puede definir en 3 pasos:

a) Se deriva la ecuacion dada, aplicando la regla de la cadena y las reglas basicas de
derivacién.

b) Se agrupan los diferenciables.

c) Se despeja ﬂ para obtener la derivada.
dx

Ejemplo

Hallar dy/dx para x2+xy +y2 =7

La variable independiente es x. Derivemos la funcién con respecto a x mediante las
técnicas conocidas de la diferenciacion:

2 (o) 22l L

Conocemos las derivadas de X2 y de 7, esto es, 2x y 0. Hallemos la derivada para el

segundo término, tratandolo como un producto:

dy dy
— =X —+yA=x —+
dx (xy) dx y dx y

. . d
La derivada del tercer término es: Zyd—i
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Reemplacemos:

2 2
d(X Xty ) — 2X+Xﬂ+y+2yd—y:0
dx dx dx

Despejemos dy/dx:

dy _  2x+y

dx X+ 2y

Ejemplo
2

Hallar dy/dx para Xty =7

X-y

Derivemos la funcién como un cociente, teniendo en cuenta la regla de la cadena

(x-y) (@+dy/dx)- (x+y) (1- dy/dx) -0
(x- )2

Si x ! 'y, podemos multiplicar por (x -y)?

x-y) B+ hy)(a- dysax) =0
¢ dxg

Agrupemos los términos que tengan como factor dy/dx:
g_y(x_ y+X+y) tx-y-(x+y)=0
X

Efectuemos las operaciones indicadas:

Por consiguiente:

Ejemplo

w

Hallar dy/dx para x3y - 4x2y2 +5xy3 =5

(er:1[{81[eM diferencial
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Derivemos la funcién como suma de productos, teniendo en cuenta la regla de la cadena.

3x2y+x3ﬂ - 8xy?2- 8x2yﬂ+5y3+15xy2 Q:O
dx dx dx

Agrupemos los términos que tengan el factor dy/dx:
% (x3 - 8x2y +15xy 2) + 3x2y - 8xy 2+5y3 =0
X
Despejemos dy/dx:

dy _ 8xy2 - 3x2y- 5y3
dX  x3. 8x2y+15xy2
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Hallar dy/dx para las funciones siguientes:

X+3
21) xy=4 22) T=1
X7y
23) X3y:y3X2 +y5 24) 'X2+y2 =15
s WX Ay
) =+¥L =1
Jy WX
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1.6

ciales

Al definir la derivada aparece la notacion dy/dx; ahora nos proponemos definir dx y dy
denominados los diferenciales de x e y respectivamente, en tal forma que su relacion,
cuando dx 0, sea igual a la derivada de y con respecto a x. Partimos del hecho de que

y es una funcion de X, esto es, y = f(x),
El diferencial de x, es dx, es una nueva variable independiente y su dominio son los reales.
El diferencial de y, es dy es una funcién de x y dx, definida por:

dy = ¥ (x) dx |12

Los diferenciales de x y dy tienen las siguientes propiedades:

sidx =0, entoncesdy =0y

sidx * 0, entonces dy _diferencial de y en tér minos de Xy dx
dx el diferencial de x

d_y:M:f'(x) | 13

dx dx

es la derivada de y con respecto a x.

Obviamente, este ultimo resultado no nos trae nada de nuevo puesto que debidamente
definimos dy en otras palabras, lo planeamos de esta manera. Por ejemplo, siy =
(x3-1)® entonces f'(x) = 5. 3x? (x3- 1)4= 15x*(x3 - 1)*y dy = f'(x)dx, o sea: dy = 15x°

(x3- 1)*dx; también nos hemos acostumbrado a escribirlo:
B 152 (x3- 14
dx

Y si lo tratamos esto como una funcién y multiplicamos ambos miembros por dx:
dy=15x2 (x3- 1)4dx

La interpretacién geométrica de los diferenciables la podemos hacer apoyandonos

en la figura 1.4

(er:1[{81[eM diferencial
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FIGURA 3.4
Grafica para los
diferenciales

La curva representa la funcion y = f(x), y para cada caso trazamos la tangente a la curva
en el punto P. El diferencial dx = PR, obviamente es positivo, si R esta a la derecha de
P (como en (a) y (c)); en el caso contrario es negativo ((b) y (d)). El diferencial dy = RT,
es positivo si T esta por encima de R (como en (a) y (d), de lo contrario es negativo. En
todo caso:

dy _RT

=tan
dx PR q

f'(X) da la pendiente de la curva en P y por lo tanto:

dy = f'(x)dx =tanq(PR) =RT

RT es el cambio en y a lo largo de la recta tangente que generamos por un cambio dx en

X. En consecuencia:

a) dy/dx es la razén de cambio de y por unidad de cambio de X, y

b) dy es la cantidad de cambio en y por dx unidades de cambio en x a lo largo de la
tangente a la curva en P.

dy es la parte principal del incremento.
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Por lo tanto, en un punto P donde la funcién es diferenciable, el diferencial dy(o df) es
proporcional a dx; el coeficiente de proporcionalidad es la derivada en el punto. La

funcioén df es lineal en dx.

Para el caso en el cual la funcion esta definida mediante un parametro, digamos y = f(t)
y x = g(t), entonces el parametro es la variable independiente (t en nuestro caso) para la
funcidn, y la derivada de la curva en el plano xy la podemos expresar como una funcién
de t; en estas circunstancias aparece el diferencial de t, dt, como una nueva variable con

dominio en los reales, y los diferenciales de y y de x los'definimos mediante las ecuaciones:

dx = g'(t) dt

dy = f(t) dt

Y la derivada dy/dx la expresamos en la forma siguiente:

FFF

d_y:M, Si d_xlo 6
dx dx/dt dt

O también:

dy _ eldiferencialdeyen términos de ty dt 16b

dx diferencialde x en términos de ty dt

O lo que es lo mismo, la derivada de y con respecto a x es igual al diferencial de y dividido
por el diferencial de x si dx* 0, cualquiera que sea el parametro. Al ser nuevas varia-
bles, los diferenciales son susceptibles de un manejo algebraico como el de cualquier otra

variable, esto es una gran ventaja para los desarrollos pertinentes.

Ejemplo

Un hilo es estirado en tal forma que su longitud se incrementa en el uno por ciento (1%).
Suponiendo que el hilo es un cilindro circular recto de seccion transversal pequefia 'y que

el volumen permanece constante, ;en qué porcentaje decrece el radio?

(er:1[{81[eM diferencial
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Como dato del problema tenemos que el volumen es constante; designemos por X la
longitud; el area de la seccion transversal es A =p r?, donde r es el radio. El volumen V

es V = p rx; despejemos de aqui el radio.

S A AT
pX p
El radio lo podemos considerar como una funcion de la longitud, puesto que el volumen

es constante. Podemos calcular la variacion del radio mediante su diferencial:

dr= - % Xx'3/2dx

p

QI

Como necesitamos el porcentaje de variacién, dividamos la ecuacion del diferencial del

radio por la ecuacion que da el radio:

_i\/zX_S/de
ar__2Vp
r

Simplifiquemos:

dr

dar _ 1dx
r 2 X

Para pequenias variaciones, los diferenciales son del mismo orden que los incrementos,

entonces como: ax @i por consiguiente:
X 100
a_ 1 ax_ 1,1 _ -1
r 2 X 2 100 200

En consecuencia el radio decrece aproximadamente en 1/2 por ciento (1/2% 0.5%)
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1) Si y = 5x3, hallar el porcentaje en el cual se incrementa la funciéon cuando

X se incrementa en el 2%.

2) Si y = 1/x4, hallar el porcentaje en el cual decrece la funcién cuando x se

incrementa en el 1/2%.

3) Si 'y = 2x2, hallar el incremento aproximado en la funcién cuando x varia
de 5a5.01.

3

4) Siy = 1/, hallar la disminucion en la funcién cuando x se incrementa de
16 a 16.03

191019

€eco
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Lafuncion exponencial: existen muchos fenémenos que tienen un comportamiento
de tipo exponencial; essto quiere decir que la funcion se ajusta a una ecuacion del tipo:

y=A akx

donde A, a, k son constantes y ademas «a» es positiva y diferente de 1. Un ejemplo
sencillo es el monto de una deuda impuesta a interés compuesto; dicho monto esta

relacionado con el capital, la tasa de interés y el tiempo, mediante la ecuacion:
M =C (1+i)t
Donde M = monto = capital mas créditos
C = capital
i = la tasa de interés en base 1
t = el tiempo o0 mejor, el nimero de periodos de conformidad con la tasa

Para una deuda determinada C é i son constantes y las variables son el monto y el tiempo.

Otro ejemplo es la degradacion de un material radioactivo:

Q=Qpe X

Q = cantidad de material radioactivo en el tiempo t.
Q, = cantidad de material radioactivo inicial
k = constante

t= tiempo

En la ecuaciéon debemos restringir la base, es decir el nidmero que se eleva a una
potencial real, a los positivos diferentes de 1, debido a que en esta forma la funcion es de
reales a reales. Si la base es negativa hay que extender la funcién a los complejos, y debe

ser diferente de 1 para eludir la funcién constante.

En todos los casos el dominio de la funcion corresponde a los reales y su recorrido a los

reales positivos.
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La grafica para la funcién y = la vemos en la figura1.5con0<a<1lycona> 1.

FIGURA 31.5
Gréfica para la 3 2

funcion y = a*

Ademas, observamos que si a > 1 la funcion es creciente, esto esf (x,)>f (x1) si X, >xq;

para 0 < a < 1, la funcién es decreciente, es decir, f (x5)< f (x1) si x5 > x1.

Podemos cambiar la base para las funciones de tipo exponencial mediante la ecuacion:

b* = x log, b

Este hecho exige la seleccién de una base que tenga un manejo matematico sencillo y
ademas que sea de gran utilidad. La experiencia ha ensefiado que la funcion exponencial

debe definirse como:

y=a’ a>0
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Derivada de y = a*: la funcion y = a es la funcién exponencial tipica, para definir la

derivada, debemos asumir que a > 0.

La derivada es de la forma:

% =aX Ln(a)

Demostracioén:

Para y =aX , aplicamos la definicion: - lim

dx Bx® 0 Dx

si desarrollamos la funcién en mencion:

X Dx o)
X +Dx X a -1% xD
d—y:Iim a a =lim ga—ﬂzax Iim a 1

dX px® 0 Dx DX® 0 Dx DX ® 0 Dx

Al desarrollar este Gltimo limite, haciendo Dx cercano a cero por la derecha o izquierda
llegamos a que dicho limite es igual a Ln (a), por ejemplo para

oDx 4
lim — __ ~ @,6931 @Ln 2. Entonces :
Dx®@ 0 DX
d_y =X >Ln(a)
dx

Derivada de y = €: como consecuencia del caso anterior, podemos definir la derivada

de la «funcién exponente natural».

Siy=¢€X, entonces:

ﬂ:ex Lheb ﬂ: X ¢por qUé?
dx dx

Demostracion:

La demostracion sera un ejercicio que debe desarrollar el estudiante, con orientacion del

tutor.
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Podemos generalizar las derivadas para cuando la funcién exponencial tiene como variable
otra funcion, que a su vez es funcion de la variable, entonces:

y=al donde u es funcion de x. Entonces por la regla de la cadena:

dy =a! Lnaﬂ
dx dx

Igual para 'y =e",luego:

dy . du
X ° o
Ejemplo

Hallar la derivada de  y =f (x)=2%1
Solucioén:

-, — U
Vemos que es una funcion de la forma Y =a~ . Luego:

du

u=3x-1 — =3
y dx
y=2%y %:2” xLn 2, agrupando
u
ﬂ:d—y&:ZULnZB:SLn 2x2(3x-1) yaqueu=3x- 1
dx du dx

Y _31n 2 x 6% 1)
dx

Ejemplo

4x2-2
Hallar la derivada de la funcion: Y = 33( X )+10X
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Solucioén:

Vemos que se trata de una suma de dos funciones, la primera exponencial y la segunda

lineal. Derivamos cada unay al final las sumamos.

Llamemos: g (u)=3e!, entonces: % =3¢l
u

d
Por otrolado: u(x):4x2 - 2,entonces:d—)l: =8x

Agrupando:

dg_dg du_,ug o (ax?-2)
—~= —x— =3 BX ® —=24xe

dx du dx du

Ahoraderivemos h (x)= 10x

dh _

— =10
dx

Agrupamosl osresultados:

Y oy e(4X2' 2)+ 10
dx

Es verdad que la funcién exponencial de base e es su propia derivada. Es la Unica

funcién con esta propiedad.

Lafuncion logaritmica

La inversa de la funcion exponencial es la funcién logaritmica. Precisamente esta forma
se presenta en los libros de nivel introductorio; recordemos la definicién de nuestro
primer libro de Algebra: «EIl logaritmo de un namero es el exponente al cual hay que

elevar un namero llamado base para reproducir el nimero».

El logaritmo lo notaremos como:

y =logy x
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Esta notacion es para un logaritmo en base a. Si la base es el nimero e, se le llama

logaritmo natural y se denota Ln(x).

El dominio de la funcién logaritmo corresponde a los reales positivos, y, su recorrido a los reales.

Por conveniencia transcribimos algunas de las propiedades de los logaritmos.

a. logy1=0 b. logg, a=1

c. logg Xy =log, x+log, y d. log, (x/y)=logg x-log, y
e. log, x" =nlog, x f. logy b=1/logy

9. logy x=logy x/logya

Con esta Ultima propiedad vemos que el cambio de base en los logaritmos es cuestién de

una constante.
Derivada de y =log, (x) :

La derivada para la funcién logaritmo, la hallamos mediante la derivacién de la

funcién inversa. Sea Yy =logy (X) , entonces su derivada es:

dy__ 1 . oy
dx xIn (a) K?ﬁlyg = W(x) esto nos resulta

Demostracion:

Como Yy =logg (x) entoncessuinversasera a¥ = x

d

Derivemos con respecto a x: - yg =i (x) esto nos resulta :

dy
y = -
a’.lna =1
dx

Despejemos la derivada; obtenemos:

dy 1
dx  aYIn(a) =
‘©
3
Reemplacemos & por x obtenemos: :q—_)
@y__ 1 =
- o
dx xIn(a) 2
O
N
O
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Generalizando:

y =loga (u), siendo ufunciéndex :

1

- *

_uln(a)

g|e
gle

Derivada de y = In(x): al igual que en el caso anterior, la derivada de In(x), para x>0,

se obtiene por la funcién inversa.

Seay = In(x) , entonces su derivada es la forma:

dy

X

1
X

Demostracion:

Como y =loge (x) entonces su inversa sera: eY =x . Derivamos esta ecuacion por la

técnica de la implicita, entonces:

d s d

ax y?,, "X (x) desarrollando: €Y xg—z =1 , despejamos la derivada:
dy 1 y dy 1

—=—; pero e’ =x;luego : —=—

dx gy P d dx X

En general, para una funcién de la forma: y = In (u) siendo u funcién de x, entonces:

dy_1,du
dx u dx

Ejemplo

Hallar dy/dx para y = e‘/;

Hallemos la derivada mediante la aplicacion de la regla de la cadena u = JIx

dy _d mug,du
dx du ? g dx
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Efectuemos las derivadas:

ﬂ: _: J; [»] d_y: e&
i  2dx 2 O 2dx
Ejemplo
2
X2 . -x°
Hallar dy/dx para y = © +2e

Apliquemos la regla de la cadena con u = x? para el primer sumando,y v==x? para el segundo:

dy _ 1 d a&ex?¢,1 dae-x?0
_ = e X— e -+ —X— e =
dx 2 dx& g 2 dx& g

O también:
ﬂ:lxi§u9&+££2§vé>cdl
dx 2 d g dx 2 dx g dx

Efectuemos las derivadas:

B - LougxrLev V(- 2x) =20k eX - 2x ke X
dx 2 2 2 2

Expresemos la derivada en funcion de x:

2
X +e-X

2

d gee
o

Q- -0

Ejemplo
3

Hallar dy/dx paray = xe*

Derivemos directamente el producto:

Y X 4eX =X @1+x)
dx
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Ejemplo

eX-e X

Hallar dy/dx para y = _X

X +e

Derivemos el cociente:

Efectuemos las derivadas:

I R e

dx (ex +e-x)2

Efectuemos los productos del numerador:

2X - 2X 2X -2X @
e ™ +2+e - -2+e x
dy _ ? 2

dx

Simplifiquemos:
E,;\Eex2 te x2 :

0
E 2 3 4
dx

d

Ejemplo

Hallar dy/dx paray = x log x: log (X) = In (X)
Derivemos directamente el producto:

dy _ d(xlog x)

_ 1
=log X + X.=
dx dx X

Simplifiquemos:

j—i=1+log (x)=1+In(x)
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Ejemplo

ﬁx2+1

Hallar dy/dx para y =log ——
31/3x5 +1

Para facilitar la derivada,empleamos las propiedades de los logaritmos; podemos escribir la

funcién como:

/2

x“+1 1 2 1 5

y=log ———=— Iog(x +1) - —log (3X +1)
faxB+1 3

Derivemos la funcion:

dy_1 2 1 15"
dx 2 x241 33541

Los términos 2x en el primer sumando y 15x* en el segundo son las derivadas internas;

simplifiguemos:

dy  x x4

%241 H5+1

Efectuemos la diferencia:

dy—3l(6+x_\ 5IX6-5)(\4.—I X_5)\(41_ 2X6 \

dx (x2+1) (3 +1]  (x2+1) (30 +1)

Debemos resaltar la simplificacion que se presenta al aplicar las propiedades de los logaritmos.

Ejemplo

Hallar dy/dx para y = el/109%

Hallemos | aderi vadamed atel agd i cad ncel ared acel acadee

dy _d[¢199) _ de" du _de" d (1/log)
dx dx du dx du dx
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Efectuemos las derivadas:

dx  dx du dx
Reemplacemos las derivadas:
dy_eu x?f 1 9__elllogx
dx < xlogzxg x log 2 x

Ejemplo

Hall ar dy/ dx peray =(1 agx3?

Apliquemos la regla de la cadena: u = logx

dy _ dllogx)¥'2 _ d(us/z)&
dx dx du dx

Efectuemos las derivadas:

dlud/2 _3,2. du _d(ogx)_1

du 2 dx dx

Reemplacemos las derivadas

dy _§u1/2x£:§x(|ogx)1/2x£: 3(log xJ/2 _3.[Log(x
2 X 2 X

d_x - 2X 2X

Ejemplo

(X3 +1)1/3 (X5 _ l):US

Hallar dy/dx para y =
(x2+1)1/2

Hallemos la derivada mediante la diferenciacion logaritmica. Tomemos los logaritmos a

ambos miembros y apliquemos las propiedades de los logaritmos:

1 1 1
lo =Zlo (x3+1)+—lo (x5-1)- —lo (x2 +1)
gy 3 g 5 g > g
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Hallemos la derivada con respecto a x:

1dy 1 3 15t 1 2
y dx 3 x341 5x5.1 2 4241
Despejemos la derivada y simplifiquemos:
dy_yg x2 . x* oox U
dx " gx3+1 x°-1 x%+1§
Expresemos | aderi vadhenfud ondex:
5 .
dy_(x3+:lL)]J3 (3(5-1)11 éanZ N x4 ox 9
dx (x2+1)1/2 Sx3+1 x°-1 x%+13

Anarapodemos hecer | as gperadi anes i ndl caces:

oy _ (@3 (- U5 @205 -1 02 4 4x03 + 9 06+ x63 459 0

dx X2 +1 1/2 8 (X3 +l) (X5 _ 1)(X2 +1) B
dy _ (X3+1)1/3 (X5_ 1 /5 éeXZ (x7 +x9 - x2. :D+X4 (X5+X3+X2+1)- X (x8- w3 +x5. ) 9
dx (xz +1)J'/2 8 (x3+j) (x5 -1 (x2 +1) E

Sgamsonlasnultigicad aes

dy _ (X3+1)1/3 (Xs_ 1)1/5 B0 1 x7- x - x2ux®uxT exBuxh. xO4xd. xBuxO
2 31 (5 2 -
I I L 0 +3 (- 1) (x? +1) 5

Agr upemcs| Gsté&mi nos samg ates:

1/3 1/5
ﬂ:(x3+1) (x5-1) gex9+2x7+x4-x2+x9

N I I Y R L e T

Otamb én

1/3 U5 12
dy_(x3+1) (x5-1) (x2+1) (x9+2x7+x4- x2+x)

dx (x3 +1) (x5- 1) (x2 +1)2

(er:1[{81[eM diferencial
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Ejemplo

?/3x3—1 %‘/4x2—1 (x3+2x)

Hallar dy/dx para y= -
1+x

Como primer paso para hallar la derivada, tomemos los logaritmos a ambos miembros:

logy :élog(3x3- 1)+%Iog (4x2 - 1)+ logx + log (x2 +2)- % log (x +1) - X

Derivemos con respecto a x:

1 dy 19x2 _ 8x 1 2X 1

y & 5[ 1)+ 4@x2-1‘)+7+ W2+ 3(x+D)

Despejemos la derivada:

€ gx2 8x 1 2 1
=y é—f \ + +— + - -1
3

5(33- 1) 4(4x2 1) X x212 3(x+1)

dy
dx

[woxY eny e

Hasta aqui tenemos la derivada expresada en funcion de y y la suma de unas fracciones,

hagamos la suma de las fracciones:

ﬂ:ygﬂx (4x2 1)(x +2x)(x+1):t30,(3x3 1) x3+2x)(x+l)
g 35 b o 00 b2 1)

+15(33 1) {ax2- 1) X

)(x+1)+22< 15) ax3- 1) [ax2 - 1) (x) (x+1)
2 1)(x +2)x+1

5 - 1) - 1) 09 b +2) 15 o3 1] (4x2- 1)) P+ 2] o+ 0
15x(3x3-1)(4x2 )x +2)x+1 A

Efectuemos los productos y agrupemos los términos semejantes:

ﬂ—y - 180x 2 +498x8 +423x 7 + 234x® +554x° - 129x% - 1393 - 165x? - 10x + 30 U
dx 15x(33- 1) (4x2- 1) (x2+2) (x+1)

> GD)
feo Y
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Por ultimo reemplacemos «y» en funcion de x:

dy g%/3x3 -1 ‘\1/4x2- 1 (x3 +2X)
dx & e* 3 +x
é

oo o\C

- 180x 2 +498x8 + 423x " + 234 x5 + 554x° - 129x* - 139x3- 165x2 - 10x +3og
15% (3x3 - 1) (4x2 - 1) (x2 +2) (x +1) H

@D P> D~

Evidentemente, la derivada para la funcion propuesta es muy engorrosa, sobre todo si se

hace sin la derivacion logaritmica.

Hay funciones para las cuales la forma de obtener la derivada es mediante la diferenciacion

logaritmica.

Ejemplo

Hallar dy/dx para y = x*
Este caso es tipico de diferenciacion logaritmica; tomemos los logaritmos a ambos miembros:
log y = x log x

Derivemos con respecto a x:
1 dy 1
— — =logix)+ x x—=Log (x)+1
v g(x) + x %= =Log (x)

d
Despejemos la derivada: % =y ('—09 (X)"'l)

pero y = x X ; reemplazamos:

g_y = xX(1+ Log (x))=x* +x* Log (x)
X

Ejemplo

SenX)Tan’ 'x

Hallar dy/dx para Y =(

(er:1[{81[eM diferencial
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Tomemos los logaritmos a ambos miembros:
logy=Tan" l(x) log (sen x

Derivemos con respecto a Xx:
ldy,
y dx 142

_Log (sen (x ))

>~ +Tan’ 1(x)>cot(x)
1+x

log(sen x) + Tan” L (x) ﬁcos(x)

Despejemos la derivada y expresémosla en funcion de x:

c

Tan'x €log (sen (x))
pchiadi )
é 1+x

g—y =(sen x) +Tan” l(x)cot(x) {
X

oCc

recordemos quey :[sen (X)Tan'l(x) en este ejercicio.
Ejemplo

Determinar la derivada de: y = 2(3X2+4)

Solucion:

Seau=3x2+4 y y=2Y; por laderivada de la funcién exponencial

dy _,u du

—=2"4n(2 —=6x+0. Luego:

du @)y 5 =

Y_d, W Ln(2)»6x, reemplazandou por 3x? + 4, obtenemos:
dx du dx

—==1Ln (2)>Q(3X2+4) *6x reorganizando:
Y _6x Ln (2)>Q(3X2+4)

dx

Ejemplo

Hallar la derivada de: y = aln(2x-5) ; -1
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Solucioén:

Por ser una suma de funciones derivamos cada una y al final las agrupamos.

Sea: g (u)=4"; u(v)=In|v| y v(x)=2x- 5, ahora:

—_— = =2 L .
du dv v dx Hego
dy _ 4ln2x 5|xln(4)x;>Q reorganizando :
dx (2x- 5)

ﬂ:2|n|4| 1 ><4|n|2x-5|
dx 2x-5

dy _ 2in| 44"

dx in- 55

(er:1[{81[eM diferencial
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Hallar dy/dx para las funciones siguientes:

1) y:e]./x 2) yze-1/x+ellx
v / e
5 y=e VX+ellX y y=E
+X
1 1
5 y=log—— 6) Y=(x*+Dlog
1+x X2+l m
3 hl
+1
-
2
9) y:7“/;-; 10) y=logz(3**h (@)
11) y:(X2+1)X2+1 12) y=(e X +eX)X O

7eEOo
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trigonométricas

En primer término, recordemos que las funciones trigonomeétricas son periédicas y ademas
su argumento lo podemos expresar como un radian o en grado; sin embargo, preferimos
gue las funciones sean de reales a reales y por lo tanto su argumento lo expresamos

como un real, o lo que es lo mismo en radianes.

En este momento es bueno recordar algunas identidades trigonométricas:
a) La identidad fundamental:
senx + cos?x = 1

b) La funcién trigonométrica de x es igual a la cofuncion del complementeo (p/2-x).
c) COS (X = y) = COSX COSy + Ssenx seny;

d) Las funciones coseno y secante son funciones pares, esto es, f (-x) = f(x).

Las demas funciones trigonométricas son impares, o sea: f (-x) = = f(x).

Para hallar las derivadas de las funciones trigonométricas, hallamos la derivada de la
funcién seno, mediante la aplicacion de la definicion y el conocimiento que tenemos de lo
visto anteriormente.

Para hallar las derivadas de las otras funciones trigonométricas utilizamos las identidades
trigonométricas y obviamente las técnicas de diferenciacion.

La funcidn sen (x):
Empecemos con la derivada de la funcién seno: sea y = sen(x), entonces:

Dy = sen (x + Dx) - sen(x). Luego:

Dy

dy _ . .
— =lim —Z, entonces:
dx Dx® 0 Dx

(er:1[{81[eM diferencial




dy _ lim gsen(x)cos(Dx)- sen(x) + cos(x)sen(Dx) u por propiedad de limites
dx Dx® 0 & Dx Dx v
i sen((cos(Dx)-1) | cos(x)sen(Dx) separando limites
Cx® 0 Dx Cx® 0 Dx
sen (x ) #m cos{Dx)- 1+cos(x)><lim sen(Dx)
Cx® 0 Dx Dx® 0 Dx
lim M=O y lim sen(Dx) =1, reemplazando:
Cx® 0 Dx Dx® 0 Dx

sen (x)>0+ cos(x) A= cos(x), porconsiguiernte:

% (sen(x)) =cos(x)

Generalizando: sea y =sen (u) y u= f(x) podemos definir la derivada, utilizando la
regla de la cadena:

B~ cos(u)2
dx

dx

Funcién cos (x):

Ahora determinemos la derivada de la funcion cos(x). sea y = cos (X)

Dy =cos (x + Dx)- cos(x) Luego:

o

<

% dy _ lim Dy —lim cos(x + Dx) - cos(x)

8 dx Dx® 0 Dx Cx® 0 Dx

2

§-, dy cos (x)cos(Dx)- sen(x)sen(Dx)- cos(x)
= dx Dx® 0 Dx

@

lé dy cos (x)cos(Dx)- cos(x)- sen(x)sen(Dx)
] dx Dx® 0 Dx

<

= Y i {ecos(x)[cos(Dx)— 1] sen(x)sen(Dx) u
-g dx Dx® 0 § Dx Dx 4
()

©

©

=

=)

@

LL

® 336
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dy _ cos (x)(cos(Dx)- 1) i sen (x )sen (Dx)
dx Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx

Y = cos(x). lim cos(D)- 1 sen(x)>im sen(Dx)
ax Cx® 0 Dx Dx® 0 Dx

Como en el caso de sen (x), los limites propuestos estan definidos y sus valores son0y 1

respectivamente, luego:

% =cos (x)»0- sen (x)%, por consiguiente:

% (cos(x))= - sen (x)

Generalizando: seay =cos (u) y u =f(x), luego, por la regla de la cadena:

_ du
™ (cos (u))— sen (u)xd—x
Funcién tan(x): seay = tan (x), pero tan(x)=ii|;(():()) , luego: la derivada

se convierte en un cociente de dos funciones, veamos:

dy _ cos(x){cos(x))- sen(x)%- sen(x)) derivada de cociente
dx cos? (x)

dy _ cos® (x)+sen® (x) _

2 - -
= =sec” (x), por consiguiente:
dx cos? (x) cos? (x) )

2 ftan(x) = sec? (x)

También generalizando para tan(u), siendo u funcién de x, tenemos:

= (tan(u(x)) = tan(u)-

Funciones: cot (x), sec (X), csc (X): al igual que en los casos anteriores, estas funciones

tienen su derivada:

(er:1[{81[eM diferencial
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d ) . ) i ) du
ol (cot (x))— csc”x | Generalizando : Ix (cot (u (x)))— sec (u)x&
a4 (sec (x)) = sec (x)><tan (x) Generalizando : L (sec (u (x))) =- sec (u) xtan (u)><d—u
dx | dx dx

% (cscx)) =- csc(x) ctn (x)

También podemos generalizar:

% (csc(ux))) = - cscu)eot (u) xj%

Las demostraciones, se dejan como la primera actividad de los ejercicios. Las realizadas

en sen (x), cos (X) y tan (x); sirven como orientacién para hacer los restantes.
Como podemos ver, las derivadas de las funciones trigonométricas son relativamente
faciles de obtener, la idea no es memorizar las férmulas; sino comprender como es la

derivada de cada una. Los ejemplos y ejercicios propuestos, permitiran adquirir destreza
en la resolucién de derivadas de este tipo.

Ejemplo

Hallar dy/dx para y = sen(3x)

Para la derivada, apliquemos la regla de la cadena con u = 3x:

d d d du
Y -9 feon(a)) = L ()2

Efectuemos las derivadas:

%:% (sen(3><))=i (sen(u))x$

di (sen(3x) )=cos(u)x3,como u = 3x, reemplazando y obtenemos: % =3cos(3x)
X X
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Ejemplo 9

—

Hallar la derivada para y = senx

Para la derivada, apliquemos la regla de la cadena con u = sen (X)

B9 et )= o 2] =L 2

dx dx dx dx dx

Efectuemos las derivadas:

% = 2u xcos(x) = 2sen(x)cos(x)
X

Ejemplo o)

J

Hallar dy/dx para y = sen(x) cos (x)

La funcién es un producto, derivémosla como tal:

% =sen (x) xd—(:( (cos(x))+ cos(x) Xd—(j( (sen(x))

Hallemos las derivadas y efectuemos los productos resultantes:

%:senx( senx)+cosxcosx:0052 X- senzx
X
Ejemplo

]

Hallar dy/dx para y = tan (x* + 1)

Apliqguemos la regla de la cadena con u = (x* + 1) y derivemos:

™ ?an §‘< +1Q°- (tan( ))xd—u

25 dx dx g
c
Efectuemos las derivadas: %
=
dy _ d du 2 282 410
2 =— (tan(u)) x— =sec* (u)x2x = 2x sec +19
dx du ( ( )) dx () §< a %
°
S
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Ejemplo

Hallar dy/dx para y =sec® (2x +p/4)

Para la derivada, apliguemos la regla de la cadena: Y = ud; u=secv; v=2x+ p/4
entonces:
dy _dy du dv Aplicamos la regla de la cadena tres veces

dx du dv dx

Efectuamos | as deri vadks:

ay 3u?; Q- sec (v) tan (v);d—V =2
du dv dx
Reemy acemcs:
d—y=3u2 Xsec (v) tan(v)><2
dx
Expresemos | aderi vaenfuc dndex:
dy_d (sec3(2x +p/4)):63ec3(2x+p/4)>¢an (2x+p/4)
dx dx
Ejemplo

Halla dy/dx para y =tan [sen(2x)]

RPraladerivadg gdiqemoslaregadelacadea y=tan(U); u=sen(v); v=2X%,

at onces:
%:i (tan (sen (x))) = ¥ <34 IV
X  dx du dv dx

Ef ect temos | as deri vadks:

d—y=sec ( )d_u =cos(v); d—V=2
du dv dx

Reemy acemos | as deri vades:

dy = ?ec cos v)) (2)

B(presemos | aderi vadaenfunc ondex— =2 [se02 (sen2x)]c032x
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Derivadas de funciones Hiperbdlicas

En el curso de algebra, Trigonometria y Geometria Analitica, se estudiaron las funciones

hiperbdlicas, luego no debemos dejar pasar desapercibidas sus derivadas.

Funcién sen h(x): recordemos que senh(x) = (ex - e X) , luego definimos:

N

sea y = sen h (x), entonces:

% (senh(x))=cosh (x)

Demostracioén:

Para demostrar esta derivada, partimos de la definicién de funciones hiperbdlicas

sen h(x) y cos h (x).

i(?l?x-e_xggzixigx-e'x@:i X+e‘XQ
dx @2 g 2 dx g 2 [}

Esta ultima expresion, corresponde a cos h (x); luego:

d

I (senh(x))=cosh(x) Asi gueda demostrada la derivaa de la funcion seno hiperbdlico.

Si queremos generalizar a sen h(u); siendo u funcién de x, tenemos:

% (senh(u))=cosh (u)xg—z

Funcién cos h (x): la funcién coseno hiperbdlico esta definido como:

- — 1 X -X 0
y =cosh(x) = 5 ge *e g La derivada es de la forma:

% (cosh(x)) = senh (x)

Demostracioén:

Al igual que en el caso anterior:

d da »
—(cosh(x))—&gE € +e

dx

(er:1[{81[eM diferencial
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Siendo ésta uUltima expresion senh (x); luego:

% (cosh(x)) =senh(x)

Generalizando a cos h(x), con u funcién de x, tenemos:

% (cosh(u)) = sen h(x)%

X _ X
e -e
Funcién tanh(x): la tanh(x) se define como: y:tanh(x): < <
. senh (X e” +e
es decir: tanh (x)= . Luego:
cosh (x)

y = tanh (x), entonces su derivada sera:

% (tanh(x) )=sech? (x)

Demostracion:

Como tanh (x), se puede expresar como cociente de dos funciones, las cuales se conocen
sus derivada, entonces:
_d aesenh(x) 0_ cosh(x)>(cosh(x))— senh(x)xsenh(x)

dx gCOSh x) 5 cosh? (x)

3 (ann()

Luego:

dy _ cosh? (x) senh? (x) _ 1

=sech? (x , porconsiguiente:
dx cosh? (x) cosh? (x) &)

% = (tanh(x) )= sech? (x)

También podemos generalizar a tanh(x), con u funcién de x.

% = (tanh(u)) = sech? (u)xg—::
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Funcidn: coth(x).sech(x). csch(x): daremos la definicién de la derivada de estas

funciones y su generalizacién. Se deja como ejercicio la demostracion de las mismas:

Sea y =coth(x); entonces: j_x (coth(x))= - esch? (x)

Seay :sech(x); entonces: % (sech (x)): sech (x)>¢anh(x)

Sea y =csch (x); entonces: di (csch (x)):- csch(x)>coth(x)
X

Para estas funciones también podemos generalizar:

y = coth (u) para u funcién de x, entonces:

a (coth(u)) = - csch? (u) xdu
dx dx

sea y = sech(u); para u funcién de x, entonces:

= (sech(u))= sech (u) xtang(u) <

por altimo: sea y = csch (u), para u funcion de x, tenemos:

a (csch (u)): - csch (u) xcoth(u) XU
dx dx

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo
Sea Y =senh (3x2 - 5x) hallar suderivada:

Solucién: definamos Y :senh(u) y u=3x2- 5x,luego:

% = cosh(u)>(6x- 5) reemplacemos u, obtenemos:

dy (6x - 5)cosh (3x2 - 5x)
dx

(er:1[{81[eM diferencial
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Ejemplo 9.

—

Hallar la derivada de: y = tanh (cos (2x))

Solucioén:

Seay = tanh(u) y u= cos(v) y v = 2x calculemos las derivadas de cada funcién.

%zsechz(u); Z—l\jz - sen(v);%zz luego:

Y = sech? (u)X- sen(v))x2x) reordenando y reemplazando:

dx
% = - 2sech? (cos(2x))- sen(2x)
Ejemplo
3

Determinar la derivada de y =senh (Zx2 - 5) xtanh (e2x)
Solucioén:

Vemos que se trata de un producto de dos funciones, derivemos con la regla para producto:

% =senh (2x2 - 5) xsech? ( X)><2e2X +tanh(e2x)><cosh(2x2 . 5)><(4x)
X

reorganizando:

dy _ 2e2X xsenh (2x2- 5) sech? (ezx )+ 4x tanh (ezx)xcosh(sz - 5)

dx
Ejemplo
4
. _ tanh(5x)
Hallar la derivada de: y = W
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Solucioén:

Se trata de la derivada de un cociente, luego:

dy _sech (10x)>sec h? (5x)>6 - tanh (5x)>sec h (10x)><tanh (10x)><10
dx sech? (10x)

dy _5sech (10x)>sec h? (5x)- 10 tanh (5x)><tanh (10x). sec h(le)
dx sec h? (10x)

dy _5sech (10x)sec h? (5x) _ 10 tanh (5x)><tanh (10x)>6ec h(le)
dx sec h? (10x) sec h? (10x)

dy _ 5sec h? (5x) 10 tanh (5x)><tanh (10x)
dx  sech(10x) sec h (10x)
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Hallar dy/dx para las funciones siguientes:

1) y =sen (3x)cos(2x) 2) y=sen?x- cos® x
3) y=x3cos(x?) 4) 'y =sec(x)tan(1/x)
w2 3 e 16
5) y =sec4(x) +tan°(x) 6) y—sengx+tarl T
() o
. coshgew/x2 12 (D
yzsenh892x2-49 y:—e g
7) & p 8) tanh(in(3x- 2)) -
O
_cosh(le- ,xz)- sen(2x) _sech(tanh(Ln(3x+2))) P
9 ’ coth(x2 - 2) 10 7 coth (cos (!Sx2 - 3x3)) 9 .

SRR
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trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas son periddicas y por lo tanto no son funciones uno a uno;
razdn por la cual sus inversas son relaciones; sin embargo, si restringimos el dominio
de cada una de las funciones, las convertimos en funciones uno a uno y sus respectivas
inversas son funciones. La experiencia ha demostrado la conveniencia de restringir el

dominio como lo mostramos en la tabla siguiente:

FUNCION DOMINIO RESTRINGIDO RECORRIDO

y = senx P2 EX £p2 AEYEL

y = cosx 0£ X£p AEyEL

y = tanx p2<x <p?2 -¥<y<¥

y = cotx 0f£ xXE£p -¥<y<¥

y = secx 0f£ x<p2Ep2<x£p -¥<y £-1E1£y<¥
y = CScX P2EX<OE 0<x<p2 -¥<y £-1E1£y<¥

Existen dos notaciones de uso comun para las funciones trigonométricas inversas: ambas

se leen como arco de la funcion trigonométrica:

Arcsenx = Sen! (x) Arccosx = Cos™ (x)
Arctanx = Tan™ (x) Arccotx = Cot (x)
Arcsecx = Sec? (x) Arccscx = Csct (x)

(er:1[{81[eM diferencial
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Utilizaremos la segunda notacién, entre otras razones, por ser la empleada en las

calculadoras de bolsillo.

Hacemos hincapié en que la funcién la escribimos con mayudscula y la relacion con

minuscula.

A continuacion recordemos algunas identidades de las funciones trigonométricas inversas

gue nos pueden resultar muy utiles:

a) La funcién de su inversa o la inversa de la funcién es igual al argumento; por

ejemplo Sen! (senx) = sen (Sen! x) = x
b) Cos? (x) + Sen? (x) = p/2
c) Cos™ (senx) = Sen* (cosx) = p/i2 = x
d) cos (Sen-x) = sen (Cost x) = QL= x2
e) Tan(x) = Cot? (1/x), Sen(x) = Csc? (1/x); Cos(x) = Sec? (1/x)

Para deducir las derivadas de las funciones trigonométricas inversas; hacemos su inversa

y la derivamos como una funcion implicita.

Derivada de Sen™ (x):

dy 1

Sea y= Sen! (x) ,entonces:| dx - 1 X2

Demostracion:

seny =X

. . d
Derivemos la funcion con respecto a x; recordemos la regla de la cadena. cos yd—y =
X

Expresemos cos (y) en funcién de sen (y) mediante la identidad cos?(y) + sen?(y) = 1y

tengamos en cuenta la restricion de dominio, luego: cos(y) = \/ 1- Senz(y) ; reemplazando

12 dy dy 1 1
(1- senz(y))l =1 b —*= =
dx dx \/1- sen? (y) \/1— x?
o . dy (oo 1
Por lo tanto: o §en (X)ia_ —
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| ddy _
Derivada de Cos™ (x): sea y =¢os (X) entonces : B

Demostracién: por la identidad cos™(x)+sen ~1(x) :%,despejamos cos™1(x)

cos'l(x): % - sen'l(x)

Aplicamos derivadas, luego:

d “1( NG - d ap ) -1 o '.'_ d “1(,\0- d -1(,\b
&§os (x)é—&gg sen”*(x) =G —?en (x)‘.a—o &g‘ﬁen (X);'a

Por la definicion de la derivada de sen~1(x), ya que podemos resolver esta derivada,

1

d S, )0
entonces: d_X?OS (X)g_' 2

d 1
Derivada de Tan1(x): seay =Tan"1(x); entonces: % :1+x2

Demostracion: tenemos:y = Tan"1(x) U tan (y) = x,derivamos respecto a x

d _d 2 dy _ . dy Sdy 1
—(tan(x))—& yb sec (y) x& =1 despejamos e luego: — =

dx dX  sec?(y)

pero sec2(y)=1+tan2(y) por identidades trigonométricas y ademas tan(x) = x, luego

reemplazando: dy :L

X 1+x2
Derivada de Sec™ (x): La derivada para arcosecante la hallamos mediante la identidad:

Tomemos la derivada: Sec™1x =Cos™1(1/x)

50 & 10
i(&c'lx):ié%os'l 6é-_99:_ ; — i:
dx dx é Xy 1- (1/X)2 x2 &
Efectuemos las operaciones: <
4 @05-1%99: 1 1 3
dx & 20 x2«/x2-1 |x|w/x2-1 ©
| 2
E
O
®
@)
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Observemos que x? es un positivo y la Oc = Ix]. por consiguiente el cociente x2 /| x| es

un positivo, por eso el valor absoluto.

1
|x|1/x2- 1

d )
Por tanto: — (SGC 1X) =
dx

Derivada de Csc! (x): La derivada para Arcocosecante la hallamos mediante la

identidad: Cg¢ 1(x) =p/2- Sec’ 1(x)

Tomemos la derivada: d (Csc'l (x)):O- i(Sec'lx)
dx dx

I
|x|\/x2-1

Por lo tanto:  d_ (Csc'l(x))= 1
|x|4 x2- 1

Derivada de Cot™1(x):

dy 1

-1
=Cot ™ ~(x), entonces :
Sea Y ( ) dx 14 %2

Demostracion: se deja como ejercicio para hacerlo en pequefio grupo colaborativo.

Ejemplo

Hallar dy/dx para la funcién y = Sen (3x)

La derivada la hallamos de conformidad con la regla de la cadena: (u = 3x) y la derivada
para Sent (x):

dy_ d en-1(y)oxdY
dx du ?en (u)f?’xdx

Efectuemos las derivadas:

d ( 1 )_ 1 du _
— [sen =—— y —=3
du (U) 1- u2 y dx

Reemplacemos las derivadas y expresemos la derivada en funcién de x:

P IO B
X Ox 1- 9x2
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Ejemplo

Hallar dy/dx para la funcién y = Sen* &

Apliquemos la regla de la cadena: u = &

LI S ) P
dx du

Hallemos las derivadas:

d - 1 du 1
3 fsartt)- Y & ok
1- u2 24/ %

Reemplacemos las derivadas y expresemos la derivada en funcién de x:

11 1Ak
J1x 24x 2 x J1-x 2§<-x2%

& fon ()

dx

Ejemplo

Hallar dy/dx para la funcion y = Tan}(x?)

Apliquemos la regla de la cadena: u = x?

V- Prant §200= & gray 1)t

dx  dx & gy du g dx
i?ran'l(u)f;j:# y d_u:2)(
Hallemos las derivadas: du 9 1+u2 dx
- < 2
da §Tan L (x2)9= X
dx 2 14x4

(er:1[{81[eM diferencial
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Ejemplo y
1

Hallar dy/dx para la funcion y = Sen™ (cos(x))
La derivada la podemos hallar directamente o mediante la identidad Sen (cos(x)) =
p/2-x, entonces:

dy _d

dx  dx (Sen'l (COS(X))):;—X([)IZ- x)=-1

Ejemplo
5

Hallar dy/dx para la funcién y = sen (cos™(x)).

La derivada la podemos hallar directamente o mediante la identidad

sen ?03‘ 1(x)g = \’1- x2 , entonces:
dy _d _ -1 60 d el 20 1  -2x _ -x
____?é%eng%os ) 5= AR 172 172

dx dx 25 dx 25 o
_X_ _X_
o g
dx 1- %2
Ejemplo
6

Hallar dy/dx para la funcion y = tan (Sen (x))

Apliquemos la regla de la cadena: u = Sen*(x)

& == Ben Ben 1(x) 2= 2 (tan (u))

Hallemos las derivadas:

d C o2 du__ 1
w&mwn—w:uy T
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Reemplacemos las derivadas:
— 0
?en = sec ?en T
ra
dx dx / X2

Recordemos que cos (Sent(x) ) = GL-x2 por consiguiente:

1

-1, 6 1 _
sec? ?en (X)EJ_ o §en_ 1(X)g _1_ x2

En consecuencia la derivada es:

dy d R 50 _ 1
dx  dx ?an?en 1(X)rgag_ 2
Ejemplo

Hallar dy/dx para la funcion y = Cot™ (cos(x))

dy_d 9, du -
dx  du geot* ()z x 0" cos)

Hallemos las derivadas:

9 = - 1 —_— -
du g%Ot ;a 1+ u? dx sen(x)
Reemplacemos las derivadas:

Yo L genfy)) = =)
dx 1442 1+u? =
Reemplacemos u en funcion de x: g
(<))
o
dy_d @yt o _senx £
dx  dx ?Ot (COS(X))"Z’ 1+cos?
3
S
@)
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Derivada de funciones hiperbdlicas inversas

Al igual que las funciones trigonomeétricas; las hiperbdlicas tienen su inversa, como lo
analizamos en el curso de Algebra, Trigonometria y Geometria Analitica. Recordemos

estas funciones:

paa -1<x<1

O paa |x|>1 (-a,1)E (La)

&, [ .20
Sech™1(x) = L gu: paa 0 <x£1
S
& / 2 0
Csch'l(x)=Ln§; %; paa (- a,0)E (0,a)
2

Derivada de senh™ (X): seay = senh’(x), entonces:

dy _ 1

dx x2+1

Demostracion. Primer método

Como y =Senh -1 (X) P x =Senh (y) , derivamos respecto a x.

dy.I . dy 1

_ ay ay _ . _ 2
1=Cosh (y)xdx uego: Ix Cosh(y)’oomo Cosh(y)= 4/ 1+Senh?(y)
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Luego, x = senh(x), por consiguiente:

dy_ 1

dx x2+1

Segundo método

y =Senh'1(x) =Ln 8§<+ x2 +1 9 luego derivamos:
e I}

ﬂ :# xi ‘8?( +1/ x2 +19 desarrollandoestaderivada:
dx Y+ lxz +1 dx é I’
8
dy _ 1 x$1+ % - smplificando:
dx vy x2+1 é \/x2+1f0
ﬂ _ 1

dx /x2+1

Derivada de Cosh™ (x): Definimos y = Cosh™(x), entonces:

ﬂ:—l para x >1

dx 2.1

Demostracion:

Como Yy =Cosh” l(X)LAJ X = Cosh(y) , derivamos respecto a x. Entonces:

1=Senh(y) xﬂ p dy__1 pero Senh(y) =y Cosz(y)

dx dx Senh(y)

Ademas Cosh (y) = x, reemplazamos:

dy _ 1
dx
\

x2-1

Derivada de Tanh? (x): para la tangente hiperbélica inversa, el procedimiento es

similar: Seay = Tanh™ (x), entonces:

(er:1[{81[eM diferencial
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1 .
dy __ 1 para |x|<1 esdecir - 1<x <1
dx 1. %2

Demostracioén:

Como Y =Tanh” 1(x) U x= Tanh(y), derivamos respecto a Xx.

Entonces :1=Sech2(y)xg—i , despejamos dy /dx, obtenemos :

dy_ 1

=——— pero Sech? y)=1- Tanh?2 y) por identidade s.

Luego:

dy

=————— porotrolado: Tanh?(y)=x?; por consiguiente:
dx 1- Tanh“(y)

dy 1

dx  1-x

3 guedando demostrada esta derivada

Derivada de Coth? (x) Sech” 1(x)- csch™t (x) : vamos a definir las derivadas de
estas funciones, las demostraciones quedan como ejercicio para que los estudiantes las

desarrollen en pequefio grupo colaborativo y/o con el tutor.

Sea y:Coth'l(x), entonces: d_y: 1 para|x|>lesdecir (- a,]_)E (la)
dx 1. x2

Sea y=Sech™!(x) entonces dy__ -1
dx x V1- x2

Sea y=Csch }(x), entonces dy__ -1
dx | x| 1+x2

Ejemplo

Hallar la derivada de y = Sech™1 (3x2 - 5)

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!

........................................................



Solucioén:

du
Sea u=3x%-5. Luego : o = 6x. Entonces :

y :Senh'l(u) P dy_dy xd—u derivamos : — =
dx du dx d

du _ .
v 6x, reemplacem os :
X

d_y_ 1 6X

v X6X =
X .2 4

Ejemplo

Derivar: y = Tanh™1(In(2x))

Solucién:

Seau:In(v)yv =2x, luego:

si y=Tanh 1(u), entonceshallemos las derivadas

dy 1 du 1 dv
— = = = =2 d
du 1-y2'dv v’ odx adrtipando
dy dy du dv_ 1

1
2= =— — x— ¥, dmplificando
dx du dv dx 4. In2(2x) X P

dy _ 1
dx  x{1- In?(2x)

Ejemplo

Hallar la derivada de: Y =In (COSh' l(X))

(er:1[{81[eM diferencial
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Solucioén:

Seau:COSh'l(x), luego:

&1 y u___1 entonces:
du u dx \, x2.1
dy 1 1

1
dx  cosh™(x) sz-l sz-l Cosh 1(x)
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Hallar dy/dx para las funciones siguientes:

1) y:sen'lxll- x2 2) y=Sen l(tan(x));- p/4ExEp/4
-1
RSt 9y =cot (9. fran” 1 ()
1+ x2 rrl
a1 1 =sen” 1(2x) Cos 13 —
5) y=Tan 1(x) +Cot™1(x) 6) Y (2x) Cos™ *(3x) (D
-
. h~*(3Cos (2x)) O
7) y =Sec” ~(cos(x) +2) g) Y =Senh”~(3Cos (2x —
@)
@4x-50 Cosh™ 1 (4x - 2)

10) y=

9) y:Tanh'1 o

& x+2 g Senh™1(in(x))

9¢ 0

(er:1[{81[eM diferencial

........................................................



orden superior

Hemos visto que la derivada de una funcién es una nueva funcién notada por f “(x) o por
cualquiera otra forma de las que hemos mencionado anteriormente. A esta funcién, que
representa la derivada primera, la podemos derivar de nuevo para obtener una funcién
gue designamos por f ”(x) y que denominaremos la derivada segunda, es decir:

(F(x)="(x)

d
dx

Otras formas de notar la derivada segunda son:

ddy . 2

— y’, Dxy

dx

En general, si repetimos el proceso de diferenciacion vamos obteniendo las derivadas de
orden superior, esto es, la derivada de orden «n» es sencillamente la funcién que resulta

de haber aplicado el proceso de diferenciacion n veces, esto es:

(M (x) = % (f (n-1) (x))

Utilizamos el nimero natural entre paréntesis para simbolizar el orden de la derivada 'y
distinguirlo de la funcion al exponente «n». Aceptamos que 2 (x) = f (x), o sea, la

primitiva.

Otras maneras de notar la derivada de orden «n» son:

n n
ot ¥ Lty
dx" dx"
Tedricamente el proceso lo podemos repetir indefinidamente, sin importar que la derivada
sea nula o no. Por ejemplo, la derivada cuarta de f(x) = X% es cero para todo x y por

consiguiente la derivada de orden superior a la cuarta también sera cero.
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Ejemplo 1

e

Hallar la derivada cuarta para 'y = x*

Derivemos la funcién para obtener la derivada primera:

ﬂ = 4x3
dx

Obtengamos la derivada para la funcion 4x3 y asi hallamos la derivada segunda para la
funcion y = x*
2
ay_d (4x3): 12x2
dx?  dx

Derivemos de nuevo la funcion 12x2

dy _d

— = x2)= 24x
ax3  dx

Derivemos la funcién 24x

dYy _ 1
F— dT (24X)— 24

Luego la cuarta derivada de Y = x4 es24

Ejemplo o)

—

Hallar la derivada quinta para y = cos(X)

Diferenciemos sucesivamente las funciones:

dy _ -

vl (cosx)= - sen(x)

d’ _d mys_d

2 o Sax g dx (- sen(x)) = - codx)

(er:1[{81[eM diferencial
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Ejemplo

Hallar d® / dx® paray = x®sen(x)
Debemos derivar, en primera instancia, el producto de x? por sen(x),para luego derivar

las funciones que vayamos obteniendo:

(x2 sen(x) ): x? cos(x) +2X sen(x)

2 .
N R )

—2 = - x? sen(x) + 2x cogx ) + 2x cogx )+ 2sen(x)

—g = - x2 sen(x) + 4x cos(x )+ 2sen(x)
dx

&y _d =d
dx

a3 ( x2 sen(x) + 4x cos(x) + Zsen(x))

N|<

QI IO
Q—|D_

¢
8

3
d—gz- x2 cogx)- 2xsen(x)- 4xsen(x)+4cos(x)+2cos(x)
dx

&y

=- x? cogx)- 6xsen(x)+6cogx)
dx3
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Ejemplo

Hallar la derivada tercera paray =e2* senbx; a y b son constantes.

Derivemos el producto para obtener la derivada primera:

dy_d ( A X sen(bx)): e@Xa sen(px) +e?X b cogbx)
dx dx

% = %[ a sen(bx) +b cospx) |
X

Obtengamos la derivada segunda:

2 .
dy_d&=vo_d (eax[asen(bx)+bcos(bx)])

dx? dx gdx g dx

d2y

—5 =¥ (az sen(bx) +ab cogbx) +ab cosbx)- bzsen(bx))
dx

Obtengamos la derivada tercera:

ds)’_ d anZy('j_ d (ax

a2 senfox )+ 2ab coslpx)- b2 sen(bX)])

3
d_g =e® [a3sen(bx)+2a2bcosh - ab? senfbx)+abcos(bx)- 2ab? sen(ox)- b3cos(bx))
dx
3
d—)sl =X (agsen(bx)+3a2bcosb— 3ab?sen(ox)- b3cos(bx))
dx

En los ultimos ejemplos podemos observar que la derivada tercera tiene unos coeficientes
como los de la expansion del binomio (a + b)3; ciertamente existe una relacioén en los
coeficientes; esta relacion la hallamos en la regla de Leibnitz para derivada de orden «n»
para una funcién dada como un producto, digamos y = uv; dondeu=u (X) y v =V (x); la

cual establece:

dy _ d" ( g [n) -k K
—L=— (w)= u v
dx"  dx" ka:'o (k)

(er:1[{81[eM diferencial
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“Tn- r|]<!)1k!

Recordemos que (E) es el coeficiente binomial: (E)

Esta regla la podemos facilmente verificarla en los ejemplos 3 y 4 que acabamos de revolver.

Para el ejemplo 3: y = x?sen(x)

Tomemos u = x2 y v = sen(X), y hallemos las correspondientes derivadas para u y v.

2 3
u:xz; Q:Z)(; d_y:Z; d_y:O
dx dx? dx
V =senx; ﬂ:cos(x)' dv_ sen(x); d—:—cos(x)
Codx k2 L

Apliquemos la regla de Leibnitz:

3 .
ds_yzi(uv) :d_s (xzsen(x)): é_ (ﬁ)ds k(XZ) dk(senx)
dx® k=0 dx3 K axK

Reemplacemos las derivadas:

i(_gg (Xzse” X)ZO- sen(x)+3(2) codx) +3(2x) (- sen(x))+ x?(- codx))

Simplifiquemos la expresion:
3

:I? (Xzsenx): 6cosx)- 6xsen(x)- x* coslx)

Para el ejemplo 4: Y = €2 sen(ox)

Tomemos como u =e?X y v =sen(bx)

Hallemos las derivadas correspondientes:

y=edx. du_. ax. d_ZU:aZGax. ﬁza%ax
dx dx? dx
- av i d?v 2 ! ddv 3
V= sen(bx), —= bcos(bx), —=-b sen(bx), —=-b cos(bx)
dx dx? dv®

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!

........................................................



Apliguemos la regla de Leibnitz:

Py o)=L e sl () ) L fenlo)
0

dx®  dx3 dx
Reemplacemos las derivadas:

d3

dx

- b2 sen(b)x ) e cos(bx)

e?X sen(bx)) - 62X sen (ox) +3a%e**bcos(bx)+ 3ae?

Simplifiquemos la expresion:

3
3— (eax sen(bx)): X $3sen(bx)+3a2bcos(bx)- 3abZsenb- b3 cos(b)x)
X

Ejemplo

Hallar la derivada tercera paray = x° Lnx
Apliquemos la regla de Leibnitzconu=x® y v = log(x)

Hallemos las derivadas correspondientes:

2 3
u= 3, %:3)(2, Ezﬁx; E:G
dx dx? dx3
dv 1 d%v 1 dv 2
v:Ln(x); —=—; —_— = —=—
dx X dx? x2 A3 x3

Reemplacemos:

& )= fetni)-& (£ 25 )L (ot
0

dx® dx® dx3 K axK g
c
©

d® 1 ® 10 a020 2
— (x3Ln (x)):6 Ln(x)+3>6x><—+3(3x2) g —2¢+x3 —T ©
dx X X" g X" g o
S
O
QS
@)
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Simplifiquemos la expresion:

3

d

— (x3Ln (x))=6Ln (x)+18- 9+2=#6Ln(x)+11=6Ln (x)+11

dx

Derivada de ecuaciones parameétricas

Veamos ahora como hallar las derivadas de orden superior cuando la funcién esta
representada por medio de ecuaciones paramétricas, y = h (t) y x = g (t). La derivada
primera la obtenemos mediante la aplicacion de las ecuaciones.

dy _dy/dt _h'(t)

Observemos que la derivada es de nuevo una funcion del parametro y por lo tanto la

derivada segunda la hallamos mediante la aplicacion de las ecuaciones.

dy _ h'(t)

= = t ; =0(t

ax g q(r); x =g(t)

Por consiguiente:
d%y dg‘}e?i)t/ 2 d
— 2 = =qg(t)=— (g (t
T A= (@)
dt

La derivada es la de un cociente; por lo tanto:

_g®mh7)- h(t)g(t)
[d)]?

Reemplacemos esta derivada en la derivada segunda:

q(t)

gON (- NV
dy__ [gm]?

dx?2 g(t

Simplifiquemos la expresion:

d%y _ g@h"()- (g ()
o [gm]3

Mediante este procedimiento podemos hallar las demas derivadas de orden superior.
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Ejemplo

Hallar la derivada segunda (d?y/dx?) para la funcion expresada mediante las ecuaciones
paramétricas:

y = asen(t); X = bcos(t)

Hallemos las derivadas dy/dx y dx/dt:

dy dx
— =acos(t); —=-bsen(t
ot (t) " (t)
Hagamos el cociente: gdy/dt':g
edx/dt g

dy/dt dy acost a
= —==—=- —cot(t
dx/dt _dx -bsent bV

Entonces la derivada primera es - (a/b)cot(t) = q(t)

Hallemos la derivada segunda:

Efectuemos las derivadas indicadas:

q (t) =(a/b)csc?(t); dx/dt=-bsent
Reemplacemos:

d’ _(alb)es?() . a csP() . a _3
o2 bsen(t) | p2 senn) 2o

Ejemplo

Hallar la derivada tercera para la funcién expresada por las ecuaciones paramétricas:

X=t2/2 y=1-7

(er:1[{81[eM diferencial
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Hallemos las derivadas dy/dt y dx/dt:

d_y:_]_; d_X:t
dt dt

Hagamos el cociente: (dy/dt) / (dx/dt):

dx/dt dx t

Entonces la derivada primera es - 1/t =q(t)

Hallemos la derivada segunda:

d
d2y d alyo_ E(Q(t))

a2 Ox édxg dx/dt

Efectuemos las derivadas indicadas y reemplacémoslas:

dy_YE 1y
dx2 t t3
Hallemos la derivada tercera:
d
— t
dy_d @y2o_ q W)
a3 dx Sax? 5 ax
dt

Formas indeterminadas

Hay situaciones en Matematicas en donde el resultado obtenido no hace dudar sobre la

toma de una decisién, por ejemplo dos casos:

Lim Senlx) y Lim f(x)- 1(a)
X® 0 X x® a X-a
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son situaciones comunes en el clculo. La solucién al problema va més alla de lo analizado
hasta el momento.

En los casos propuestos, al resolver los limites obtenemos, como resultado: 9
conocida como Indeterminacion, ya que el numerador manda la operacion g ceroy el
denominador manda la operacion hacia el infinito. No hay coincidencia hacia donde
tiende el resultado.

0 ® operacion hacia cero
0 ® operacién hacia infinito
Aunque esta es la indeterminacién mas comun, hay otras; veamos las indeterminaciones

mas conocidas en calculo.

9, 2, a.a; 0% a% 1 om
0 a

para el caso a/
a

a ® manda la operacion al infinito
a® manda la operacion a cero

Las demas se pueden explicar de la misma manera, solo 12 no es facil demostrar que

es una indeterminacion, requiere mas vagage matematico.

Las herramientas Algebraicas y Geométricas no son suficientes para resolver el problema
gue permita eliminar dichas indeterminaciones. En 1696 el matematico francés
Guillaume Fracois Antoine de L"Hopital, publicé su primer libro de Calculo Diferencial,
donde presenta una técnica que resolvia el problema sobre indeterminaciones. En honor

a su nombre se le conoce como la regla de L"Hopital.

Regla De L"Hopital:

Si lim f(x)=0 y lim  g(x)=0

x® a x® a
li f(x)
Ademas: ;m® 3 g’(x) existe para cualquier sentido finito o infinito, L"Hopital demostrd
que

f(x)

Iim =lim _
x® a Q(X) x® a 9\

(er:1[{81[eM diferencial




La demostracién, la podemos consultar en un libro de célculo. Lo importante para
nosotros es aplicar dicha regla adecuadamente en las situaciones que se requieran. «Es

importante aclarar que dicha regla solo se puede utilizar en los casos

. a
- 0 — »

0 a

Ejemplo

Hallar Lim sen(x)
X® 0 X
- - ] sen(x) _ 0 . .
Solucién: valorando el limite tenemos ng) 0 -0 que es la indetermi-
X

nacion que permite utilizar la regla de L"Hopital.

sen(x) cogx) _

Luego: | i — =L — 7 = L = =
gy oy g ok el

Entonces:

sen(x
Lim ()=1
X® 0 X

Este limite ya lo habiamos demostrado geométricamente, por el teorema del emparedado.

Ejemplo

x2+5 -3

Calcular; Lim
X® x2- 4

Solucién: vemos que la funcién NO esta definida para x = 2. Luego como la

indeterminacion es de la forma 0 , podemos aplicar L"Hopital.
0

2X
1[x2+ -3 ; 21/x2+5 1 1

=Lim —_—

m R —— =
® 2 2x x®2 o[2,5 6

Recordemos como la derivada en L"Hopital OJO No es derivada de un cociente.
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Ejemplo

, X
Hallar Lim —
x® a X

Solucion: Si evaluamos el limite directamente obtenemos la forma & . Luego

a
aplicamos L Hopital.

Li
X

1 1
m X - Lil —. Evaluando: —=0
®a & x

im
® a ex ea

Ejemplo

Desarrollar el siguiente limite:

Lim [ sen(x) X

L . o . .
Solucion: evaluando directamente obtenemos la forma (o+ ) que es indetermi-

nacion: primero hacemos una transformacion, sea, Y :[Sen(x)]X entonces:

_olnlsm@l _ ginlsen ()]

y

si aplicamos limite a an[Sen(x)] no podemos aplicar L"Hopital ;por qué? Luego

hacemos una nueva transformacion:

iLn{sen (x)| O
y:eXLn[%(x)]x = e{ Ux %
la expresion del exponente, si puede tomar la forma a , entonces:
a
2
L -
Lim + M = L|'m + CL(X) = Lim + X
X® 0 1/x Xx® 0" _1/42 x® 0" Tan(x)
si evaluamos, volvemos a tener una indeterminacion % Luego volvemos a a plicar
2
. . . - . -2 . -2
L Hopital: Lim + X =Lim —X, si evaluamos: (O) :920
x® 0" Tan(x) Xx® 0 Secz(x) Sec2(0) 1

[ !

1L|r& +

_,1X®0 _ 0 _
Entonces: Y=¢€' X E—e =1

(er:1[{81[eM diferencial
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Nota: si al aplicar L"Hopital a una indeterminacion y ésta persiste, se puede volver a

aplicar L"Hopital hasta cuando se elimine dicha indeterminacion.

Ejemplo

X X
Hallar: Lim 4°-2
X® 0 X

. . 0 .
Solucidén: al evaluarlos directamente obtenemos la forma o Luego podemos aplicar

L"Hopital. Entonces:

X _ oX X X| 2
Lm A2 gy AL ZTNT G 4% n(d)- 2%n (2)]
X® 0 X X® 0 1 X® 0
Luego:
Lim  4*Ln(4)- Lim _ 2*Ln(2)=Ln(4)Lim 4% - Ln(2)Lim _ 2%, evaluando:
X® 0 X® 0 X® 0
Ln(4)- Ln(2) = LnE;aei 9= n(2), por consiguierte:
€2g
X X
Lim -2 =Ln(2)
X® 0 X
Ejemplo
1/x

. lim X
Evaluar: Y® ¥

La funcion presenta la forma ¥ hagamos y = x** y tomemos los logaritmos:
Ln (x)
Lnly)=—""
(v)==
Ahora, la funcién toma la forma ¥/¥. Apliquemos la regla de L"Hopital para evaluar el

limite del logaritmo de la funcién:

lim, )=l

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!
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Por consiguiente:  1Tm Ln(y)= tim x1/X =e0 =1
x® ¥ x® ¥

De los ejemplos nos queda ahora que no siempre es cuestion de aplicar la regla de L Hopital
para salvar la indeterminacion. En consecuencia, es necesario discernir cual es el caso,

para poder realizar una operacion exitosa.

(er:1[{81[eM diferencial




Evaluar los limites siguientes:

2 - -
N lim 5X 2+32x 21 2 lim sen(x) sen(y)
X® 3/5 20x°-17x+3 x®y X-y

3 im (eX - € X) - 2sen(x) 2 lim  Cos(x)- sen(x)
X® 0 2x3 x® pra €0
. h L}
. a0 ' P O
5 Iim ~_ - X*tan 6 lim xtan (X )- T
: X® D/ZgZ g *) ) X® p/zé %) codX) 5 CD
: ¥ ()
; X +1 02x 1 ’ a2 +10 ;
lim ¢ * Iim ¢ ; —
7) X® ¥ éx-2g 8) X ® ¥ 8)(2_15 O
1 NG
) ]
lim += lim (1+sen(x) )eseX
9 Jov gi X g 10 Y®o

L €0

17) lim tanz(x)gs/ZSenz(x)+3sen(x)+4-\/senz(x)+6sen(x)+29
X® pl/2 e [}

12) lim (cos(x)+ sen(x )JL/* 13)  lim (1' zx)sen(X)

X® 0
14)  lim b o)
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Calculo de laderivada mediante
lacomputadora

1.11.1 Derivadas y rectas tangente con Maple

El objetivo es utilizar Maple para resolver algunos problemas tipicos que involucran la

diferenciacion y la construccion de la recta tangente. Lo trabajaremos a través de ejemplos.

Ejemplo 4

Sea f(x) = 3x° - 4x? + 2x + 5. Hallar la ecuacion de la recta tangente en x = 1.
Lo primero que debemos hacer es entrar la formula para f:

>f.=3* XU3- 4*xU2+2*x +5;
f:=3x3- 4x2 +2x +5

La ecuacion de la recta tangente en el punto Xg €Sy - yo = m(x- X0 )donde y =f (xo)
es el valor de la funcion f en X0, y m = f"(x) es la pendiente en el punto. (x, es cualquier

valor en el dominio de la funcion). En Maple X, se escribre x0
Ahora, calculamos estas cantidades para la funcion dada:

>x0: = 1; y0 =subs (x = x0, f);
x0:=1
y0:=6

Para hallar la pendiente debemos hacer la derivada para f:
>f prime: = diff(f, x);

forime: =9x2 - 8x + 2> m:= subs (x = x0, fprime);

(er:1[{81[eM diferencial
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> m:= subs (x = x0, fprime);
m:=3
Asi, la ecuacion de la recta tangente es y = g(x), donde g(x) = y0 + m (x - x0):
>@g:=y0 "+ m* (x - x0):
g=3+3x
Ahora, hacemos las gréaficas de ambas funciones y = f(x) y y = g(x) sobre un intervalo
alrededor de x0 = 1. Para dibujar las dos gréaficas simultaneamente debemos cerrar las

dos expresiones entre corchetes, como en el siguiente comando:

> plot ({f,g} ;x =095..1.05, titld A function and its tangent lind);
(Ver figura 1.6)

PYCT: 30 T PPN PPN 1oL NN SIPUUpIS IEpISIpINt IS PN SR A S
6.16 i i i

C 00 o o0 =

] 1
C oo o o =
[ N ——
coodh oo oo d

6.04 : :

oo db oo oo

mmm e —— -4

FIGURA 3.6

Grafica parala funcion
y=3x"- 4x“ +2x+5 5.94
y larecta tangente en 592
enx=1y=3x+3

La recta tangente es una aproximacion buena para y = f(x) sobre este intervalo. Sobre
cualquier intervalo mas corto las dos graficas podrian ser indistinguibles dentro de la
resolucién de la pantalla. Esta propiedad de y = f(x), en la vecindad con centroen x = 1
y radioc pequefio, la resumimos diciendo que f es lineal localmente. Un hecho mateméatico
importante es el de que toda funcién diferenciable es localmente lineal en la vecindad de
cualquier punto donde la derivada existe.
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Ejemplo

Sea f (x)=3x2 - 5x +4, g(x)= tan(3x), y h(x) =4/ 7- 3x?>  .Utilizando Maple hallar cada

una de las siguientes derivadas:

i b d a&f(x) 0

a) O|X(f (x)g(x)) ) dx 900 5

; d_ o (x : q d&9x) 0
2§ ¥ dx EF(x)h(x) 5

d d
e) &f(g(x)) f) d—xf(g(h(X)))

Lo primero que debemos hacer es entrar las expresiones para f(x), g(x) y h(x)

>f:=3xY2- 55x+4; g:=tan(3*x); h:=sort(7- 3*xY2)

f:=3x2-5x+4
g:=tan(3x)

/12
h::(7-3x2)1

a) Nos resulta muy facil calcular la derivada utilizando el comando diff :

>diff (g, X);

(6x - 5)tan(3x) +3 (3x2 - 5x+4)sec2 (3)
Es claro que Maple conoce la regla para la derivada del producto.

b) Desde este punto no incluimos la respuesta de Maple, pero podemos hallar

simplemente por entrar el comando.

>deriv: = diff (f/g, X);

(er:1[{81[eM diferencial
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Aparece que Maple también ha diferenciado este cociente utilizando la regla del

producto. Podemos volver a escribir el resultado como sigue:
> normal (deriv);

c) Podemos hallar la derivada segunda, bien por diferenciar la derivada primera, o por
ordenarle a Maple que halle la derivada segunda directamente. Mostraremos aqui

los dos métodos:
>deriv 2:= diff(deriv, x);

Para que Maple tome la derivada segunda directamente incluimos x$2 en el comando
«diffs. La instruccién $2 ordena a Maple para que repita la operacién (esto es,

hacerla dos veces). De manera similar $n, ordena que lo haga n veces.

> diff (flg, x$2);

Por comparacion de los términos vemos que las dos expresiones para la derivada

segunda son las mismas.

d) En el comando que sigue notamos dos cosas. Primero, los paréntesis son necesarios
alrededor de f*h en el denominador. Segundo, suprimiremos la respuesta por
terminar el comando con dos puntos. Si deseamos ver el resultado, reemplazamos

los dos puntos por punto y coma.

> diff (g/f*h), x);

e) Esto es un ailustracion de la regla de la cadena. Es util redefinir f, g y h como

funciones, mas que como expresiones:

>f=x® 3*xY2- 5*x+4 g:=x® tan(3*x); h:=x® sqt(7- 3*x"2):
>1 Entonces:

> diff (f (g(X))), X) :

f) Otra aplicacién de la regla de la cadena, esta vez se aplica dos veces:

>diff (f(g(h(x))), x):

Es pertinente explorar otras aplicaciones de este programa que son muchas.

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!
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Derivar con el programa Derive

Para hallar la derivada de una funcién cuando utilizamos Derive es cuestién simple y
directa. Hay dos métodos para obtener la derivada de una funcién. La primera manera

es Autor la funcién en el area de trabajo. Entonces seleccionar el mend Calculus.
Seleccionar el differentiate y entrar los parametros para el orden y la variable de

. o . df .
diferenciacion. La digitada para hallar ™ es como sigue:

AUTHOR
3XU3- 4XU2+2X +5

Ejecutamos. Calculus Differentiate y respondemos con la variable de diferenciacion x
y el orden 1. Entonces ejecutamos Simplifly. Sale el resultado como sigue:

1:3x3— 4x2+2x +5
2:i 3x3- 4x2+2x+5
dx

3:9x2- 8x+2
En el segundo método:

Author (enter)
Dif (f, n) (enter)  (n= orden de la derivada)
Simplify (enter)

(enter)

La diferenciacion es un proceso, que en la mayoria de las veces, involucra solamente
unas pocas reglas, las cuales utilizamos en forma repetitiva. En adicién, aln para
funciones relativamente simples, tales como aquellas que utilizamos en los ejemplos, el
resultado rapidamente se va complicando y amplidndose, excepto en la derivada de un
polinomio. Por esto la diferenciacion se lleva muy bién mediante la computadora cuando
los calculos se lleguen a complicar. Por las mismas razones que hemos expuesto en las
unidades anteriores; no formulamos una autoevaluacion para hacer mediante un programa

de computadora.

Reflexién: los software permite simplificar el procedimiento de derivacién, pero por
ningln motivo sustituye el estudio de los contenidos del curso; mas bien es una
herramienta para comprobar el desrrollo de derivadas hechas manualmente. El estudio
de la teoria es fundamental para comprender los alcances del calculo diferencial.

(er:1[{81[eM diferencial
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Autoevaluacion

X -2 _|X-2|
x+1 b)Yy = X +1

1) Dadas las funciones:

a) f(x)=

Hallar f(0); f(0:f (2):f (- 2)if @ 2) 1 [/2); |fw2)l;
YO Y@ Y@ Y(-2); Y(4) ¢Bxige f(-12),yY (-1)
2) Dadas las funciones:

F2)=2%2 y y(2) =222

Hallar F(O); F(2); F(3); F(-1); F25); F(-15; Y (0); Y(2
Y (x)+ F@®; Y(-2) A

3) Dadas las funciones:

y =senx; v=logy; u= 1+v2;e<presarucomofunci()nx.
4) Sif(x)= (x3 - X); Y (X) =sen@2x);hdlar :

eep 00
2 f?eﬁg b) flye)] 9 vy ()

5) Expresar explicitamente a «y» a partir de las funciones dadas:
a) Ln(x)+Ln(y)(y+1)=4 by 2X*Y ?2—x%=x3+7

6) La ecuacion que gobierna cierto movimiento rectilineo es:
s=t3+3/t
Hallar la velocidad promedio durante el intervlao que va de
t=44a t+ Dt, donde Dt es:

a) 2 b) 1; c) 0.1 d) 0.03
7) La masa (en gramos) de una varilla delgada no homogénea AB
que tiene una longitud de 30 cm. esta distribuida de acuerdo con

la ley, ¢, en centimetros m = 3I° + 5l
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Donde | es la longitud de la varilla medida desde A. Hallar:

a) Ladensidad promedio de la varilla
b) Ladensidad lineal
1) en el punto que dista 5 cm. de A,

2) en el extremo de la varilla

8) Lacantidad de calor, Q, requerida para elevar la temperatura de una unidad de masa de agua,

desde 0° a t°C esta dada por:
Q =t + 0.00002t2 + 0.0000003t* (cal/gr)

Hallar el calor especifico del agua en t = 30°C y en t= 100°C.

9) Hallar el incremento de la funcion y = x2 en el punto X, = 2 cuando el incremento Dx es:

a) 2 b) 1, c) 05 d) 0.1

10) Hallar el cociente Dy/Dx bajo las condiciones dadas, para las funciones siguientes:

a) y=2x3-x*+1 parax=1 Dx=0.1

b) y:& parax=4; Dx=04

11) Hallar las derivadas para las funciones siguientes:
a) %/1/? b) x4x ¢ 0.7x> d) P/x

12) (En qué punto, la pendiente de la tangente a la parabola cubica y = x° es igual a 3?

13) Diferenciar las funciones siguientes (X, vy, z, t, u, v, con las variables; a, b, ¢, m, n, p, q son

constantes).
2
a) x4 (1/3)x3+25x%- 03x+01  b) 2v/x - 1, 43 ¢ Mme+nz+dp
X p+q
5 3
0 1 0 ve- 2v
o yx B -xr1l o Wx+1) L. f Y-V
1/—?( '] (1 ) Nl 21vel

(er:1[{81[eM diferencial
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14) Hallar la derivada para la funcion en el punto indicado:

a) ()= (x%+x+1 (x%- x +1); evaluar °(0) y (2

2
b) s(t) :% + % ; evaluars'(0) y s'(2)

¢ Y(2 =%; evaluar Y '(1)

15) Diferenciar las funciones siguientes:

5
%®) 420 2
a) (BGx3+x?-4)° by Y= X - I A —
gl+x ' 2-)(-19
%1
1+x — (2 3/2 .
I = dyu(v)=(vc+v+2) y evaluar u’()
A v )

16) Diferenciar las funciones siguientes:

_ tan(x) __sen() _
a y= b)S—m o) y =+[tan(x/2)

d) y=coti1+x2

17) Diferenciar las funciones siguientes:

- 18x-10

a)  y=xSen Ix+v1- x2 b)y=xsenxTan x c) y=Cos m:
2

_gen1_Sena sen(x)

d y= 1- cosacos_ixj

18) Diferenciar las funciones siguientes:

3, 9X
a) Yy=x10% b)y:x *2

_1-10%
e* 1+10%

g y=eS (@)

® Facultad de CienciasisESEERANPENEME RSS!
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19) Diferenciar las funciones siguientes:

(x+1)3 4x- 2

X - COSX -
a) Yy=x b) Y =(senx) ) Y=
5'()('3)2
. X 2
, .3 -
d) yzgex £ €) y:5a+xe“/x_9 f) y:3X 31+|0g\ll+x2+Tan'1(x)
el+xg & p 3x

20) Hallar la derivada dy/dx para las funciones siguientes:

a) X1/2+y1/2:a1/2 b) X3+aX2y+be2+y3 =0 C) 2X+2y:2X+y

21) EIl lado de un cuadrado es de 80mm. ;Cual es el incremento en su area si el lado es
incrementado en:

a) 10mm? b) 5mm? c) 1mm?

Hallar la parte principal del incremento en el area del cuadrado y estimar el error relativo

(en porcentaje) que se presenta al reemplazar la parte principal por el incremento.

. . 1+
22) Hallar el valor aproximado en el incremento de = %zg; cuando x
variadep/3 a p/3+1/100
23) Demostrar que la funcion «y» dada por:
Tan™! % = Iogwlx2 +y2
satisface la relacion x(dy-dx) = (dy + dx)
24) Hallar los limites siguientes:
) ‘-1 . xM-aMm ] cosx log(x - a)
a) lim b) lim — ¢ Im X_ A
X® 0 sen(x) x®a xN-g" Xx® a” logle” - €
P e
. - £ e +X u
d lim (tanx)?X-P & im  x #9E€ D5 D im glog(Lrxf 1%
x® p/2 X® 0 x®0 g X2 X4

(er:1[{81[eM diferencial
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OBJETIVOS

Reconocer la direccion de la curva de una funcion y

expresar la ecuacién de su recta tangente y normal.

Hallar los puntos extremos de una funcion.

Hallar los intervalos en los cuales es creciente y en los cuales

una funcion es decreciente, es decir, el sentido de variacion

de la funcion.

Resolver problemas de tasas relacionadas.

Hallar la velocidad y la aceleracién de una funcién posicién.

Analizar funciones econémicas, por medio de elasticidad,

ingreso, impuestos, otros.

Describir matematicamente situaciones de tipo fisico,

geomeétrico, quimico, econémico, otros.

Resolver problemas de optimizacién.
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INTRODUCCION

n el capitulo anterior, analizamos los métodos analiticos
del céalculo diferencial, el siguiente paso es utilizar dichos
métodos para la solucién de problemas en los diferentes campos
del saber como la ingenieria, la administracion, las ciencias

humanas, las ciencias agrarias y demas.

El calculo diferencial es un area de las matematicas que tiene
gran utilidad y por ende en este capitulo analizaremos el sentido
de variacién de una funcién, problemas de optimizacion,
determinacion de maximos y minimos, fenémenos fisicos,
econdémicos, ingenieriles y donde se presetan cambios a través
del tiempo.

En muchos fendmenos de la naturaleza, la funcién que lo
describe esta determinada, en otros se debe construir dicha
funcién a través de la descripcion del mismo. Es un punto que
aqui abordaremos y sera la demostracién de la transferencia
gue el estudiante haya desarrollado, por lo cual es pertinente
un buen trabajo de reconocimiento y profundizacion en este

curso académico.

Los problemas analizados son tomados de la realidad y para
su comprension y entendimiento es pertinente leerlos las veces
gue sea necesario, no debemos preocuparnos si a primera vista
los vemos complicados, ya que con un trabajo organizado y
una buena cantidad de ejercicios resueltos, podemos acercarnos
a la adquisicién de habilidades y competencias cognitivas, para

resolver problemas de diferentes campos del saber.

Es importante ser persistente en la resolucion de problemas
donde se requiere el célculo diferencial, esto nos llevara a

excelentes resultados.
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| 2.1

de la derivada

Comezamos nuestras aplicaciones de la derivada con la parte geométrica que esperamos
resulte lo suficientemente sencilla para nuestros estudiantes. temas como la direccion
de una curva, la recta tangente y normal a una curva; el sentido de variacion de una

funcion; la convexidad de una funcién, son los conceptos que expondremos a continuacion.

2.1.1 Direccion de una curva

Ya hemos establecido que para una funciéony = f ( x ), es posible determinar, mediante la
derivada, la pendiente de dicha curva:

edy 6

¢——+ = pendiente de la curva en el punto Po. 4.1
Caxops P P (41)

La direccién de una curva, en cualquier punto, la definimos como la direccion de la recta
tangente a la curva en ese punto. Si ges el angulo de inclinacion de la recta tangente,

entonces la pendiente es igual a la tangente trigonométrica de q y por ende:

&l

3 tan q= pendientedela curva en cualquier punto
X

En la figura 3.7 presentamos las graficas de unas funciones; puntos como A, Dy F donde

la direccion de la curva es paralela al eje X, la recta tangente es horizontal.

g = 0; y por tanto ﬂ:o
dx

En puntos tales como B, Cy E donde la direccion de la curva es perpendicular al eje X,
la recta tangente es vertical.

d
q = 90° y por esto d_i llega a ser infinita
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Con el siguiente ejemplo daremos mayor claridad a lo expuesto.
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Gréfica de funciones
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d. Hallar donde la inclinacién es de 45° (q = 45°)

e. Hallar los puntos donde la direccion de la curva es paralela a la rectax + 3y -7 = 0.

Solucidén

a- Si hallamos la derivada y calculamos su valor en x = 1, tendremos la tangente
trigonomeétrica de ¢, por consiguiente:

Yoo ax-11 six=1p EX0o31)2.40)-11=-12
dx edx gy =1
tan q =-12 y por condguiente

tan"l (-12) = q = 94° 45 49.11"

Recordemos que para la inclinacion de la recta, el angulo va de cero a ciento ochenta
grados: 0 £ q<180°, esta es la razon por la cual hemos asignado a arco tangente de
-12 el angulo de 94° 45 4911, En la calculadora, nos daria un angulo de

- 85° 14 10.89" ; para llevarlo al intervalo deseado simplemente le sumamos 180°.

dy
c. La direccién de la curva es paralela al eje 0X cuando ax 0; entonces:

%:3)(2-4x-1lb 3x2 -4x -11=0
X

Aplicamos la formula cuadrética:

_4xJ16-4(3) (-11) 2+ [4+R

6 3

Entonces la curva presenta dos puntos donde su direccion es paralela al eje 0X, a saber:

<
(]
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X1:2+§/§ y X2:2-§/§
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Nos falta calcular el valor de la ordenada:

y:x3-2x2-11x+12;

3 2 )
2+ 3 22+ /370 ®2+,[37 9 @2+,[37 6

s x=—Y"_p y= T 26 SR e )
3 8 B

Efectuemos las operaciones:

_8+(3) (4) J37 +(3) (2) (37) +37.,[37 pArafITes 2+.[37 .
27 9 3

Simplificando:

_ 822 8+74 2 ., R 7 +37,f3r 83 ¥

27 9 3 27 9 3

Efectuemos las sumas

230- (82) (3) - 22 (9) + (12) (27) , 49- 8(3) - 11(9) IE;

Y= 27 27
_10 74 J_ 110- 74 1/
2- 37
Paa x = su valor sera

110+ 74 37

27

Los puntos donde la direccion de la curva es paralela al eje 0X son:

@2+,[37 10-7437

g 3 27

2-.[37 10+74.[37

3 27

Q- o
<
('D‘O"OEB
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d. La tangente trigonométrica de 45° es igual a 1, por lo tanto debemos igualar la
derivada a 1 y despejar el valor de x.

d
ﬁ = 3x2- 4x-11 entonces para dy=1 p 3x2- 4x-11=1

Aplicamos la formula cuadratica a 3x? - 4x - 12 = 0O:

Lo d J16-4(3) (-12) 2+, [4+36 2+2[1+9 2:+2.[10

6 3 3 3

. 2+24/10
. Ahora hallamos el valor paray si X= —

®2+2,[10 0
y i ¢V ey
3 3 3 &

.3 2
_ 22109 ge2+2m%
§ § o o

Efectuamos los productos:

- 8+3(4)(2(10) + 3(2)(4)(10)+8(10) /10 4+8710 +40
27 9

1-2% 2“/5 +12

Agrupamos:

o 8r20 880 2 ., 24 10 +80410 16410 22410
27 o 3 27 9 3

Efectuamos las operaciones y simplificamos:

y- 248-264;98 +324+104-g§-198 mzllo-gz@

2- 21/10
.Para X= —3

el valor de y es:

110+142 /10
> (Comprobarlo)

2

Los puntos donde la inclinacidn es de 45° son:

<
(]
c
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@2+2,/10 110-142 J10 gy 22- 2\/5, 110 +142 JEQ
¢ 3 27 28 3 27 g

2
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e Recordemos que la recta y la curva son paralelas si tienen la misma inclinacion, es

decir, la misma pendiente; la pendiente para la recta es:

1+3ﬂ:0, 0 Sea ﬂ:-i’
dx dx 3

1
Ahora igualamos la derivada de la curva a - 3 Para hallar los puntos donde la curva es

paralela a la recta:

B 52 a-11 b X2-4x-11=-1/3 b K2- 4x- 2 =0
ax 3
Aplicamos la formula cuadratica:
4+ [16- 4(3)(-32/3) _2%.[4+2 2+
6 3 3
. Parax=28/3 elvalordey es:
y=(8/38-2(8/3)2-11(8/3) +12=212 128 88 4,
27 9
_512-384-792+324 _ - 340 _ 340
y = = Py=-—
27 27 27
4
. Para x= - 3 el valor de y es:
y=(-4/3)3- 2(- 4/3)2- 11(- 4/3) +12= - D& 32,88 15 - 04-96+3%6+3A _ 50
27 9 3 27 27
560
p =
y 27

Los puntos donde la curva es paralela a la recta X+3y- 7 =0 son:

(813, - 30/27) y & ar3, 20
e 2l g

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Puesto que una curva en cualquier punto tiene la misma direccién como su recta tangente
en el punto; el angulo entre dos curvas en un punto comun serd el angulo que hacen sus

rectas tangente en el punto.

Ejemplo o,
[ A=

Hallar el angulo que hacen el siguiente par de curvas en su interseccion: y? = x +1;

x2+y?=13

uy

!..__

e

kA e

FIGURA 3.8

Graéfica para la circunferencia
x2+y2=13vy la pardbola
y?=x+1

Lo primero que debemos ver es la simetria respecto al eje 0X de las dos curvas, por
consiguiente, nos limitaremos a un solo punto. Ahora debemos hallar el punto de corte

de las dos curvas:
y2 =x+1 e y2=13- x2 como y2 = y2’ b x+1=13- x2 b x2+x-12=0

Despejamos a x mediante la formula cuadréatica. O mediante la factorizacion hallamos
los valores de X, por este Ultimo procedimiento: (x+4)(x -3)=0 esto indica entonces
gue los valores de x son menos cuatro y tres; pero para y?= x + 1, no tiene significado

menos cuatro, porque y? es positivo; entonces solo tiene sentido x = 3.

8
o
c
(<]
S
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=

©
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Hallemos ahora las derivadas:

2 dy dy 1

=x+1 b 2y—=1p —=—
Para Y =X ydx 2y

2 2 _ dy _ dy X
Para Y tx°=13 P 2y&+2x =0b &__;

El punto de corte es: y2 =x+1 b y2 =3+1p y=+ 2. Solo consideramos el punto en
el primer cuadrante, debido a la simetria. Debemaos calcular los valores de las derivadas
en el punto (3, 2):

dy 1 sedy 0 1

2

=x+1p L=—p ¢g-LF ==

Para ¥ dx 2y de 2(3,2) 4
2.,..2 dy X = gedyo 3
+x4=13p —Z=--p g2+ =-2>

Para Y ax y g X 23.2) >

Recordemos que el angulo entre las rectas es:

tans2- tan s

tan a = ——m
l+tans2 tansi (4.2)

Reemplazamos los valores obtenidos

-3/2-1/4 _ -714 _-7/4 _ 14

tan a = = =
Ma = (3214 1-3/8 58 5

Ahora el angulo a lo hallamos por la inversa:

a=tan 1 (-14/5) = - 70° 20 46.23'
Como el angulo debe ser positivo entonces:
a= -7020 46.23' +180° =109°39 13.7

Estos valores los hemos obtenido mediante una calculadora de bolsillo.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Ecuaciones de larectatangente y normal. Lalongitud de la subtangentey
la subnormal

AY

1
[ T R
] 1

le e b=

[
] ]
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R A [
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1
-1
]
S T P

FIGURA 3.9
Grafica para la recta tangente
y normal paralacurvay =f(x)

La ecuacion de la recta que pasa a traves del punto ( x,, y,) y tiene la pendiente m es:

Y- Y, =m(x- X))
Si la recta es tangente a la curva AB en el punto P, ( X, y, ), entonces m es igual a la

pendiente de la curva en (x,, y,). Si notamos este valor de m por m, y el punto de

contacto por P, ( X, ¥, ) la ecuacion de la recta tangente TP, es:

Recta tangente y-y,=m (X-Xx)

La normal siendo perpendicular a la tangente, su pendiente es el reciproco negativo de
m,, y puesto que también pasa a través del punto de contacto P, ( x,, y, ); tendremos

para la ecuacion de la normal P, N.

1
Ecuacion de la recta normal y-y,=- o (X- %)

<
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El segmento de la recta tangente el cual esta comprendido entre la interseccién con el eje

Xy el punto de contacto, lo denominaremos la longitud de la tangente (TP,); y su

........................................................



proyeccion sobre el eje 0X la llamamos la longitud de la subtangente (TM). De una manera

analoga, tenemos la longitud de la normal ( P, N ) y la longitud de la subnormal (MN).

MR,
En el triangulo TR, M; tangq =m, :T_I\/T por esto

. _Y
Entonces:  longitud de la subtangente = -4
m, m

MN
En el triangulo MP.N; tang=m. = VB por esto:

MN = mMP, = my,  Entonces: longitud de la subnormal = m,y,

Debemos hacer una aclaracion: si la subtangente se extiende a la derecha de T, algunos
autores la consideran positiva; si lo hace a la izquierda, negativa. Si la subnormal se

extiende a la derecha de M, la consideran negativa; si lo hace a la izquierda negativa.

Ejemplo

Hallar las ecuaciones de la tangente y normal, y las longitudes de la subtangente y
subnormal a la curva x2? - 4y? =9 en el punto (5,2).

Lo primero que tenemos que hacer es obtener la derivada y luego calcular su valor en el
punto dado, esto es, (5,2). Entonces:

Mediante la aplicacién de la ecuacion de la recta tangente es:

2
—i b 5x-25=8y-16 b 5x- 8 =9

ol

La ecuacién de la normal la obtenemos mediante la aplicacion de la ecuacion de la recta
normal, tenemos:

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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2.1.2

N

<

P -8k +40 =5y - 10 P 5y+8x =850

1] o
ol

X_

La longitud de la subtangente la obtenemos mediante la ecuacion para dicha recta.

La longitud de la subnormal, la hallamos mediante dicha ecuacion.

MN = longitud subnormal = my, =

| o
~—~
N
N
1l

NGNS,

('D-Oﬂg
Q -O:

Extremos de una funcion

Los valores extremos de una funcién, son comunmente conocidos como maximos y
minimos, de los cuales se tienen varios tipos. Es pertinente inicialmente hacer referencia
a lo que es un intervalo compacto, el cual se considera un intervalo cerrado finito, sea

I = [a, b] un intervalo compacto.

Extremos absolutos: sea la funcién y = f (x) definida en el intervalo I, con
IT R. Los valores maximos y minimos de f (x ) en I, se le conocen como los valores

extremos de la funcién; luego:

1. Unvalor f (c ) es un maximo absoluto de f (x)si: f(x) < f(c) paratodo x en

el dominio de f ( x).

2. Unvalor f (k) es un minimo absoluto def(x)sif(x)> f(k) paratodo xen el

dominio de f ( x).

Teorema: sealafuncion y=f(x), continuaen el intervalo | = [a, b] , entonces f (x)

siempre tendrd un maximo y un minimo absoluto en 1.

El teorema anterior nos garantiza la existencia de extremos absolutos en un intervalo
compacto.
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\\ /,
' Minima L..L

T ! I I
a b a b

m
@]

A
A

Ejemplo
1

Determinar los extremos absolutos para la funcion: f (x ) = sen (x)

Solucioén:
y
T P Para la funcion f (x) = sen ( x ), en el intervalo
[0, 2p] tiene un maximo absoluto en
i i — X f o)
p 2p gp/vzl un minimo absoluto en
% 1% / 24 y
1+ S~ f ?VQ: -1
Ejemplo
2

Identificar los extremos de la funcién: f(x) = x*

Solucioén ,
|
La funcion f ( x ) = y2 tiene un
minimo absoluto en f (0) =0 /
pero no tiene maximo absoluto en el o //
intermedio de los reales. = = X

® Facultad de Ciencias JEEERR-RI CAIEIE Y \V5)
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Extremos frontera: cuando uno de los extremos de la funcion f ( x ) esta en las

fronteras del intervalo |= [ a, b] , se dice que f ( x ) tiene extremos frontera.

Las graficas ay b de la pagina anterior, presentadas en el teorema de extremos absolutos
son ejemplos de extremos de frontera.

Extremos relativos: los extremos relativos o locales, se dan sobre intervalos
abiertos. Sea f ( x ) una funcion definida en el intervalo I= (a,b) entonces:

1. El valor f (c) es un maximo relativo de la funcién si: f (x) < f(c), para todo x en
I; que contenga a c.

2. El valor f (k) en un minimo relativo de la funcién si: f (x) > f (k ), para todo x en I,
gue contenga a k.

De acuerdo con lo anterior, todo extremo absoluto; excepto extremos de frontera, son
también extremos relativos o locales.

Como es obvio, surge la pregunta ¢como se obtienen los valores extremos? Los Unicos
valores del dominio de una funcién, donde pueden tomar valores extremos, son los

llamados valores criticos y los valores extremos frontera.

Valor critico: los valores criticos de una funcién y = f ( x ) son aquellos para los

cuales se cumple una de las siguientes situaciones:

a. f(c)=0

b. f* (¢ ) = No existe.

Para encontrar los valores extremos, se procede de la siguiente manera:
1. A partir de f ( x ), se obtiene f' ( x)

2.Seiguala f' (x)acero; f (x)=0

<
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3. Se evalua f ( x) en los valores obtenidos, donde el valor mayor nos indica un maximo

y el valor menor un minimo.
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Ejemplo
1

Hallar los valores extremos de la funcién: f(x)=x2 en el intervalo I=]- 21]

Solucién

Hallemos f'(x) b f(x) =x2 ; f'(x) =2x. Ahora:f'(x) =2x =0 b x=0, sera el
Unico valor critico.
Luego: y
Méaximo
absoluto
f(0)= 0 mimino absoluto
f(-2)=4 maximo absoluto

f(1)=1 +

Minimo
-+ ) absoluto

Ejemplo
2

Sea la funcién f (x) = - 2x3 +3x2, hallar los valores extremos en l }é 2]

Solucién

Hallemos f (x) = - 6x? + 6X

Ahora: f'(x) =-6x2 +6x =0 P -6x (x+1)= 0P x=0y x=-1

1
Valores criticos: - > 0,1 2 y
Para la funcién dada: >
f(-12) =1 1
f(0)=0

l
f(1)=1 maximo absoluto T |
f(2)=-4 minimo absoluto

® Facultad de Ciencias JEEERR-RI CAIEIE Y \V5)
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Ejemplo
- _3
Dada la funcién: f (x ) f (x) = 3[x hallar los valores extremos.

Solucién

Primero hallemos f' ( x)

fr(x) = 3~ }é Esta funcién f' ( x ) no esta definida en x = 0. Luego la funcién NO
tiene valores extremos en x = 0. (Analice con su tutor esta situacion)
Los valores extremos de las funciones se dan solo en los puntos criticos o puntos

frontera. Pero no siempre cualquier valor critico o punto frontera nos indica la presencia
de un valor extremo.

Teorema: seaf (x) una funcion definida en el intervalo I, luego si f ( x ) tiene un
extremo relativo en un valor ¢ T | | entonces ¢ es un valor critico.

Demostracion: investigarlo en libros de calculo.

El reciproco del teorema anterior no necesariamente se cumple. Para reforzar el teorema

anterior, veamos el siguiente teorema:

Teorema de format: seay=f(x) una funcion definida en el intervalo I, el cual

contiene c. Si f (x) tiene un extremo local en cy si f' (¢) existe, entonces f' (c)=0.

Demostracion: la demostracion se deja como ejercicio para que consulten en libros de

calculo.

A continuacion analizamos dos teoremas sobre funciones derivables, es decir, funciones
continuas en intervalos compactos, conocidos como teoremas de existencia, ya que

garantizan la existencia de valores extremos.
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Teorema de Rolle: Michel Rolle, un matematico francés (1652-1719) propuso en

1691 un teorema que lleva su nombre.




Sea f ( x ) una funcién continua en el intervalo compacto [a,b] y diferenciable en el
intervalo abierto ( a, b ), de tal manera que si:

f(a)=f(b) =0, entonces existe un numerocen (a, b) tal quef (c)=0.

y
El teorema de Rolle garantiza
n
la existencia de un valor /
extremo en el interior de un /
intervalo cerrado. /
Yo .
} } } X
a C b

Demostracion: la demostracion matematica para este teorema se basa en algunos
resultados técnicos sobre conservacion del signo en un limite, lo que escapa a los alcances
de este curso. Sin embargo, utilizaremos la geometria como camino para una

demostracion del teorema en mencion.

El contenido geométrico del teorema establece que existe un valor c en el que la derivada
de la funcion se anula. Geométricamente el punto es aquel donde su recta tangente es
paralela al eje x. Como la funcién es continua en el intervalo compacto y diferenciable en
el intervalo abierto, luego la recta de la tangente para la funcién en algin momento debe
hacerse horizontal.

Ejemplo
Sea la funcién y ( x ) = X - 4x + 2, definida en el intervalo [0, 4 ] Verificar que la
funcion satisface el teorema de Rolle.

Solucidn: la funcién y ( x ) es continua en el intervalo propuesto, ademas, es
diferenciable en dicho intervalo.

Ahora hallamos f (a ) y f (b ), entonces:

f(0) = 0-4(0)+2 =2
f(4)=(4p-4(4)+2=2

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Luegof(0)=f(4)
Como la anterior cumple la primera parte del teorema, entonces, debe existir un valor ¢
en (0,4) tal que f' (c) =0.

f(x)=2x-4=0p 2x=4 p x=2

Vemos que ¢ = 2, estd en el intervalo ( 0, 4). Por consiguiente el teorema se cumple.

Ejemplo

Dada la funcidén: f (x ) = x - x3, definida en [ 1, 1]. Aplicar el teorema de Rolle para
hallar el valor c, tal que f (c) = 0.

Solucioén: la funcién f ( x ) es continua y diferenciable en el intervalo definido. Ahora
hallemos f (-1) yf (1), entonces:

f(-1)=(-1)-(-1p =0 _
F(1)=1-(1F =0 > f(a)=f(b)

Cumpliéndose la primera parte del teorema, seguimos el proceso para hallar c.

f'(x)=1-3x2 Como f' (c)=0,entonces:

1-3x2=0p 3x2=1p x2=1/3p x=—t =+33
3 3
Existen dos valores para c.
La funcién tiene dos valores 4 \5/3
criticos: ﬁ y - E
-3 3

diferencial




Ejemplo

Para la funcion f ( x ) = x2+ 2x? - 8x + 1, definida en el intervalo [O, 2] , aplicar el teorema
de Rolle para hallar el valor o valores criticos.

Solucidén: la primera parte del teorema se cumple, es decir, continuidad,
diferenciabilidad y f (a) =f (b ). Entonces procedemos a hallar c.

f'(x)=3x2+4x-8

Resolviendo la ecuacidén por la cuadratica:

-4+ 112
xt=— V" @1007
6
- 4. 112
e =—— @28

El teorema de Rolle solo aplica para x, = 1,097 ya que este valor esta dentro del intervalo
definido. x, no cumple el teorema debido a que esta fuera del intervalo definido.

Teorema del valor medio: llamado también el teorema de Lagrange, es
una generalizacion del teorema de Rolle. Para este teorema se elimina la condicién de

que f(a)=f(b); es decir que los valores de la funcion en los extremos del intervalo sean
iguales.

Sea f ( x ) una funcién continua en el intervalo compacto [a,b] y diferenciable en el

intervalo abierto ( a, b ) luego debe existir un valor c en el intervalo ( a, b)) tal que:

_f(b)-f(a)

f'(c) b a

El teorema nos indica que la gréafica de una funcién f ( x ), continua y diferenciable en el
intervalo [a, b] , tiene una recta tangente no vertical Tenel punto c1 (a,b), lacual es

paralela a la recta secante S, que une los puntos a 'y b.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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X

Demostracion:

En la gréafica vemos que f ( x) y
es lacurva, g (x) es la recta
secante, luego:

D (x)=f(x) - g(x) y =909

Ahora:
9 0= (- b +1(b) x
Luego:
D (x) = f(x) - EEM (x-1)+f (b) 2
b-a g
Como D(a) = D(b) =0 b D'(c) = 0, por el teorema de Rolle:
D'(x) =f'(x) - W Pero D'(c) =0 luego
oy = (D) -f(a)
f'(x) = ~ p.a - Asiqueda demostrado el teorema.

NOTA: la pendiente de la recta tangente en (c, f (c¢)) es igual a la pendiente de la recta
secante que pasa por (a,f(a)).
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Ejemplo
Dada la funcién f (x) = x3 - 12x, en el intervalo [- 1 3]. Hallar un valor de C, que

satisfaga el teorema del valor medio.

Solucidn: Vemos que la funcién es continua y diferenciable en el intervalo propuesto.

Ahora:
f(-)=(-1)3-12(-1) =11

f(3)=(3)%-12(3)=-19
Hallemos f ( x ): f'(x) =3x2-12. Luego: f'(c) = 3(c)? - 12, siguiendo el proceso

f(3)-f(-1) _ 2 -9-11 _ o
tenemos: T 3 (-1) =3(c)” -12P 4 =3x"-12 depejando ¢ y obtenemos:

2=12-5_7, ._. /1:1,53
3 3 13

La solucién sera: ¢=153. H valor - 153 no se toma ya que no pertenece al intervalo
considerado.

Ejemplo
Establecer si la funcion f (x) = 31/X2 en el intervalo [ 8,27] cumple el teorema del

valor medio.

Solucidn: la funcién es continua en el intervalo propuesto, ahora:

f (-8)=4
f(27) =9
£ 2
Ahora: (x) = 3% Aplicando el teorema:
f(b)-f(a) = (c) b 9-(+4) __2 pi: 2
b- a 27-(-8) 33/_(; ¥ 3¢

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Despejando ¢ tenemos:
c= 102
Vemos que 102, no pertenece al intervalo definido; ademas, f' ( 0 ) no existe.

El teorema del valor medio no se cumple para este caso, debido a que f ( X ) no es

diferenciable en todo el intervalo propuesto. Podemos graficar el ejemplo anterior:

Ejemplo

Demostrar que la funcién f (x) = |x| en el intervalo [ 2,2] no cumple el teorema del

valor medio.

Solucidén: la funcién es continua en el intervalo propuesto, pero no tiene derivada
para x = 0, ya que:

f'(x) =-x para (-2,0)
f'(x) =x para (0,2)

Luego la funcién no es diferenciable en
el intervalo (- 2, 2). Esto hace que el

teorema de valor medio no se cumpla.

diferencial

x




Ejemplo

Dada la funcién: p (x) = x Ln(x). Para el intervalo [1,6], verificar el teorema de

Lagrange.

Solucion: la funcién es continua y diferenciable en el intervalo dado. Luego:
f(1)=1Ln(1)=0
f(e)=eLn(e)=e

f(b)-f(a €-0
€ . € 1
—— =1+Ln(c). D anosC: Lh (¢)=z — -1= ——
o1 (c). Despej () o1 o 1
1 0
Luego: ¢ —— =
*{eis

El valor de c esta en el intervalo (1, e), luego el teorema de valor medio se cumple en
este caso.
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Responder falso o verdadero en las siguientes expresiones:

1. Siunafuncion f (x) tiene un punto critico en C, entonces f ( x ) tiene un extremo

local en dicho punto.

2. Si la funcion g ( x ) tiene un extermo local en Xo, entonces g ( X ) tiene un punto
critico en dicho punto.

3. Si una funcién f ( x ) esta definida de R ® R, continua en el intervalo I, su

derivada nunca se vuelve cero, entonces no tiene extremos locales.

3

4. Si f ( x) es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f ( x)

siempre alcanza un maximo y un mimino en dicho intervalo.

Para las funciones dadas, determinar los valores criticos y los puntos criticos, en

101019

el intervalo dado.

5. f(x) =x2 +3-1 [-3,1] 0p
6.y (x) =|x| [-2,2]

W
7 1) == [0.2] o0
8. G(x) =(x-1)3 [-33]

9. h(x) = 3x% - 24x3+66x2 - 72x [0,15]

10. H(x)=Ln (x2 - 4x) [512]
11,1 (x) = x += [12] 3
X g
2
(]
12. J(x) =263 [0.5] g
©




2.1.3 Sentido de variacion de una funcién: monotonia

Lo que deseamos es determinar los intervalos en los cuales la funcién va creciendo y en
los que va disminuyendo. Para ello tracemos la recta que une los puntos ( x,, f(X,))y

( x,, T (x,), por conveniencia hagamos x, > X,, calculamos la pendiente de esta recta:

X2- X1

Por nuestra hipoétesis el denominador es positivo, por lo cual el signo de la pendiente de
recta lo define el numerador, si f (x,) > f(x;) entonces el cociente es positivo, de lo
contrario es negativo; pero ademas, podemos analizar que nos sucede si X, tiende a x; ;
en otras palabras que sucedera con la derivada de la funcion, entonces si la derivada es

positiva la funcion sera creciente, de lo contrario decreciente.

Definicion: sea la funcion f ( x ), definida en el intervalo I, donde 11 R ; ademas, f ( X)

es derivable en I. Entonces:

f(x)escrecienteenl,si f* (x)>0, paratodox| I

f(x)esdecrecienteen |, si f' (x)<0, paratodox | |.
Por ejemplo la funcién f(x)=x? es creciente en el intervalo x >0, ya que:

' (x) = 2x es mayor que cero. f ( x ) es decreciente en x < 0, ya que f' ( X ) = 2x es negativa

en este intervalo.

Ejemplo

Para la funcion f(x) =2x3+ 3x?- 36x + 12, hallar los intervalos en donde es creciente

y donde es decreciente.

Para esto debemos hallar la derivada:

f'(x) =6x2+6x-36

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Deseamos el conjunto de puntos que hace que la derivada sea positiva, entonces factorizamos

la derivada y vemos en qué intervalos el producto es positivo y en cuales es negativo.

6x2+6x-36=6(x>+x-6) = 6(x+3)(x-2)

Entonces 6 es positivo; X + 3 es positivosi x>-3y X -2 es positivo. Six > 2; de los
cuales podemos afirmar que la derivada es positiva si x> 2 osi x <-3. Parael intervalo

- 3 < x < 2 la derivada es negativa. Asi pues, la funcién en creciente para

(-¥<x<—3)U(2<X<¥); y es decreciente para (- 3<x< 2).

Observacion

Debemos llamar la atencién, aungue nos parezca un tanto repetitivo, al hecho de que si
f(x,) > f(x) con x, > x, no necesariamente en el intervalo (x,, X,) la funcién es
creciente, puesto que en este intervalo no podemos garantizar que la derivada sea positiva,

&l o
asi por ejemplo, la funcién f(x) =cos g;; para el intervalo (0.1 < x <0.2), presenta
6_ @l

el
las condiciones enmarcadas: cosgo—lv—- 083907153 cosg

9= 04080820z: |4
7]

02 g

) ] . . o1 el o i

diferencia entre f (x,) - f (x,) es positiva, pero la derivada f'(x) = 5 %n ¢x , S€ comportaasi:
1 el o_ 054402112 1 el o_ - 095892427

f'(0.) =—— sen¢—+=- —————— f'(0.2)= —— sen E— = a
(0D =561 " o1, oor Y (0D gm M oz, 004 asten

los dos puntos extremos la derivada es negativa, pero por ejemplo para x = 0.15 el valor
de la derivada es:

e 1

- 0.37415123
€015

£'(0.15) =
015 (0.15)2

. 0
(0.15)? 2

Vemos que la derivada cambia de signo por lo tanto no podemos afirmar que la funcién

— oL O . .
f(x) =cos¢ - es creciente en el intervalo (0102).

Ejemplo

Hallar los intervalos donde la curva - ¢ x? es creciente y donde es decreciente.

Lo que tenemos que observar es el signo de la funcion, el cual es positivo en todo su dominio.

<
(]
c
(<]
S
(]
=
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f(x)= e—x2 p f'(x) :-2xe'x2 b f"(x) :e'X2 (4X2—2)
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Puesto que - x? es positiva, el signo de la derivada primera lo da el factor - 2x, asi si x <0
entonces f (x)>0 ysix>0 entonces f' (x) <0, por locual la funcién es creciente para

el intervalo ( ¥ ,0) y es decreciente para (¥ ,0).
Ejemplo

Sea la funcion: f (x)=2x3- 3x2 - 12x +7. Determinar la monotonia de al funcién.

Solucioén: primero determinanos:

B 6x2- 6x- 12= 6 (x2- x- 2)
dx

Factorizamos: 6(x- 2) (x+4)

Luego los valores criticos son: x =2 y x =-1. Ahora: Como 6 es positivo, el valor de la
funcidn lo dan los factores (x-2)y (x+ 1). para los valores criticos, identifiguemos los
intervalos, a saber:

Primero: ( - a, - 1), segundo (- 1.2 ), tercero (2,a )

Hallemos f' (x) para el valor en cada intervalo y este nos dira cdmo se comporta la funcién

en dicho intervalo.

Para el primero:
f'(-2)=6(- 2)2 -6(-2)-12=24, luego f' (x)>0en el intervdo (- a, - ),

luegof (x)escreciente. - 2 esta en el intervalo (-a,-1).

Para el segundo:
f'(0) = 6(0)2 -6(6)-12=-12, luego f'(x)<0, en el intervalo (- 1,2) entonces f(x)
es decreciente, 0 esta en el intervalo (-1, 2).

Para el tercero:
f'(3) = 6(3)2 -6(3)-12 =54 - 30 =24, luego f'(x)>0, entonces f ( X ) es creciente.
3 estd en el intervalo (2,a).

Veamos graficamente el comportamiento de esta funcién:
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15

y(x) = 2X-3%-12x + 7

-15

Concavidad: el concepto de concavidad estéa relacionado con la curvatura de la gréafica de
la funcion.

: , :
\// X f{;

Céncava hacia arriba Coéncava hacia abajo

El sentido de concavidad de la grafica de una funcion, esté intimamente ligado a la segunda
derivada, segun el siguiente teorema:

Teorema: seaf (x) una funcién definida en el intervalo I, ademas f ( x ) es dos veces
derivable en I, siendo | T R . Luego:

S f'"(x)>0 para todo x 1 1, entonces la gréfica de f ( x ) es concava hacia arriba en el
intervalo 1.
S f'"(x)< 0 para todo x T |, entonces la gréafica de f ( x ) es concava hacia abajo en el
intervalo 1.
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El teorema nos establece la relacion entre el signo de la segunda derivada y la concavidad de

la misma.

Para determinar la concavidad de una funcion, ésta se debe derivar dos veces y observar

como se comporta la segunda derivada en el intervalo definido.

Ejemplo

Determinar la concavidad de f (x) =x°- 4x3 en x=1

Solucién: primero hallamos f''(x) . Entonces:
f‘(x)=5x4 - 12x2

f'(x)= 20x3 - 24x

Hallamos: f''(x=1) =20(1)3 - 24(1)=20- 24=- 4

Entonces: f''(x=1) <0, luego f ( x ) es cdncava hacia abajo en x = 1.

Ejemplo

Identificar el sentido de concavidad de la gréfica de la funcién:
f(x)=x8+x*+x2+7 paa IT R
Solucion:

f'(x) =6x° +4x3 +10x
f"(x):30x4+12x2 +10

Vemos que ' (x ) para todo X IR, siempre serda positivo, luego:

f'(x) >0 " x1 R. Luegof(x)es concava hacia arriba en todos los reales.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Ejemplo

Sea: f (x)=2x3 - 32 -12x +7

Solucion:
f‘(x):6x2 - 6x-12
f"(x)=12x- 6

1
Ahora: f"'(x)=12x- 6=0P 6(2x-1) =0b X ZE

Veamos como se comporta en f'' (X ) un valor antes de 1/2 y después de 1/2, ya que hay dos

intervalos ( a, %) y (% a)_

Para el primer intervalo: tomemos x =0
f'"(0) =- 6. f""(x) <0, entoncesen el intervalor ( a,}é)

la funcion es céncava hacia abajo.

Para el segundo intervalo; tomemos x = 2

f'"(2) =18. f''(x) >0, entoncesen €l int ervalor (% a)

la funcién es céncava hacia arriba.

15

|
| X
T T T T T T | T T
/ -1,98 2 |
|
|

Una forma de especificar el cambio de concavidad en una curva es por medio de las llamados
puntos de inflexion.
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Puntos de inflexidn: en los gréficos se puede observar el sentido de cambio en la

concavidad de la curva. los valores de x donde ocurre esto, se le llama puntos de inflexion.

Teorema: si(x,f(x)) esun punto de inflexion de la graficay = f ( x ), entonces:

f’(x)=0 6 f'" (x) noestadefinidaenx=Kk.

En la grafica C y C1 son puntos criticos

y K es un punto de inflexién. Luego: ‘ \\\
(- a,K ) concavidad hacia arriba \ \
c \
(K ,a ) concavidad hacia abajo \\\ /e \ X
N/

A través del criterio de la segunda derivada, también se puede identificar puntos extremos,
entonces: sea una funcién f ( x ) definida en el intervalo | IR, tal que para Cll se

cumple que f'(c)=0 luego:

S f' (c) >0, la funcién tiene un minimo local en C

S f' (c) < 0, la funcién tiene un maximo local en C
Ejemplo
Dada la funcion f (x) = x3 - 3x2 + 4. Identificar los puntos de inflexién y hacer un bosquejo

de la gréfica.

Soluciodn: debemos hallar primero frr
(x), luego:

fr(x) = X2 - 6x
f'"(x)=6x-6

Ahora: f"'(x)=0 indica los puntos de inflexion.

6x- 6=0 P X =1 Punto de inflexiéon

Luego tenemos dos intervalos (- a,1) y (1,a). Veamos cémo se comporta f'' (x) en los
intervalos dados.

f''(0) =6(0) -6 =-6. Como f'(x)<Oen(-a,l), entonces f (x)es céncava hacia
abajo en este intervalo.
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f'"(2) =6(2) -6 =6. Como f''(x)>0en (1 a), entonces f(x) es concava hacia
arriba en este intervalo.

P. I. = Punto de Inflexiéon

Ejemplo

5x

Determinar la concavidad de la funcién: F(x) = 5x4 43 Identificar los puntos de inflexion.

Solucion:

15(1- 5x%4)

f! =
0 (5x* +3)2

_1500x3(x4-1)

”
0 (5x* +3)3

Los puntos donde f’ ( x ) = 0 lo determia el numerador de la Gltima fraccion, es decir:

1500 x3 (x#- 1). Si linealizamos la expresioén nos queda:
1500 x3 (x- 1) ( x+1) (x2+1) =0. Luego los valores de x que son solucién:

x=-1 x=0,x=1

Los intervalos son:
(-a,-1); (-20);(01) (La)

Reemplacemos un valor en cada intervalo para ver como se comporta y” ( X ) en dicho
intervalo.

<
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f'"(-2)<0 luegof(x) en (- a,-1) escédncava hacia abajo

fr (%) > 0 luego f(x) en (-10) esconcava hacia arriba
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f (% ) < 0 luego f(x) en (01) es concava hacia abajo

f'" (2) >0 luegof(x) en (L,a) escodncava hacia arriba

Un bosquejo de la gréfica:

Ejemplo

Determinar la concavidad de la funcion: f (x) = 3% +2

Identificar los puntos de inflexion.

Solucién
1
f(x) =
331’x2
f'(x) = 2

931/ x°
Podemos ver que f’ ( x ) nunca es cero, pero No esta fefinida para x = 0. Entonces:

Para x>0; f"(x)>0, luego f(x) esconcava hacia arriba en el intervalo ( 0,a)

Parax<0; f"(x) <0, luego f ( x) es cdncava hacia abajo en el intervalo ( - a,0)

El punto de inflexion sera en: x = 0,

luego f (x=0) = 5[0 + 2; punto de y =i+ 2

inflexion: (0, 2) oy "
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Para los ejercicios dados a continuacidn, identifique los puntos criticos y la monotonia

de la funcion:

=

f(x)=3x +4

h (t) =t2 +2t - 3

j(x) =
x2 +3

k (y) =Ln |y- 3|

2 1
L(x)=x° - —
X2

En las funciones dadas determinar la concavidad de las mismas.

10.

11.

12.

f(x):x3-12x-1
g(x)=3sen(x)

h (x) =4x3 - 6x2 +5x- 8
L(t) =eX -e X

M (s)= 3 2s +3

Hacer un bosquejo de la gréafica de la funcién g ( x ), que cumple las siguientes
condiciones: continua en [0,6], concava hacia abajo en

(06);, f(0)=1y f(6)=3.

Hacer un bosquejo de la gréafica h ( x ) que cumple: decreciente en (0,6) punto de
inflexién en (2,3), concava hacia arriba en el intervalo:
(26) f(0)=8yf(6)=-2

3
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Andlisis general de funciones

Con todo el “vagaje matematico” que hemos venido estudiando respecto a las funciones,
ya estamos en capacidad de describir en detalle las funciones. Con lo aprendido podemos
identificar de una funcién: su dominio, su continuidad, su monotonia, los puntos
extremos, su concavidad, los puntos de inflexién, sus asintotas, su gréafica, ademas, si
es par o impar, inyectiva, subyectiva y biyectiva, entre las caracteristicas que poseen

las funciones.

Ejemplo

Hacer el analisis general de la funcién:f (x)=3x2 - x3

Solucion

Dominio: por ser polindmica, el dominio son los Reales.

Simetria: al reemplazar x por (- x), f(x) cambia, entonces es impar, luego es

simétrica respecto al origen.

Continuidad: como la funciéon tiene como dominio los reales, entonces para cualquier
al R, secumple:
)I(icgn“ f(x)=f(a) existe; le’[®na f(x) =f(a). Luego la funcion es continua

en su dominio; es decir, los Reales.

Monotonia: para determinar en donde crece y decrece la funcién tenemos que hallar
f(x) yverdondef (x)>0;f‘(x)<0.
Luego f'(x) =6x - 3x2 =3x (2- x)

Luego los valores criticos son x = 0 y x = +2. Entonces examinamos los

intervalos (- a,0), (0,2), (2 a), como se comporta f ( x).
f'(-2)=6(- 2)- 3(- 2)2 =-12- 12 =- 24. Decreciente en (- a,0)
f'(1)=6(1)- 3(1)3=6- 3=3. Creciente en (0,2)

f'(3)=6 (3)- 3(3)3 =18- 27=- 9. Decreciente en (2,a)
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Puntos criticos: como x = 0 es un valor critico, entonces el punto (0, 0) sera un
minimo local, yaque f (x ) pasade (-) a(+). Lo mismo para x = 2,

el punto (2,4) es un maximo local, ya que f (x) pasade (+) a (-)

Asintotas. Horizontal; se debe cumplir: I|’®m f(x) =L 0 I%n f(x)=L
X a X - a
para la funcién:

Ifgw (3x3 - x3 ): Ind ¢por qué? No hay asintota horizontal.
X a

Vertical: se debe cumplir: Ii(%na f(x) =txa
X

Como la funcidn es continua en su dominio, no hay valores para a que

limiten la funcion. No hay asintotas verticales.

Concavidad: identifiquemos los puntos de inflexion, es decir donde f" (x) =0
f'"(x)=6- 6x =0 P x=1.Punto de inflexiéon ( 1,2 ). Luego hay dos
intervalos (- a,1) y (1,a). Por el criterio de la segunda derivada:
f""(x)< 0, concava hacia abajo y viceversa.
f"(0)=6 P f(x) escoOncava hacia arriba en (- a,l)

f'"'(2)=- 6P f(x) esconcavahacia ariba en (1,a)

Funcién sobreproyectiva: porque todos los elementos del rango son imagen al menos

de un elemento del dominio. La funcién NO es inyectiva, por lo cual No
es invertible.

Grafica: con la descripcion matematica que tenemos, podemos hacer la gréafica.

Maximo local

Minimo local
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Punto de Inflexion
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6
XZ

g(x) =

+
xlcs

Ejemplo

X | o

6
Hacer el analisis general de la funcién: g(x)= > +
X

Solucion

Dominio: todos los Reales diferentes de cero: xT R/ x 1 0.

6

Simetria: 9(- X)= x_2 + % - No es par, tampoco impar. No tiene simetria respecto

a y ni respecto al origen.

Continuidad: la funcién es continua en su dominio de definicion.
(-a,0) E (0a)

Monotonia:
-12+ -12+
E = M Como M =0, entonces:
X X x2
-12+6x=0pP 6x=12 b x=2. Losintervalos: (- a,0); (0,2) y (2,a).

Luego:
2 6 . :
g(-2=- 7232 =- 3- 3< 0. La funcion decreciente en (- a,0)
2 6 ., .
g(1)=- TXJ®T =-12 < 0. La funcién decreciente en (0,2)
2 6 . .
g(3)=-—+—=-—=+ 2> 0. La funcién creciente en (2,a)
2r 3 9

L. x® 0 s
Puntos criticos: como x 2, es valor critico, entonces el punto ( 2,- % ), corresponde

a un minimo local y a su vez es un minimo absoluto ( ¢por qué?).

_ ’ ®6 60_6 6 _ _
Asintotas: Horizontal:!Im g—z it T~ 0-0=0 Entonces x = 0 es asintota
X Xg a a
horizontal.
., ®6 60 6 6
inal- M ¢—-—T=—- —=a - a =Ind @a
Vertical: gxz x: 0 0 .

y = 0 es asintota vertical.
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Concavidad: primero los puntos de inflexion:

24-6x=0 b x = 2_64 = 4. Punto de inf lexién en (4,- 1.125)

Los intervalos para identificar concavidad: (- a,4)y (4, a)

g''(1) =24- 6 > 0. Lafuncion g (x) es concava hacia arriba en el intervalo
(_ a, 4) .

g'(5) = % -g <0. La funcién g(x) es concava hacia abagjo en (4,a).

La funcion g ( x ) no es inyectiva. Determinar por qué.

g()

|
1 > * |x =0 asintota horizontal

y = 0 asintota vertical
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Las funciones dadas a continuacién, deben ser analizadas en forma general: dominio,
imagen, monotonia, si la tiene, simetria si la tiene, asintotas si las tiene y un bosquejo

de la gréfica

1. f(x)=2x3-3x-10

2. g(x):x3+x+4

3. h(t) =t3 (3-8)

4. L(y):2x3-3x2-12x +3

’ X+1 | S—
2
z°+z-6

N =
6. (2)=——

7. p(x)=x1’X2+1

8. L (x) =xLn(x)

101019

9. Dada la funcion F ( x ), hacer un bosquejo de su gréfica, si cumple:

-f(x) continuaen los R
f(0) =0y f(1)=2
. f(x) es una funcién par

.f(x)>0; para x>0

OL'c SO

.7 (x)>0; parax>0

10. Paralafuncion G ( X), hacer un bosquejo de la grafica y determinar la ecuacion,

si cumple:

. Valor criticoen x = - 1/2
. Tiene dos ceros reales: x =-3 y x = 2; son los Unicos
. Concava hacia arribaen -3 a2

. Creciente en el intervalo ( 0,5)

Cf'(x)<0 en (—a,— }é)
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relacionadas

En muchos problemas, las variables que estan involucradas son funciones del tiempo.
Las relaciones entre las variables quedan establecidas por las condiciones del problema
en particular. Las relaciones entre las tasas de cambio, las hallamos mediante

diferenciacion . A estos problemas los denominamos de tasas de cambio relacionadas.

Como una guia en la solucion de problemas de razén de cambio relacionadas podremos

utilizar las siguientes normas o reglas:

Primer paso: dibujemos una figura que ilustre el problema. Establecemos
perfectamente las variables y cantidades conocidas y desconocidas y en particular cuales

varian con el tiempo.

Segundo paso: Obtengamos una relacion entre las variables y cantidades involucradas

gue nos representan la situacién del problema en cualquier instante.

Tercer paso: diferenciamos con respecto al tiempo

Cuarto paso: Hagamos una lista de las cantidades dadas y de las requeridas.

Quinto paso: substituyamos las cantidades conocidas en el resultado que hemos hallado

por diferenciacién ( paso tercero) y resolvamos para la cantidad desconocida.

Ante todo, debemos ver que la secuencia de pasos que hemos expuesto hay que ejecutarla
de conformidad con el problema propuesto; por lo tanto, cada situacion se resolvera de
acuerdo con las circunstancias dadas. A continuacion presentamos algunos ejemplos

para ilustrar el tema.

(er:1[e51[eM diferencial




Ejemplo

El lado de un cuadrado se expande con el tiempo. ;Como sera la razén de aumento del

area con la razén de aumento de la longitud del lado?

Solucion

El 4rea de un cuadrado est4 definida: A = x?, donde x= longitud del lado. Ahora:

dA
™ = 2X cambio del area en razén de la longitud.

Por otro lado; el cambio de longitud en funcion del tiempo.

x=f(1). t=tiempo Luego:
ax

— =f'(t

m (1)

Por consiguiente el aumento del area, estara relacionado con el aumento de longitud.

dA dx

o — =2X —
Luego: ot ot

Ejemplo

A un globo se le inyecta aire a razén de 20 pie ¥min. ¢ A qué razon varia el radio del
globo cuando éste mide 3 pies?

Solucién

:%pr3 volumen delglobo

Segun el problema:

av =20 pie3 /min
dt

r = 3 pies
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Ahora:

dv _ 4 2 dr . . . .
E = E pr 3 - E El cambio del volumen, relacionado con el cambio del radio.

La incognita es dr/dt, entonces, despejando:

dr _dv/dt _ 20 pies®/min
dt  gpr2 4p.9pie?

@01768 pie/min

El radio cambia a razén de 0,1768 pie/min

Ejemplo
Hallar la velocidad con la cual aumenta el volumen y el area de la superficie de una
esfera, si su radio incrementa a una velocidad de 3 mm /seg, a ) Para cuando el radio sea
de 2mm vy b) para cuando sea de 4mm.

Soluciodn:

No requerimos del primer paso porque tenemos un concepto claro de lo que es una

esfera.

Segundo paso: notamos por V el volumen de la esfera, S el area de la superficie y r su

radio. Conocemos el volumen en funcién del radio, como también el area de la superficie.

4
vEger S=4pr?;

Por conveniencia, notamos las ecuaciones de los ejemplos por letras con un subindice

gue sea el numero del ejemplo problema.

En todo momento, el volumen y el area de la esfera estan relacionados por las ecuaciones

anteriores.
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Tercer paso: Hacemos las derivadas con respecto al tiempo:

d_V:4pr2ﬂ' ds—grdr

dt dt Ly

Cuarto paso: conocemos para el instante dado a r y dr/dt: requerimos dV/dt y dS/dt,
parar=2mmy r = 4mm y dV/dt = 3mm/seg, reemplacemos:

a. Parar =2mm y dr/dt = 3mm/seg.

av _ o dr av _ _ 3

- = — b —= 4) (3)=4p mm>°/seg
AP 4 (4) (3)=14p

ds dr ds 2

— =8pr — b —=8p(2) (3)=48pmm*</
ik i p(2) (3) p seg

La velocidad a que aumente el volumen es 48 p mm 3 /seg. y lavelocidad en que aumenta

el areaes 48p mm?2/seq .

b. Parar =4mm vy dr/dt = 3mm/seg

dv _ o dr dv _ 24_ 3
— =4prc — b — =4p(4)°3=192pmm°>/seg
dt ® dt dt (4) P

dS_g dr, ds

- - — = 4)(3) =9% I’TTT]Z/
pm prdt ™ 8p(4)(3) p seg

Ejemplo

El lado de un tridngulo equilatero es de «a» metros, se estad incrementando en una
velocidad de k metros/hr. (Con qué rapidez esta incrementado el area del triangulo?

Solucioén

Las variables son el lado del triangulo equilatero y el area del triangulo; notamos por |

L - . 1
el lado del triangulo equilatero y por A su area: A :E bxh; b=1
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Necesitamos una funcion que relacione el area del tridngulo equilatero con su lado.

sabemos que el area del triangulo es igual a un medio de la base por la altura, entonces

:h:lE
2

la base es un lado y la altura, h, es h = | sen 60° . Por consiguiente:

2

1 .E—Eﬁ-
2 4

Como ya tenemos la relacion entre el area, A, y el lado, |, para cualquier instante; es

cuestion de que tomemos la derivada con respecto al tiempo,t.

dA_J3 L d_43 a

dt 4 dt 2 dt

Reemplazamos los valores conocidos:

3 3
A 3 d dA N3 o
dt 2 dt dt 2

Ejemplo

Una carrilera atraviesa una autopista en un angulo de 60°. Una locomotora esta a 500
metros de la interseccion y se aleja de ella a una velocidad de 60 km/hr. Un automovil
esta a 500 metros de la interseccion y se acerca a ella con una velocidad de 30 km/hr.

¢Con qué rapidéz cambia la distancia entre ellos?.
Solucién

Debemos relacionar los puntos sobre la carrileray la autopista. De la figura 3.10 podemos

ver que la locomotora puede estar en el punto A o en el punto B, y el automévilen Coen

(er:1[e51[eM diferencial

........................................................



C’. Notemos la interseccion por O. Ahora bién, los tridngulos que podemos considerar
son DCOA y DCOB con angulos COA=60° y COB =120°; con el automévil en C’

obtenemos triangulos que son congruentes con los ya establecidos.

Para el triangulo COA: la distancia entre la locomotora y el automoévil la notamos por z,

recordemos la ley del coseno para el triangulo, entonces:

FIGURA 3.10
Grafica para el ejemplo 5

a®=b%+c? - 2bc cosA b 22:&2 +ﬁ2- 2(&) (a) cos 60°

Notemos por xa QC Ypor y a QA ,reemplacemos para tener:

—_ _2 —_ —_—
z2=0C?%+ OA -2(0C) (OA) cos60° b 22:x2+y2-2xy cos60°

Asi, la distancia entre locomotora y automdvil esta dada para cualquier instante, ademas,

recordemos que cos 60° = 1/2, y derivemos la ecuacién con respecto al tiempo para tener:

2_.2..9 dz . dx dy dx dy .
Z = X“+y“- P 2z — =2x—+2y = -y— - X—;
oo dt dt Y dt ydt dt

dz

dx dy
Conocemos X,y,a- ot Nno conocemos z 'y e para z la podemos reemplazar, luego:

para el instante en que x =500 m, e Yy = 500m, reemplazamos estos valores en la

ecuacién anterior.:
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z22=x2+y2.xy b z2=(500)2 +(500)2 - (500)(500) b z= 500

dy
como y aumenta con el tiempo, EZGO km/hr ademas x va disminuyendo entonces

ax _ . L .
a—' 30 km/hr  systituimos estos valores en la ecuacion derivada, entonces:

22E :2xd—x + Zyd—x - yd—X - xﬂ =}
dt dt dt dt dt

P 2(500) %=2(500)(- 30) +2(500)(60)- 500 (- 30)- 500(60) -

b 1000 £ = - 30000 + 60000 +15000 - 30000

Despejemos dz/dt.

dz _ -30000 +60000 +15000 - 30000
dt 1000

Ahora consideremos el triangulo COB : con la misma notacién anterior la distancia para

=15 km/hr

cualquier instante es:

2% =x%+y? - 2xy c0s120° b z%=x2 +y2+xy
Recordemos que cos 120° = - 1/2, y que X =y = 500m. Calculemos la distancia:
22=x%+y%+xy b z%=(500)2+(500)? + (500)(500) =3 (500)%> ® z=500/3
Derivemos con respecto al tiempo z2 =x2 +y2 +xy, obtenemos:

2z E = 2x%+2yﬂ + xﬂ + y%
dt dt dt dt dt

Reemplacemos los valores conocidos:

2 (500ﬁ) %: 2(500) (- 30) +2(500)(60) + 500 (60)+500(- 30)

Efectuemos las operaciones indicadas y despejemos a dz/dt:
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dz _ - 30000 + 60000 +30000 - 15000 _ 45000 —45J§—15ﬁkm/hr

dat 2(500/3] “1000/3 3

Ejemplo

Cada arista de un cubo se incrementa a una velocidad o tasa de 1 cm/seg. ¢Con qué
rapidez cambia el volumen cuando la longitud de la arista es: a) 5cm?. b) ¢ 10cm ?,

C.ixcm?
Solucién

Notamos por V el volumen del cubo y por | la longitu de la arista del cubo. Conocemos
el volumen del cubo en cualquier instante.

Derivamos ( a) con respecto al tiempo:

d

-3 V _ g2 :
V=I>b E—f&l di/dt (by)

Como dl/dt = 1 cm/seg, entonces para los diferentes valores de | tendremos:

dv

a Nozzggp Y
at

s 3(5)2 (1)= 75cm3 / seg

b, ‘l—\t’: 312 di/dt b %:3(10)2 (1)= 300 cm3/ seg

dv

e NVogi2gyg p IV
at

5 3(x)2 (1) = 3x2 cm3 /seg
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Ejemplo

Un recipiente tiene la forma de un cono circular recto, la altura del cono es de 10 metros
y el radio de la base es de 4 metros. EIl agua se vierte en el recipiente a una tasa o
velocidad constante de 5 metros cubicos por minuto. ;Con qué velocidad se eleva el nivel
del agua cuando la altura del nivel de agua es de 5 metros si a) el vértice del cono esta
hacia arriba? b. (Esta hacia abajo?

Solucién

Conocemos que el volumen de un cono es un tercio de su base por la altura, como el
vértice esta hacia arriba, entonces debemos expresar el volumen en funcién de la altura
del nivel del agua. Por lo pronto, podemos observar que dicho volumen lo podemos
considerar como la diferencia de dos conos, el uno, el cono del recipiente y el otro cono,
uno que tenga como altura la diferencia entre la altura del recipiente menos el nivel del
agua. Si notamos por H la altura del cono del recipiente (H =10m) y por h la altura del
nivel del agua; por R el radio del recipiente (R =4m)y por r el radio a la altura del nivel
del agua. Entonces, tendremos los triangulos semejantes DABD y DEFD- La altura
de este ultimo triangulo es H - h y su radio es r. Como sabemos que las partes homologas
de triangulos semejantes son proporcionales, por consiguiente:

FIGURA 3.11
Graéfica para el ejemplo 7
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H_H-hy r:B(H-h)
R r H

Por lo cual el volumen del agua en el cono, V, es:

V = Volumen del cono del recipiente - volumen del cono por encima del agua.

é 2 0
v=1pR?H - 1p2(H-h) = 1p er%H - RS (H-h)2 (H-h)d
3 3 3 @ HZ2 4
é 2 U pR?é u
L erm- B hemB o= Ehl L Hon)3g
3 ¢ H?2 g 3 e H? @

Notemos por Q el volumen de agua que se vierte al recipiente, por lo tanto
dQ/dt= 5m3¥min. Como ya establecimos el volumen del agua en el recipiente para
cualquier instante, entonces como nos solicitan la velocidad con la cual se eleva el nivel
del agua, derivemos el volumen con respecto al tiempo:

2, 2, N
_prRZ & 1 30 dvV_pRZé 3 2 dhi
V=P EH- — (H-h)3gp — =2 2. = (H-h)2(-1) —§

et (Hem3b = e o (P oy

Obviamente dQ/dt es igual a dV/dt, por la ley de conservacion de la materia, entonces
nosfa tasd ohecer | os reemy azos del os val ares conoal dos en)(Eluego despejar dh/dt:

2 4 N 2 & N
dv _ pr- € 3 2 dhu 3, . _p(4) & 3 52 dh
G 3 gH—Z(H h) EHD 5m~ / min = 3 5(10)2 (10- 5) E;D
b5m3/m|n:@§i(25)ﬂtﬁlp M:ﬂ :im/min

3 &100 dtH  (16)(25)p dt 4p

b. Ahora veamos el caso con el vértice hacia abajo. En la grafica se nos presentan los
tridngulos semejantes ACB y AED en los cuales las partes homoélogas son

proporcionales:
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H_h p r:Bh
R r H

El volumen del agua en el recipiente es:

2

R22 _PR" 3
5 .h h

V:1 base xalturaziprzhzlp—h =—
3 3 3 H 342

Relacion valida para cualquier instante, por lo tanto derivémosla para poder obtener la
velocidad con la cual varia el nivel del agua:

PR® 3, &V _ pR® o ch

3H? d¢  H2 o od

V =

Despejemos dh/dt y reemplacemos los valores conocidos:

av pthzﬁ 5 dh_ HZ av b dh _ (10)2 5. (100) (5)

& pay2(5)2  (16)(25)p

d 2 dt dt pr2p2 d

v _5

m/min

t

Ejemplo

Un nifio deja volar su cometa a una altura de 300 pies, el viento la arrastra
horizontalmente alejandola del nifio con una velocidad de 25 pies/segundo. ;Con qué
rapidez el nifio debe soltarle la cuerda cuando la cometa esta a 500 pies de éI?

Solucion
Hacemos que el nifio esté en el punto A, la altura la notamos por vy, es igual a 300 pies.
La distancia horizontal la notamos por x y la distancia del nifio a la cometa por z. EIl

triangulo ABC es rectangulo. EI cateto AB lo notamos ya como y el otro como x y la

hipotenusa como z. De acuerdo con la relacion pitagdrica, tenemos:

22=x24y2
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|
l1C

1 @
X

— 25 pies/seg.

FIGURA 3.12 A
Graéfica para el ejemplo 9

Esta relacién es valida para todo instante, por ello la ecuacién anterior la derivamos con
respecto al tiempo, t; para obtener la velocidad dz/dt, luego:

2z m = 2X— (y=constante)

La distancia x la calculamos mediante la ecuacién anterior para el caso de z =500,
y = 300:

z2=x2+y2 b (500)2 = x2 +(300)2 = 250000 - 90000 = x2 b x2 =160000b x =400

Reemplazamos estos valores en la ecuacion derivada.

dz dx aedz 6
2z — =2x— b 2(500)c—+=2(400)(25
2o (500) ¢ 5, =2(40)(X)

Despejemos dz/dt y simplifiquemos:

dz_2(40)(2) _4

ot - 2(s00) 5 () =20 pies/seg

Ejemplo

Un cohete despega a 2000 m de una camara de video, que esta filmando el despegue. El
aparato se eleva verticalmente a razén de y = 50t? (y = alturay t = tiempo) ¢, cual sera
el ritmo de cambio del angulo de elevacién s de la camara 10 segundos después del
despegue?
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Solucién

Cuando t=10seg P y =50(10)2 =5.000 metros de altura.

d
Como dy/dt = velocidad del cohete: V = ™ (50t2) =100t. por otro lado:

S incognita y
dt
) s
Segun la grafica ' 2000 m.

Tan (s) = ﬁ Derivamos para obtener ds /dt entonces:

ds 1 dy .
Sec?(s) — =—— -—L: depgjamos ds/dt y obtenemos:
(s) dt 2000 dt P y

dt 2000 sec? (s) dt’

2 .
E}:Cosz(s)- 100t :Cos (s)-t

2

Pero necesitamos hallar Cos(s); por trigonometria:

Cos (s ) = == b reemplazamos
Vy2+ (200 )2 P
2
%:% ‘ %b como t=10 y y=5.000
y“ +(2000)
ds _ 4000000(10) 40'000.000

2((5.000)2 +(2.000)? )% 2(25000.000 +4'ooo.000)}é

d_s_ 40.000.000 _ 40 _@
2x29 29
2(29‘000.000)%
ds 20
—=—rad/se
dt 29 g
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1 Si las aristas de un cubo estdn aumentando a razén de 3cm/seg. ;Qué tan rapido

aumenta el volumen del cubo, cuando una arista mide 12 cm de longitud?

R: dv/dt = 1296 cm?3/seg

2. Para las siguientes funciones hallar el cambio de la variable respecto al tiempo:
dy dy
= 4x+3\ WX/ =4 = =97 Rta. — =16
y= At dt dt
x3ty3:1\ d%t:_l d_y:,) Rta. ﬂz 1 o

’ 3
dt dt \/ 676

1010190

—y3 .32 dV _ dy _ dy _

X= - 3y“+y\ =-3 —= =2 Rta. — =
oy dt dt dt .
3. Un cilindro circular recto tiene una base, un radio de 5cm, su altura esta aumentando L]

a razon de 2 cm/min ;Con qué rapidez aumenta el volumen del cilindro?

Rta % =50p cm3 / min

4, Un disco metalico se dilata con el calor, su radio aumenta a razén de 1/50 cm/seg.

¢Con qué rapidez aumenta el area del disco cuando su radio mide 81/10 cm?

Rta % =1018 cm2/seg

11 SO

5. Una persona de 1,80 mts se aleja de un farol que estd a una altura de 3.50

metros del piso, a razén de 6 km/hr. ¢ Con qué rapidez crece la sombra que la
persona proyecta sobre el piso?

Rta. % = 6,353 km / hr

6. Dos puntos A y B parten del origen de coordenadas, moviéndose sobre los ejes
positivos X y Y respectivamente. El movimietno para x = ¢ y para y = 3t,
medida en centimetros, t en minutos. ; Con qué rapidez se alejan los puntos

después de 2 minutos de iniciar el movimiento?

220 1/ 37
Rta. ﬂ =——  cm/min
dt 37
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2.3

problemas

En este momento queremos aplicar los resultados ya establecidos a algunos problemas

tipicos de valores criticos. En la solucién de estos problemas los pasos esenciales son:

a. Determinar la variable la cual se va a maximizar o minimizar o lo que es lo mismo a

optimizar. Le asignamos un simbolo.

b. Determinamos las variables de las cuales depende, esto es, las variables cuyos valores

fueron seleccionados para optimizar la variable en la parte (a).

c. Escribiremos la relacion funcional entre la variable a optimizar y las variables de las

cuales depende.

d. Escribiremos cualquier relacion adicional la cual exista entre las variables

independientes.
e. Tomaremos en cuenta estas relaciones ( como lo veremos en los ejemplos)

diferenciaremos la funcién que aparece en ( ¢ ); haremos la derivada igual a cero, y

por ello hallaremos el valor dptimo de la variable en cuestion.

Ejemplo
¢ Cual es el rectangulo de perimetro P que tiene la mayor area?
Solucion
Paso (a): la variable a ser maximizada es el area , A.
Paso ( b) : las variables de las cuales depende A son el largo y el ancho del rectangulo,

denomi nemcs estas variadd es como | y w. Debemos determinar |y w para

maximizar A.
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Paso (c): Larelacion explicitaentre A, | y w es:
A=lw

Paso (d): La relaciéon adicional entre las variables independientes la hallamos en el

perimetro, P, el cual esta establecido. Sabemos que:
P=2+2w

Paso (e): En este momento hay dos aproximaciones posibles. Observamos que A
depende aparentemente de 2 variables | y w. Pero, vemos solo una de estas es
independiente porque tan pronto el valor, digamos | es fijado, el valor de w nos queda
determinado segun la anterior ecuacion. El procedimiento directo, el cual seguramente
es el correcto o el mas practico para este problema, consiste en que eliminemos una de

las variables, digamos I. A este método lo llamamos explicito.

Método explicito: de la dltima ecuacion.

P=2l+2w b E:I+WI3 |:E-W
2 2

Reemplazamos la Ultima ecuacién en la primera, tenemos:

= i
A=Ilw b Azge—-wgw
e2 %]

Ahora, el area depende de solo una variable w, y queremos hallar el valor de w el cual

maximice la variable A. Si tomamos la derivada con respecto a w.

P 0 dA P
Azge—-wgwb — =—-2w
e2 ] dw 2

dA
Si hacemos la derivada aw igual a cero en (g,) hallamos w = P/4.

Puesto que d’PA/dw? = - 2 < 0, esto es un maximo relativo. Para ver que es un maximo
absoluto necesitamos solamente verificar en los puntos extremos w =0y w = P/2 del

dominio de definicion de A. Como lo podemos ver en los dos extremos el area se hace



cero, entonces w = P/4 es claramente el maximo deseado. Si reemplazamos en la segunda
ecuacion hallamos que para w = P/4, | es p/4, y asi el rectangulo deseado el cual, para
un perimetro dado, tiene area maxima es un cuadrado; el area maxima posible siendo
P2/16.

Método implicito. Este método es disefiado para problemas en el cual es dificil o
imposible despejar una de las variables debido a lo complicado de resolver la ecuacion
gue las liga. En este problema sencillo, por supuesto, no presenta dificultad alguna en
despg a pard en (b,), y por ello sustituirla en la funcién a optimizar. Pero por via de
ejemplo, pensemos que no somos capaces de resolver (b,) para cualquiera de las variables
en término de las otras. En este caso podriamos imaginar que la ecuacion (b, ) determina
a |l en términos de w y asi pensamos de la variable P como una que represente una
funcion de w, lo cual somos incapaces de escribirla explicitamente.

Concebimos a | como una funcién de w, y diferenciamos. A = Iw obtenemos:

Para hallar dl/dw diferenciamos P = 2| + 2w respecto a w, y obtenemos:

2L+ 2=0 P L:-I
dw dw

dA
Sustituimos esto en Gltimo en qw Para obtener

daA _ +Wi o) %:I+W(-l)
dw dw dw

dA
Si hacemos aw =0 | hallamos | = w, esto es, el rectangulo de mayor &rea con un mismo

perimetro es un cuadrado.
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Ejemplo

Entre todos los cilindros circulares recto inscritos en una esfera de radio R, hallar el de

maximo volumen.
Solucién

Paso (a). Vamos a maximizar el volumen de cilindro, lo notaremos por V.
Paso (b ) . V depende de radio y altura del cilindro, digamos r y h, respectivamente.

Paso ( ¢ ). La dependencia explicitade Ven ry hes:

V =pr2h

Paso (d). Una relacion adicional entre r y h se nos presenta debido a la condicion de que
el cilindro esté inscrito en la esfera de radio dado R. Refiriéndonos a la siguiente figura,
vemos que si el cilindro estd inscrito en la esfera, entonces:

2
R2 :r2 +h_
4

FIGURA 3.13 \/_/

Gréafica para el ejemplo 2

Paso (e). Nuestro problema es maximizar V, donde r y h no son independientes una de
la otra, pues estan ligados por la condicidén que se presenta en la Gltima ecuacion. En

vez de que despejemos r explicitamente, porque al fin y al cabo lo podemos hacer en en

® Facultad de Ciencias [EESESRCRI Sl aERVL-\0)

........................................................



términos de h, solamente nos imaginamos que no hacemos esto y pensamos de la variable

r como representando una funcién de h.

Con esto en mente diferenciamos V :pr2h con respecto a h y obtenemos:

dr 2 U
o+ P
dh g’

Por lo tanto:

h
dh 4y

Si sustituimos la ultima ecuaciéon en dV/dh obtenemos:

d_V:ngrh1+r2Luﬁly ﬂ:-ip d_V:pgzm?.£9+rzg
dh e dh u dh ar dh e e 4rg u
H dV H -7z 7 -
Cuando igualamos ah a cero, y descubrimos la seleccion 6ptima de r:
A = . 2
dv e & ho,6 ou h 2 h
— =0pbP O0=peg2thg- —++r° b -— +r“=0bP r =—
dh 8 & wg 0 2 J2

Para hallar r explicitamente sustituimos la ecuacién anterior en R?, para obtener:

2 2 2 2
R2=r2:0° y =N p 2P 0T R2 30T 2 by

4 2 2 4 4 J3

Con las dimensiones obtenidas el volumen méaximo es:

<
1]
|:
N
iy}

1]
=~
Py
) | =
1]
o]
Pl
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0

2
o 3 33

V=pr?h b Vmé = pgeéRZ
e

Vméx = 4—‘5 R3

4 3
Puesto que el volumen de la esfera es ng ; vemos que el cilindro inscrito ocupa

alrededor del 58% del volumen disponible.

Ejemplo
Un arquitecto desea construir el frente de una casa en forma parabélica, cuya ecuacion
es de laforma f (x)= 12- x2, ademas la puerta debe ser rectangular, donde dos de las
vértices toquen la curva. El arquitecto desea que la puerta cubra la mayor area. ;Cuéles
deben ser las dimensiones y el area de la puerta?

Solucion

Una grafica nos ayudara en la solucién. |

I *.y)
La ecuacion de la curva: y=12 - x2 |
Area de rectangulo: A = 2x-y y=12.x2 |
Ademas: x 3 0 :
Definimos el rango que puede tomar: — p—x

x:12-x2=0p (JE x) (ﬁ+x):0 Por ley de producto nulo:
ﬁ-x:Ob x:ﬁ :Zﬁ y ﬁ +x=00PpP x:-\/E

La ultima opcion se rechaza, ya que x > 0. Luego, el intervalo que puede tomar X es:
0E£XE243.

Expresemos el ara del rectangulo en funcién de x, entonces:

® Facultad de Ciencias [EESESRCRI Sl aERVL-\0)
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A=2x-y pero y=12- x<, luego: A=2X (12—x2), finalmente:

A=24x - 2x3

Esta es la funcion que debemos optimizar.

dA dA
o =24 - 6x2. Sabemos que pvi 0 no ofrece puntos extremos:

Luego: 24-6x2 = 0b 6 (4-x2) =0. Como 6 nunca es cero, la tnica posibilidad es

que: 4- x2 =0 b (2- x) (2+x) =0, lo la ley del producto nulo:
2-x=0pb x=2 y 2+x=0 b x=-2

Por consiguiente la solucion es x = 2 ;por qué?

Asi: las dimensiones
Largo: 2x = 2(2) =4
Alto: x=12- x? =12 - (2)? =8

Area: 4 X 8 = 32 unidades cuadradas.
Ejemplo

La seccidén transversal de un canal abierto tiene la forma de un trapecio isésceles. ;Cual
debe ser la inclinacién de los costados para que el perimetro mojado o himedo de la
seccion sea minimo, si el area de la seccion viva del agua en el canal es igual a Sy el

nivel del agua es igual a h?
Solucion
Paso (a): La variable que vamos a minimizar es el perimetro hiimedo. La notamos por P.

Paso (b): El perimetro humedo depende de la base del trapecio, que notamos por X, y las
longitudes de los dos lados inclinados del trapecio que lo notamos por z. Consideramos
gue el trapecio tiene su base menor en el fondo del canal o lo que es lo mismo en la solera
del canal. Tenemos la altura de la lamina de agua, h y su secciéon , S. EIl angulo lo

tomamos como el angulo que hace la horizontal con el lado inclinado del canal.

(er:1[e51[eM diferencial
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FIGURA3.14
Grafica para el ejemplo 4
Canal abierto

Paso ( ¢ ): EIl perimetro himedo sera la suma de la base menor del trapecio mas dos
veces la longitud del lado inclinado del trapecio.

P=x+z(2) = x+2z

Paso (d): Como de la seccion transversal de la lamina lo que conocemos es la altura,
entonces debemos hallar la base mayor, la cual debe ser la base menor mas dos veces
h cotf , entonces:

Base mayor = x + 2h cot f

Por lo tanto, el area de la seccion,S, sera:

+Xx+2 hcot.f & , :
S= 83% 2h formula del trapecio
e o

Vemos en la gréfica que la longitud del lado inclinado es:
z= hcscf

Paso (e ) : derivamos el perimetro con respecto a x.
@ =1+2 d_z
dx dx

Como z= hcscf , la derivamos respecto a x:
dz

— = h(- cscf cotf)i
dx dx

® Facultad de Ciencias [EESESRCRI Sl aERVL-\0)
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df

Ahora bien, si derivamos S con respecto a X, logramos una expresién para P

S=(x+h cotf )h b L =p S+h ( csc? f )i Q
dx & dx g

ds
Sabemos que s es constante, entonces ax =0 y podemos despejar en la ecuacién

df

anterior —|—:
dx

ds df 8 o df 1
—=h - h esc / O=0 b 1- h esck / =0b — = = sen?f
dx ? dx g dx dx h

dt

df
Reemplazamos ax ax

dz
X

= - h escf cot f %senzf =- cod

La expresion para la derivada del perimetro con respecto a x, la podemos expresar como:

dP_ 1+2E p dp =1+2(- cosf)
dx dx dx

dP _
En el punto extremo —— = O, entonces:

dx
E: 1-2cos b E):0:1- 2 cod b cosf =1/2
dx dx

f=Cos11/2=p/3° 60°

Ahora hallamos la derivada segunda del perimetro respecto a x:

2
v . 2senf a 2senf éaei sen
dx? dx éh

. 1 of .
Lo anterior lo obtenemos al reemplazar h sen? f por o €n la derivada segunda.

Vemos que la derivada segunda en el punto es positiva, por lo tanto presenta un minimo.
Por consiguiente, el angulo de inclinacidon debe ser de 60° para un perimetro himedo

minimo.

(er:1[e51[eM diferencial
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Ejemplo
(A qué altura sobre el centro de una mesa redonda de radio «a» se debe colocar una
bombilla eléctrica para que la iluminacién del borde sea maxima.
Solucién

Indicacion: la iluminacién se expresa por la formula:

sen;j

r2

I =k

Donde | es el &ngulo de inclinacion de los rayos, r es la distancia del foco luminoso a
la superficie iluminada, k es la intensidad del foco luminoso.

Paso (a): La variable a optimizar es la iluminacién, I.

Q

FIGURA 3.15
Gréfica para el ejemplo 5

Paso (b ) : La iluminacién depende de la distancia, r, del foco al punto y del angulo de

inclinacion,] , de los rayos luminosos.

Paso (c) La iluminacion se expresa explicitamente como:

sen;j
r

I =k

- ® Facultad de Ciencias [EER[RRIlo Il aEERV-\D)



Paso (d). Larelacionentrery j de lafigura es:

rcosj =—a

Paso (e): Derivamos la iluminacién con respecto a la distancia r:

senj dl € cosj d 2senj U
| =k P —=k a = . G
r2 ar g r2 d 3 Q
laual da .
gualamos ar a Cero:
dl _o_kéoosj dj 2senj U _ cosj d _ 2senj
— =0=K é—5——F— - 1] — = ;
r & r2 P a p2 r3
di . . . :
Ahora hallamos E mediante la diferenciacibon der cos] =a
. . dj dj COoSj
.cosf -rsenj —=0p —=———
Como: ) : dr dr rsenj
- g d
eemplazamos ar en ar

cos d _ 2senj b cosj & cos 0O _ 2sen

Como _r2 dr - 3 2

— T [ coéj :Zsenzj
r r rsenj g r3

Recordemos que cos?A + sen?A=1 p cos?j =1- sen?j
Reemplazando:

Como: cos?j =2sen?j b 1-sen? = 2sen?j b 1=3sen?j

Por la ley transitiva (a=by b=c b a=c)

Como 1=3sen’j b sen’j =1/3b cos’j =1-1/3=2/3

Reemplacemos este valor de coseno en I COS] =2 luego:

a, 3
rcos =a p r,[%:ap r=8°
J2

(er:1[e51[eM diferencial
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Ahora bien nos preguntan por la altura; de la figura vemos:

a2

la altura que se debe colocar la bombilla eléctrica es: h= 2

unidades de longitud.
Ejemplo

Se desea construir un circulo y un cuadrado en 4 metros de metal. ;Cuanto de metal se

debe usar en cada figura para obtener el area maxima entre las dos figuras?

Solucién

-
Area total: area circulo
mas area cuadrado roo ) «
Area circulo: 2
Area cuadrado: y2

—~

La cantidad de metal sera el perimetro de las dos figuras. Entonces:

Pt = Pcirculo +Pcuadrado b 4 = 2pr + 4x, despejamos r:
(= 2(1- x)
p

Ahora determinamos el intervalo para x. Este obviamente debe ser x > 0, pero hasta
donde. Como x es para el cuadrado, para 4 metros de metal x puede tener maximo 1, ya

gue el perimetro serd maximo de 4. Luego: 0 < x < 1.

A continuaciéon reemplazamos r en la ecuacién de area total:

.2 2
e2(r-x)o 4(r- x
At=x? + p ¢ ¥+ =x2 + # Ahora derivamos A respecto a Xx.
e P o p
A o+ A 201- %) (- 1] = 2x +2 (2x- 2)
dx p p

® Facultad de Ciencias [EESESRCRI Sl aERVL-\0)
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Debemos despejar x, para determinar el punto 6ptimo.

Como:d—A:0 P 2x +£(2x-2):OI:> x+ X8
dx p p p
2px +8x +8

Luego: pT =0 b 2px +8x - 8 =0. Finalmente:
4

X = _p+4 . favor comprobar que esto es cierto

Ahora: x =0.56

Reemplazamos los valores extremos en la funcién como:

A(x=0)=(0)2 +% = 1,273..

4(1-056)° _

A(x=056) = (056)2 + 0.560

4(1-1)% _
p

A(x=1)=(1)% + 1

Vemos que el area es maxima cuando x = 0. Por consiguiente todo el material se debe
usar para el circulo.

(er:1[e51[eM diferencial
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2.4

en la fisica

En nuestro diario quehacer, nos enfrentamos a situaciones en las cuales deseariamos
gue las cuestiones se decidieran mas rapido, o por el contrario que no fuesen tan veloces;
por ejemplo que la fila en el banco se moviese mas rapido, o que la devaluacion del peso
fuese lenta y no muy rapida; estos son ejemplos con los cuales nos vemos involucrados
todos los dias, y son la generalizacién del concepto de velocidad y aceleracién, referidas a

la cuestién espacio-tiempo.

Por definicion la velocidad promedio es la relacién entre el espacio recorrido y el tiempo
empleado; entonces si designamos pors el espacio recorrido y por t el tiempo empleado
y conocemos la funcién que liga el espacio con el tiempo, digamoss=f(t); asila
posicion en ty,seras, =f( tyj)yen ty: sy, =f( ty); por lotanto la velocidad promedio,
V , durante el intervalo de tiempo; t{1 £ t £ to sera:
y=S2-s _f(tz)-(t)

t-fy -y

Supongamos ahora que deseamos definir la velocidad instantanea en el tiempo tg; si
hallamos las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo cada vez mas pequefios,

gue comiencen o terminen en t, estas velocidades promedio pueden aproximarse a un
valor bien definido que notamos como v. Este valor es el limite cuando t tiende a tg.

. f(t) - f(to)
to t- tg

Este valor limite, si existe, es una medida de cuan rapido se hace el desplazamiento en la
vecindad de tg. Es, pues, natural definir la velocidad, v ( tg ), en el tiempo tg, como

f ( tg ). Obviamente este es un ejemplo de una razon de cambio.

De lo anterior podemos concluir:

ds
V()= a La velocidad instantanea es la derivada de la funcién distancia

respecto al tiempo.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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. Dv(t
Ahora: qué sucede cuando [!tm@% 0 % El cambio de la velocidad respecto al tiempo,

es lo que conocemos como aceleracion: Luego:
dv

a(t) = pry

Para nuestras aplicaciones, nos ocuparemos del movimiento de un punto geométrico u

objeto cuyas dimensiones son despreciables comparadas con la distancia entre los objetos
o0 con el movimiento que se estudia.

Ejemplo

Consideremos una particula que se mueve a lo largo de un sendero para el cual la
funcién espacio recorrido-tiempo empleado es:

s=A sen(wgt) Ay wg son constantes
¢Cual es la velocidad en el tiempo tg?

La velocidad en tg es:

a&dso_ . f(to+Dt) - f(to) _.,
V(tg)=c— == Ilim =f'(tg)=Awg COSWut
(0) edt g Dt® 0 Dt ( 0) 0 0o'to

Ejemplo

En el vacio, los cuerpos caen con la misma aceleracion, si el espacio esta dado como s =
9.81 t%2. donde el espacio es medido en metros y el tiempo en segundos, si el cuerpo parte
del reposo, es decir, v (0) =0 ;cudl es su velocidad ent=1, t=2, t = 4?. ;Para estos

mismos instantes cudl es la aceleracién del cuerpo?
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Como la velocidad es la derivada del espacio con respecto al tiempo, derivemos la funcion:

ds
v (t) == =981t
(t) m

Para los instantes propuestos:

t=1 b ¢—~ = 9.81 m/sg
edt gy

t=2 p EEEQ =19.62 m/sg
edt g-»

t=4 b SEEQ = 39.24 m/ sy
edt o=y

De la ecuacién, concluimos que la aceleracion es constante en todo el dominio.

Ejemplo

Un cuerpo se mueve bajo la funcion de distancia dada por la expresion:

x=2t2 +6t + 2. Donde x esta en metros y t en segundos.

a. ¢Cual serd la posicion inicial del cuerpo?
b. ;Cual es la velocidad inicial del cuerpo?
c. ¢Cudl seré la velocidad del cuerpo a los 3 segundos de iniciar el movimiento?

d. (Cudl serd la aceleracion a los 2 segundos de iniciar el movimiento?

Solucioén

a. La posicion inicial en cuanto at =0, luego:
x=2(0)2 +6(0)+2 =2
El cuerpo esta a 2 metros del origen de referencia, cuando esta en reposo.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!

........................................................



dx
b. Para hallar la velocidad recordemos que v(t) = E luego debemos averiguar la

funcién distancia.

%:4t+6
dt

Para hallar la velocidad inicial t = 0, entonces:
V inicial =4 (0) + 6 = 6m/seg.

Luego la velocidad inicial es de 6 m/seg.

c. La velocidad a los 3 segundos sera:

v=4(3)+6 = 18 m/seg.

d. Para hallar la aceleracion, debemos derivar la velocidad:
_dv _d

a= =" (4t+6) =4
dt dt( )

Luego: a =4 m/seg?.

Como la aceleracion es constante, a los 2 segundos de iniciar el movimiento, la aceleracion
sera 4 m/seg?
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1. Identifique dos nimero positivos cuyo producto sea 10 y cuya suma sea la
menor posible:

Rta. x:ﬁ; y:\/ﬁ

2. Un rectangulo esta inscrito en un circulo de radio 1, cuales seran las
dimensiones del rectangulo de tal manera que presenta la mayor area posible.

Rta. XZE; y:ﬁ

2
3. Encontrar el punto sobre la parabola y= x2 que esté mas cercano al punto
P(05)
® 3,/2 90
Rta. Q¢- T‘/_ ' N
& o [Tl
h [ ]
4. Alos 7.a.m. un barco esté a 60 millas al este de otro barco, si el primero navega

hacia el oeste a razén de 20 millas/hr., el segundo navega hacia el sureste a

razon de 30 millas/hr. ; En qué instante estaran mas cerca los barcos?

Rta. alas 8:09 a.m.

101019

5. Un observatorio debe tener forma de cilindro circular recto y su techo debe
tener forma semiesférica. EIl techo cuesta el doble por pie cuadrado que las
paredes. ¢Cuales seran las dimensiones que dan el menor costo para un
volumen de 1.200 m3 ?

¢l eo

Rta. Altura: 3 360
p
1 , 3.600
Radio : = 3| =—
2 p
6. Determinar las dimensiones de un cilindro circular recto de mayor volumen

inscrito en un cono circular rectode 10 cm, de radio y 24 cm de altura.
Rta. r= %cm; h=8cm

7. Entre dos postes de 20 y 30 metros de altura, debe pasar una cuerda; la cual
debe descansar en un punto del piso. Los postes se separan 25 metros. ;En
qué punto del piso debe descansar la cuerda para minimizar la longitud de la
misma?

Rta. A 10 metros del poste de 20
metros de altura.
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2.4.1 Optimizacion en fisica

Para resolver problemas de optimizacion en fisica, se deben seguir las recomendaciones
propuestas para llegar a la solucién 6ptima. Recordemos algunos aspectos que debemos

tener en cuenta.

+ Hacer un dibujo que ilustre de la mejor manera el problema.

+ Escribir la ecuacion matematica que ilustre simbdlicamente el problema

+ ldentificar los valores admisibles para la variable independiente, es decir el dominio
de la funcién.

+ Aplicar el criterio de la primera derivada para hallar los valores criticos.

+ Aplicar los valores criticos a las condiciones del problema, para aresolverlo.

Con algunos ejemplos podemos ilustrar este tipo de optimizacion.

Ejemplo

Un bote se encuentra a 20 metros del punto mas cercano a la playa de forma rectilinea.
La persona que esté en el bote puede remar a razén de 10 metros por minuto y correr a
razén de 20 metros por minuto. ;En dénde debe desembarcar el bote para llegar en el
menor tiempo posible a una casa ubicada a 15 metros del punto mas cercano de la playa

al bote?
Soluciéon

Hagamos un grafico que nos muestre el fenémeno: C

P. punto mas cercano de la playa al bote ( B ).
La linea—— describe la trayectoria que x
debe hacer la persona para llegar a la casa,; k' a2

en el menor tiempo posible.

15 m.

C=casay Q el punto de desembarco _[_ Q
d,= distancia de ubicacion inicial del bote

al punto de desembarco.
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a la casa.
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Luego:

dp= Jx2+(20)2  por distancia

d2 =15- x
Ahora el tiempo utilizado en cada trayectoria sera:

oy _ 1/x2+4oo

t
1 Vo 10
ootz 15X
V1 20

La restriccion de la variable x sera que solo puede tomar entre 0y 15 luego: 0 £ x £15

2
. —\' X< +400 -
El tiempo total T=1t; + 1ty = +5-x

10 2

Los valores criticos son: 0, 15 y el obtenido al desarrollar d%x .
a__ x
O 104 x2+400
Ahora despejemos  Xx:

1
X =5p 20x =10 1/x2+400 b 2x =w/x2+400 Luego:

104/ x2 + 400

1
20

4x%=x2+400b 3x%2 =400 b X2 =% @13,33

x=1 133,33 = + 11,547

Es obvio que debemos tomar el valor positivo; luego x =11,547m hay un punto critico,
al evaluar en la funcién de T, vemos que corresponde a un minimo, que lo que pide el

problema. Para establecer que verdaderamente es un minimo:

X T

0 2,75 - <2 +400 .15 x
11,547 2,47 minimo - 60 20
15 2,50
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Conclusioén: el desembarco debe ser a 11,547 metros el punto Q. Asi la persona

taradara 2,47 minutos en llegar a la casa, que correspondera al menor tiempo posible
del recorrido.

Ejemplo

El alcance horizontal de un movimiento parabélico esta dada por la funcion:

vZ . sen (29)

g

¢, Con qué angulo se debe lanzar un objeto apra que su alcance sea maximo?

Solucion: como el alcance horizontal x esta en funcion del anguloq, debemos derivar

la funcion x respecto a q para hallar los valores criticos. Pero primero debemos establecer
el intervalo que puede tomar q:

0 £ g£ 90° Analice ésto y consultelo
Ahora:

2 2
2 2 2 2
% =2V0 gcos 9 pero Vo gcos 9 op 2v02 Cos2g=0

Luego: Cos2g =0 Aplicamos funcion inversa:
29 = cos'l(O) = %

q=Z22=/

Va

Luego el angulo que permite el maximo alcance es: % = 450
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1 Un cuerpo que se mueve segun la ley de movimiento: x = 4t + 8 en metros.

¢Cual seré la velocidad a los 4 segundos de iniciar el movimiento?

Rta. v = 4m/segq.

2. Un movimiento es gobernado pro la funcién x=2t2 +3t en metros. ;Cual

serd la aceleracion a los 5 segundos de iniciar el movimiento?
Rta. a = 4 m/seg?

3. El movimiento de un cuerpo lo gobierna la funcién x=Tan™ 2 (t), donde x es

distancia recorrida en metros, t el tiempo en segundos. ;Cual seré la velocidad

cuando t = 2 segundos?

3

Rta: vzé m/seg

=
4, Para el ejercicio 3, cual seréa la aceleracion, cuando t = 3 segundos. O
I
Rta: -3 m/seg2 O
ED I
. _14 .3 2
5. Un cuerpo se mueve segun la ley S= 2t - 5t +12t° | S esta dado en metros

y t en segundos. ¢cual sera la velocidad del cuerpo cuando la aceleracion es
cero? (tomar el valor positivo).

el eo

Rta: v = 11 m/seg

6. Dos cuerpos se mueven a lo largo de un eje coordenado, al final de t segundos,

sus distancias dirigidas desde el origen son: x; = 4t - 32 y Xp = t2 - 2t

a. Cuando tienen la misma posicion Rta: En t:32 seg
b. Cuando tienen la misma velociedad Rta: En t= 34 seg
7. Un cuerpo se mueve segin la ley de movimiento dado por:

x=2sen (3t). En qué momento la velocidad es de 0 m/seg.

Rta: Paa t=30
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2.5

en la economia

El estudio anterior de la razén de cambio, lo podemos trasladar palabra por palabra a
situaciones de ganancias y costos. Supongamos que G ( x ) representa la ganancia
obtenida al vender x unidades de cierta mercancia y que C ( x ) representa el costo de
producir x unidades de esa mercancia. En Economia, la ganancia marginal y el costo
marginal se definen como las derivadas de las funciones G y C respectivamente. Es

decir, la ganancia marginal en xg es el limite cuando x tiende a x5 (X® Xo) de

G(x)- G(xo)
X- Xg

es dear, g S0)=Clx0)
0 X-Xo
Los problemas tipicos de la Economia los debemos llevar a un dominio P que en algunos
casos consta de los enteros no negativos, pues en algunos casos no tiene sentido producir
fraccion de un bien o servicio. Sin embargo, para que podamos aplicar las técnicas de
derivacién a una funcién, su dominio debe consistir por lo menos en un intervalo, no en
una coleccién de puntos discretos. En consecuencia, debemos hallar un modelo continuo
de P; es decir, debemos hallar una buena funcién, la cual esté definida en un intervalo

y se extienda o aproxime a P.

Consideraremos otros conceptos como son los de costo total, costo promedio, costo marginal,
elasticidad, elasticidad de la demanda, elasticidad cruzada, ingreso total, ingreso marginal,
ingresos por concepto de impuestos. Cuando estemos en optimizacién, trataremos la
utilidad en operacién de monopolio, efecto de los impuestos sobre la operaciéon en monopolio
y modelos de inventario.

Continuamos con los costos, si el costo total «C» de producir y comercializar x unidades
de un articulo lo suponemos que estéa en funcién de x solamente, entonces la funcién del
costo total la podemos representar mediante la expresién C = f ( x ). No entraremos en
detalles a analizar las propiedades que deban tener dicha funcién, debido a que esto es
tema de otro curso.
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Ejemplo

Una empresa tiene una funcion de costo total representado por la ecuacion:

C = 2x3- 3x2- 12x, en donde C representa el costo total y x la cantidad producida.

a. ¢ Qué ecuacion representa la funcién de costo marginal?

b. ¢ Cuél es la ecuacion de la funcidn de costo promedio?

c. ¢ Es el anterior un conjunto de ecuaciones que podriamos esperar hallar realmente en
la préctica ? ¢ Por qué?

a. La funcién de costo marginal, CM, la hallamos al hacer la derivada del costo total C.

Entonces:

9C_ oM =6x2- 6x- 12
dx

b. La funcidén de costo promedio, C, la hallamos al dividir la funcion de costo total por
la cantidad producida x.

c. Si calculamos f (0) =-12 y f (1) = 2- 3-12 = - 13, con lo cual vemos que la ecuacion

no representa una funciéon de costos, porque por lo menos cuando se produce una
unidad debe incurrirse en algun costo positivo.

2.5.1 Funcion elasticidad

La razén de cambio relativo (o proporcional) de la variable dependiente, al cambio relativo
de la variable independiente, que conocemos como la elasticidad de la dependiente con
respecto a la independiente. Tal concepto nos mide la respuesta proporcional de la
variable dependiente a los cambios proporcinales en la variable independiente. La
elasticidad de una funcién no tiene unidades debido a que las magnitudes empleadas en
su definicién son cambios relativos por unidad. Por lo tanto, la elasticidad nos resulta
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ser independiente de las unidades en que se expresan las variables que consideramos.
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Se nos presentan dos conceptos de elasticidad, la Ilamada elasticidad-arco y la denominada
elasticidad punto. La elasticidad -arco corresponde a la elasticidad de una funcién entre
dos puntos, es decir, en un arco o segmento de linea. La elasticidad-punto ( o simplemente
elasticidad) es la que corresponde a una funcién en un punto especifico, por lo tanto, si

y =f (x), la elasticidad de y con respecto a x la expresamos en primer término por:

Si hacemos que Dx tienda a cero, entonces Dy/Dx tiende a dy/dx. Lo anterior nos da
finalmente la definicién de la elasticidad con:

Algunos autores simbolizan la elasticidad por la letra griega eta, h .

En general, la elasticidad de una funcién depende de su ambito de variacién. Por ejemplo,
si la consideramos sobre una recta, la elasticidad de la funcién correspondiente a dos
arcos diferentes no es la misma. Aunque el cociente de los incrementos es el mismo, no
lo es el cociente de x dividido por y en dos puntos de coordenadas diferentes. Esto nos
ilustral aamd gueded del ad asti a ded-arco, pues noes evi darte siyx o bien x,/ly, o
cual de los dos debemos utilizar en la definiciéon. Por esta razén, algunos autores proponen
utilizar la elasticidad en el punto (x,/y,) oen (X,Jy,)y unaque corresponda a un valor
medio de la elasticidad-arco entre los puntos ( x,/y,) y (XJy,) que quizas sea lo de

mayor empleo, esto es:

i: X1tX2  y2-y1_Xatxz Dy
Ex VYity2 X2-X1 Yyitys Dx

La elasticidad-punto no presenta ninguna ambiguedad. La elasticidad dey =x(x) en
(X, y,) es:

E_y:X_l ﬂ =
Ex Y1 dx{(xq ,y1)

También es posible que la representemos como la derivada logaritmica, esto es:

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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d 1dy
EX i(|ogx) l% de
dx X dx

La elasticidad la hemos definido como una propiedad de cualquier funcion diferenciable,
sin embargo, en la teoria econémica, la elasticidad suele considerarse para las funciones
de demanda, oferta, precio, costo e ingreso. por ejemplo, la elasticidad la emplean los
economistas como una medida de la respuesta de la cantidad demanda u ofrecida, a
cambios en el precio o en el ingreso, y de la respuesta de precio, costo total o ingreso total
a cambios en la cantidad. Quizas el uso mas frecuente de la elasticidad en Economia
comprende el analisis de la elasticidad del precio de la demanda, como medida del efecto
de un cambio en el precio sobre la cantidad demandada; este tipo de analisis se describira

a continuacion:

El empleo clasico del concepto de elasticidad es en el analisis de la capacidad de respuesta
de la cantidad demandada de un articulo por cambios en su precio. Sabemos que la
pendiente de la demanda es negativa, es decir, es una funcién decreciente, por lo tanto,
h £ 0. Como la elasticidad no tiene unidades podemos comparar la respuesta de las
cantidades demadas de diversos bienes ante cambios en sus precios. Por esta razon, la
demanda suele clasificarse como: perfectamente elastica (h® -¥ ) relativamente
elastica (h<-1), elastica unitaria (h=-1), relativamente inelastica (-1<h<0)y
perfectamente ineléstica (h = O). Vemos, por lo tanto, que la demanda es elastica si

|h| >1, elastica unitaria si |h|=1, e inelastica si |h|<1. Esto lo podemos visualizar
mejor en la figura siguiente figura.

Existe el concepto entre las demandas de dos o mas articulos. La elasticidad cruzada
evalUa la respuesta de la cantidad demandada por un bien ante cambios en el precio de

otro. La elasticidad de la demanda por A con respecto al precio de B la definimos como:
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donde x = cantidad y p= precio.
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Y laelasticidad -arco cruzada cuando pg cambiade pg a Pg, y XA; cambiade xp

a XA, se determina por:

Bxa _Pe "PB2 Xap-Xa
EpB XA;*tXA,  PBo- PR

Cuando los bienes se sustituyen entre si, sus elasticidades cruzadas son positivas. Cuando

los bienes son complementarios entre si, sus elasticidades cruzadas son negativas.

Aqui, debemos hacer una aclaracién: en las funciones de demanda suele representarse
con el precio como variable dependiente, y la cantidad demandada como variable
independiente. Sin embargo, en el analisis que comprende la elasticidad-precio de la

demanda, la cantidad demandada la consideran los economistas como variable dependiente
y el precio como la variable independiente.

Ejemplo

Para la funcién de demanda: x=10 - 5p2 enel puntox =5 y p =1, el precio crece un

10%.

a. Determinar la elasticidad-arco en el punto.
b. Obtener la elasticidad-arco en el punto correspondiente al cambio en el precio.
c. Determinar la elasticidad-punto en los dos puntos

d. Evaluar la elasticidad-arco con base en los valores medios de cantidad y precio.

Solucién

a. Calculamos el nuevo precio y la nueva cantidad y el incremento en la cantidad, puesto

gue el del precio lo conocemos:

p, =1 P p, =1+(01)(1) =11  Dp=01
X1 =5b x5 =10- 5(121) =10 - 6.05=3.95 Dx =395- 5=- 105
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Como tenemos los incrementos y el punto, calculamos la elasticidad mediante la formula:

Ex _pDx Ex
E, xDp  Ep

_ 1(-105) _

(105 105 _ .
5(0.1) 0.5 5

p=1

b. Para el punto correspondiente al cambio en el precio, reemplazamos los valores en la
férmula anterior.

Ex _PDX, Ex| _ L1C105) 1155 o
Ep xDp  Ep| _, ,395(01) 0.395

c. Para la elasticidad punto, debemos hallar primero la derivada:

2. dx
=10- 5p2 b —==-10
X P dp P

Ahora la elasticidad est4 dada por:

E—X:Bd—xb para x=5y p=1 entoncesE—X :i(-lO) (H=-2
Ep, x dp Eplpy
E 1.1
x=3.95 =11 b =X =—— (-10) (1.1)=- 3.06
p=1.1.

d. Para la elasticidad- arco con base en los valores medios de cantidad y precios, la
hallamos mediante la formula.

Ex| _P1*Py xp-x3, Ex _ 1+11 395-5_ 21 (-105)

plg  xatxa P2 Ep 54395 11-1 895 01

=- 246

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Ejemplo

La demanda del maiz esta relacionada con el precio del trigo como sigue:
x=12+5p2/3

En donde x es la cantidad demandada de maiz ( en una unidad conveniente de peso) y p
es el precio del trigo ( por ejemplo, en unidades monetarias por la unidad de peso que
establezca para el maiz). Determinar la ecuaciéon para la elasticidad cruzada de la
demanda del maiz con respecto al precio del trigo. ¢Cudl es la cantidad demandada de
maiz cuando el precio del trigo es de u.m.8?. ;Cual es la cantidad demanda del maiz
cuando el precio del trigo es de u.m.10?. ;Cudl es la elasticidad cruzada de la demanda

del maiz cuando el precio del trigo varia de 8 a 10?
Solucion

Lo primero que vamos a hacer es despejar el precio en la funcion de demanda:

2

3/
2/3, &X-12 9
/ P ¢g—=+ =p

x=12+5p2/3 b x-12 =5p
e 5 g

Conocemos la formula con la cual podemos hallar la elasticidad cruzada:

Ex

p

><|'o
Q_|Q_
o X

Ahora hallemos la derivada dx/dp:
x=12+502/3 b dx/dp= %p'jﬁ

Reemplazamos:

Exy pdx Ey p 10 10p

Ep xdp Ep 12+5p2/3 3% 363/p+15p
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Calculamos la cantidad demandada de maiz para cuando el precio del trigo es de u.m.8
y luego cuando sea de u.m. 10.
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p=8b x=12+53[64 =12+5; 4=32

p=10p x=12+53/100
Como la elasticidad cruzada es:

Ey 10p

Ep 36 3p +15p
Entonces para p =8 y x = 32 tendremos:

= = = — =— @0.42
EAp{ng 36 38 +(15)(8) (36)(2)+120 192 12 @

Para p= 10 y x =12+5 3100

E 10 (10 100
AX( = — @) . ; @0.44
Eplp=10 363/10+(15)(10) 36 3[10 +150

La elasticidad de una funcién no es, en general, constante en todo su dominio, o como lo
llaman los economistas en su ambito de variacion. Sin embargo, un tipo de funcién, la
representada por el tipo generalizado de hipérbola equilatera, tiene una elasticidad
constante. En muchos andlisis teoricos, la funcion de demanda esta representada por
una hipérbola equilatera generalizada, cuando es conveniente tener una elasticidad
invariable de la demanda en el todo el dominio.

Si la funcién de demanda se expresa mediante la hiperbole equilatera generalizada:
a

pm

X=

Para calcular la elasticidad, debemos hallar la derivada y reemplazarla en la expresion

de la elasticidad.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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B

Ex

p

KD E_X:p
dp p

"
a

x |o

o)

QIO

DO O

Esto es, la elasticidad de la demanda es la constante - m. En términos de cambios
aproximados en el precio y en la cantidad demanda, un incremento del 1% en el precio
tiene como consecuencia una disminucién del m% en la demanda, a cualquier nivel de
precio y de cantidad. Solamente una hipérbola equilatera generalizada tiene elasticidad
constante en todos sus puntos. Para cualquier otro tipo de funcion, la elasticidad varia

para diferentes valores de x y p, es decir, para diferentes puntos sobre la curva.

Ejemplo

Obtener la elasticidad de la demanda x con respecto al precio p, para la funcién:

b 10
514

De conformidad con lo visto inmediatamente la elasticidad debe ser:

E
-5/4, es decir, —X*-=-5/4
Ep

2.5.2 Funcion ingreso

Para cualquier funcién de demanda dada, p =f ( x), el ingreso, I, es el producto de x, el

nimero de unidades demandadas, y p, el precio por unidad de la cantidad demandada,
esto es:

l=xp=xf(x)

y el ingreso marginal con respecto a la cantidad demandada es:

d __dp
—=X—=+p

dx dx
8
La elasticidad de la demanda con respecto al precio es: =
(&)
g
Ex P& =

p X dp

........................................................



dx 1
y dado que, d_p = —dp/dx al reemplazarlo en la ecuacién anterior y despejar dp/dx

tenemos:
Ex_p_ 1 dp P
Ep x (dp/dx ) dx XgeE_xg
§Ep 5

di
Ahora reemplacemos la ecuacion anterior en o tenemos:

® 0
di dp di Xp __C 1 =+
— = X— p —= +p= 1+—— .
x X PP X T Tme 5 PTPCTTELS
X§EC € E,:
ng p P g
De una manera alternativa:
® o}
d _ d exdp 6 = Epo ¢ 1 -
—:X—p+p:p g__p"'li:p 1+_p::pg]_+_;
dx dx pdx g Ex Ex ©
§ Ep 3

El ingreso marginal puede ser positivo o negativo. Logicamente, | podriamos considerarlo

también como una funcion del precio. 1 =xp=pg (p) =G (p); luego:

=G (p)

Ejemplo

La demanda para un bien en particular estd dada por la expresion:
(x+6) (p+12) =360

donde x es la cantidad demandada y p es el precio por unidad.

a. Determinar la expresion para el ingreso total y para el ingreso marginal.
b. A partir del ingreso marginal hallar la expresion para la elasticidad de la demanda.

c. ;Cual es el ingreso total y el marginal si los precios son: i) 6, ii) 8 y iii)12.

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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Solucién

a. Vamos a expresar el ingreso total en funcién de la cantidad demanda; para ello
recordamos que el ingreso total es el producto de la cantidad demandada por su

precio, es to es: | = xp. El precio lo obtenemos de la expresion para la demanda:

360 360
+6) (p+12)=360 b p+l2 =—— p p=——- 12
(x+6) (p+12) P 6 " P76

Entonces el ingreso total, I, es:

360

2
288 x - 12x
I(x):><p:x§X+6- i ——

X+6

129 =
2

El ingreso marginal lo hallamos mediante la derivada del ingreso total:

di(x) _ (X+6)(288-24x )- (288x-12x2) _ 1728 +144x - 24x2 - 288X +12x 2
dx (x+6)2 (x+6)2

dl _ 1728- 144x- 12x°
dx (x+6)2

b. Como ya conocemos el precio en funcion de la cantidad demanda y ademas la elasticidad

en funcién del precio y el ingreso marginal, nos resta hacer los reemplazos pertinente,

entonces:
® 6
d ¢l o+ I'(X) 1 I'(x)-p_ 1
S o) =p S+ —"Ip =1+—p 7P =
dx & E_x+ p X p Ex
é Ep Ep Ep

Entonces logramos la expresion para la elasticidad en funcién del precio y el ingreso
marginal, al despejarla de la ecuacién anterior, esto es:

Ex__p —
Ep 1I'(x)-p .g
C
&
X3
_ 360 o dl _ 1728 - 144x - 12x2 ©
Como P=——-12 y =

X+6 dx (x+6)2 reemplazamos:

........................................................



360

Ex _ X+6 _ 360 (x +6) - 12 (x +6)2
Ep 1728- 144x-12x2 360 1728 - 144x - 12x2 - 360 (X +6)+12 (x +6)2
- +12
(x+6)2 X+6

Efectuando las operaciones:

Ex _ 360 +2160 - 12x2 - 144x - 432 _
Ep 1728 - 144x- 12x? - 360x - 2160 +12x 2 +144x +432

E, _ 1728 +216x- 12x2

Ep - 360x

di
c¢. Como nos solicitan el ingreso total y marginal y como este Gltimo es o entonces nos

damos cuenta de la conveniencia de hallar la cantidad demanda a los precios asi:

p=6 b x+6 = b x= 1 y(6)= 0 5o
p+12 p+12 6+12

X(8) = 30 6=12; x(12) = 30_ 6=9
8+12 12+12
Los ingresos totales seran:
Il =xpb I(p=6, x=14) =14x6 =84 (i)

I(p=8, x=12) = 12x8=96 (ii)
I(p=12, x=9) = 9x12=108 (iii)
Los ingresos marginales seran:

di(x) _ 1728 - 144x - 12x2
dx (x+6)2

=1'(x)

Reemplazamos los valores:

1728 - (144) (14) - 12(14)2 _

I'(p=6,x=14) =
(14+6) 2

- - 2 .
 (p=8, x=12) = 178~ (14) (12) -12(12)° _ - 1728 _ 16 _ o
(12+6) 2 324 3

_1728- (144) (9) -12(9)2 _ - 540

I'(p=12, x=9)
(9+6)2 225

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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2.5.3 Ingresos por impuestos

Normalmente los gobiernos establecen impuestos sobre un determinado bien o servicio,
analicemos cémo seran los ingresos por concepto de un impuesto. Claro, suponemos que
al gravar un bien con un impuesto el precio al consumidor aumentara, y en consecuencia,
la cantidad de demanda disminuira. Entonces nos referimos al efecto que tienen los
impuestos sobre el equilibrio del mercado en las condiciones siguientes: (i) existe un
mercado de competencia pura en el cual la cantidad por los consumidores demandada
depende Gnicamente del precio ( la funcién de la demanda no cambia); (ii) los productores
ajustan la curva de oferta al nuevo precio, el cual incluye el impuesto, y (iii) un
impuesto de t unidades monetarias se aplican a cada unidad producida del bien o la

comodidad.

La funcion de la oferta se puede representar mediante p = g ( X ), en donde X representa
el nimero de unidades del articulo ofrecido y p es el precio por unidad. Si se aplica un
impuesto de t unidades monetarias por unidad, la funcion de la oferta despues del

impuesto es:

P, = g(x)+t

Si la funcién de demanda es p = f ( x ), entonces el punto de equilibrio antes de impuestos,

E ( x,p) es la solucion simultanea de las ecuaciones.

Demanda: p="f(x) y oferta p=g(x)

El punto de equilibrio después del impuesto, E ( x,, y, ) es la solucion de las ecuaciones.
Demanda: p=f(x); oferta p,=g(x) +t

Vemos que lo anterior es equivalente, geométricamente, a trasladar la curva de oferta
original, t unidades hacia arriba, lo que equivale a lo siguiente: las mismas cantidades
se ofrecen a precios mayores, o0 bien, a los mismos precios se ofrecen cantidades menores

del bien considerado. Excepto en el caso de precio constante, en el cual el precio no

depende de la cantidad producida, el incremento en el precio correspondiente al punto de
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equilibrio es menor que el valor del impuesto. Observemos que un subsidio lo podemos




considerar como un impuesto negativo. La curva de oferta se desplazara entonces hacia
abajo un nuimero de unidades equivalente al importe del subsidio; el precio al consumidor

decrecera y la cantidad demandada se incrementara.

El ingreso total T por concepto de impuestos percibido por el gobierno como resultado del

gravamen de t por unidad del bien es igual a :
T = tx

donde x, es la cantidad del bien correspondiente al punto de equilibrio después del impuesto.
Ejemplo

Determine la expresién para el ingreso por concepto de un impuesto de t por unidad, si la

funcién de demanda es p= 25 - 2x2 y la de oferta antes del impuesto p = 5 + x.

Solucién

Debemos obtener la funcién de la oferta después del impuesto, esto es:
p=5+x+t

Ahora calculamos el punto de equilibrio mediante la solucién del sistema:
p=25- 2x2 y p=5+x+t

0 sea: 25- 2x2 =54x+1; - 20 +x+t+2x2 =0

Aplicamos la ecuacién cuadratica:

_ -1%.[1-4(2) (t-20) -1+ .[1+160-8.t -1+ .[161-8t

4 4 4

-1+.,/161- 8t

4

Solo tiene sentido econdmico X =

Por consiguiente el ingreso por concepto del impuesto es:

T=tx; :%(-1+1/161- 8t)-t

® Facultad de Ciencias JEESIERRNI =AM Y\-\s!
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2.5.4 Optimizacion en Economia

Vamos a considerar de una manera muy somera problemas de valores criticos en la
Economia; lo hacemos a parte por lo peculiar del tema. Trataremos utilidad en operacion
de monopolio; efectos de los impuestos sobre la operacién en monopolio; ingreso total
captando por el gobierno que provenga de la imposicién de un gravamen y modelos de
inventarios. Tenemos que ser reiterativos en que estamos interesados en presentar

aplicaciones de la derivada y solo eso.

En las formas mas comunes de competencia imperfecta en el mercado, suponemos que
es conocida la funcién de demanda p = f(x), y que el precio que el consumidor debe pagar
depende unicamente de la cantidad demandada. En una situacion de monopolio el monopolista
controla el precio regulando la oferta de la comodidad en cuestion; cuando la oferta es

limitada, el precio es relativamente alto, y cuando la oferta aumenta, el precio disminuye.

Si ¢ representa el costo promedio de producir una unidad de un cierto bien o articulo,
(como una funcién de la cantidad producida), entonces el costo total C de producir x
unidades es.

C=xc
Presumimos que el monopolista controlara la oferta x y por consiguiente el precio p
(determinado mediante la funcién de demanda), de tal manera que le favorezca sus
intereces. EIl ingreso total que recibe, I, es.
I =xp,endonde p=f(x)
La utilidad total U es la diferencia entre el ingreso total y el costo total,

U=I1- C=xp- xc

Suponemos que el monopolista maximizara sus ganancias, entonces U tiene un maximo

relativo si y solo si:

(er:1[e51[eM diferencial




d_U: pd_U:ﬂ_£ S|d_U:0p E:E

dx dx dx dx dx dx dx
e, di_dc
uego: = dx
2 2 2
ademésdu<0 0 sea ﬂ<dc
dx2 dx2 dx2

Para que tal punto maximo sea relevante, debe ocurrir en el intervalo para el cual las

funciones de costo y de demanda tienen un significado econdmico.

Ejemplo

La funcién demanda para un bien en particular es:
p=26- 3?2
El costo promedio del monopolista para producir y comercializar el bien es:
C =3x+2+14/x

Hallar la utilidad maxima que el monopolista puede alcanzar.

Solucioén

La funcién a optimizar es la utilidad del monopolista; U. Conocemos la funcién de
demanda y de costo promedio por lo tanto, la utilidad es dada explicitamente mediante la

ecuacion:

U=1-C=xp-XC

Reemplazamos:

U =x (26- 3x2) - (3x2+2x+14)

Simplificamos y tomamos la derivada con respecto a x.

U = 26x- 3x3- 3x2 - 2x-14
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du

=24 - 6x - 92
dx
I I E
gualamos ™ a cero

0=24-6x-9x2 =-3(3X2 +2x - 8)

Factorizamos la expresion : - 3(x+2) (3x- 4) =0

Con lo cual x = - 2, no tiene sentido econémico; x = 4/3.

Hallamos la derivada segunda de la utilidad :

d?u d?

&
—2—-6 18x ® é
dx

Cc

<0b
X =4/3

0
5 = maximo
I7]

Q_

La maxima utilidad :
U =24(4/3)- 3(4/3)2 - 3(4/3)3- 14

Simplifiquemos.

U= 32_%_%_14 g 112 _162-112 _ 50

9 9 9

La aplicacion de un impuesto t (por unidad) a un articulo producido por un monopolista,
incrementa en t el costo promedio, y en t x el costo total. En tal caso el precio de
equilibrio y la cantidad para la cual la utilidad del monopolista es maxima después del
impuesto, la podemos obtener al maximizar las utilidades empleando para ello la funcién

de costo después del impuesto.
Ct =C+1tx
La utilidad después del impuesto es:

U=1-C=1-C-1tx

(er:1[e51[eM diferencial
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U tiene un maximo relativo si y solo si

U _0, es decir U -9 dG _di dC d(x)

dx dx dx dx dx dx dx

con lo cual tendremos

d_do o, d_do

dx dx dx dx
d?u . .
Como d_2 debe ser negativo para un maximo, entonces:
X
LAIpCae!
dx2 dx2

En vista de que la gréafica del costo marginal después de impuestos, no es sino la del
costo marginal antes del gravamen, traslada una distancia t hacia arriba, la cantidad
producida para obtener la utilidad méaxima se vera disminuida, y el precio resultara

incrementado después de la imposicion.
Ingreso total

El ingreso total captado por el gobierno es :

en donde x representa la cantidad producida después de que se establece el impuesto; T
es otra vez una funcién de t y resulta nula si t es cero, o cuando tenga un valor lo
suficientemente grande que provoque que el producto quede fuera del mercado. Por
consiguiente, T alcanzara un valor maximo que puede evaluarse por el procedimiento
usual. De la misma manera, un subsidio se puede considerar como un impuesto negativo,

y el analisis general no se modifica.
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Ejemplo

Determir el ingreso maximo del gobierno que puede obtener aplicando un impuesto t

(' por unidad ), si la demanda y la oferta son :
Demanda p =25 - x? Oferta 5+x=P

Solucién

Debemos maximizar el ingreso del gobierno t.
La demanda después de la imposicidon del gravamen es la misma.
La oferta después del impuestoes: p=5+x +t.

El punto de equilibrio lo obtenemos al resolver el sistema.

p= 25- 2x?2 y p=5+x+t b 25- 2x2 =5+ X+t

Despejamos para X :

-1+ ./1-4(2) (t- 20 -111/161-8t
2x24x-20+t=0 b x= (2) ( )

4 4

La expresion explicita para el ingreso del gobierno es :

- -
Totx=t E 1+4/161 8t

.
-

Derivamos la expresion para T con respectoa t :

dT _ - 1+.[161- 8t L F -8

dt 4 & (2)4./161- 8t

Q- o

Simplificamos :

dT _ - |J161- 8t+161- 8t- 4t _ 161- 12t- ,[161- 8t

dt 4./161- 8t 4 /161 - 8t
L E
Igualamos gr acero: §
[¢8)
_ 1e1-12t- 1/161- 8t S
4 161- 8t )
=)
&)
T
O
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La fraccion es igual a cero si su numerador es cero, entonces :
161-12t- .[161- 8t =0 b 161- 12t = ,[161- 8t
Suponemos que los dos miembros son positivos, elevemos al cuadrado :
25921 -3864t+144t>2=161-8t
Simplifiquemos :
144 t2- 3856 t + 25760 =0 ® 16 (9t2-241t+1610)=0

Despejemos para t, mediante la formula cuadrética:

o4+ J(241)2- 4(9)(1610) _ 241 + ,/58081 - 57960
18 18

:2411 121:24lillpt1:@ 15 . _ 282 _
18 18 9

El hecho de que elevemos al cuadrado, nos lleva a que verifiquemos si las raices son de

la ecuacién o no. Hagamosilo:

16112 F2 0. 161-8881 ©-0p 161- 4(ﬂ5)-1/1449'920b
e 9o e9% g 3 9

483 - 460 520 23 23 115
s} - =—-—;lardz — es solucion de la ecuacion.
3 3 3 3 9

Ahora con 14: 161-12(14) - ,/161- 8(14) =0Pb 161-168- ,/161-112 1 O

luego 14 es una raiz extrafa.

Hallemos la derivada segunda de T con respecto a t.

ar_ 1, J161- 8t t
d 4 4 4/ 161- 8t
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d?T -8 1

) - ~t(-1/2)(161- 8t) 32 (-8
dt?  (4)(2)/161-8t 4[161- 8t t( )( ) 314 (-8)

T -2 4
d®  161-8 [ (61-8t)3

161 d?T
Parat >0 y 161-8t >0P 161 > 8t P ?>t,F<OD maximo

115

Calculamos el ingreso para t = Y P

& 115 O
e ooy B I6LB O 15 & T8 T
8 4 - 9 ¢ 4 -
a g T
o
_I__115 881+ «/529 0 115 x-3+23 0 _115)(20) _ (115)5 _ 575
% g 3 5 % & 3 p 108 27z
. . 575
Entonces el ingreso maximo es >

2.5.5 Modelo de inventarios

Ahora veamos el modelo de inventario. El objetivo del control de inventario es el de
minimizar el costo total del citado concepto. Los costos del inventario son de tres tipos:
(i) el costo de surtir un pedido o de iniciar una tanda de produccion ( costo de preparacion
de manufactura ); (ii ) el costo de llevar o constituir el inventario, incluyendo el costo de
capital o intereses y el costo de almacenamiento ( costo de conservacion o0 mantenimiento);
(iii ) el costo de no tener suficientes existencias de los productos, incluyendo la perdida
de la buena imagen comercial ( costo de la escacez). El control de los inventarios intenta
equilibrar la economia respecto de pedidos grandes o partidas de produccion de gran
magnitud, con el costo de mantenimiento del inventario, y en algunos modelos, con el

costo de escacez de los articulos producidos o en existencia.

En la practica, se nos presentan diversas situaciones de acuerdo con la naturaleza de la

demanda, con los procedimientos utilizados para surtir o producir, con la facilidad de
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almacenar, con los riesgos de la escacez y algunos otros. Los modelos de inventarios que
vamos a tratar en esta seccién tiene como caracteristica el supuesto de que la demanda
es conocida y uniforme. A pesar de que este supuesto puede ser apropiado, al menos
como una aproximacién, en muchas situaciones en que interviene la demanda de un
insumo para la produccion, esta totalmente alejado de la realidad en muchos casos
referentes a la demanda de bienes al menudeo. Para estas situaciones es mas apropiado
un modelo que considere la demanda probable de la comodidad o el producto. Esto es, no
trataremos los modelos probabilisticos sino los deterministicos. Aunque estos temas se
trabajan con mayor detalle en el area de investigacién de operaciones, aqui daremos

algunos aspectos que son fundamentales.

Los modelos que consideramos también suponen que el costo de preparacion de
manufactura, el costo unitario del mantenimiento del inventario y el costo de la escacez
no dependen del numero de articulos considerados. Ningun modelo de los que vamos en

esta seccion admiten la escacez de los bienes.
Vamos a ver dos tipos de modelos de inventario uno por lotes y el otro continuo.

Modelo A: demanda uniforme, no hay escacez del bién considerado, ingreso por lotes.

La notacién que utilizaremos sera:

D = demanda por periodo
C, = costo de preparacién de manufactura
C, = costo de mantener una unidad en inventario por periodo

g = namero de articulos que deberan ser incluidos en inventario cada vez.
Hay D/q lotes por periodo, por lo cual el costo total de preparacion es ( C,D )/q.

El inventario promedio es g/2 y el costo de mantener el inventario por periodo es

( C,0)/2. El costo total del inventario por periodo es, por consiguiente:

2 q



dc
Para que el costo sea minimo a =0 entonces :

dC _cC D_C, cD 2cD
L2 GPy L2 GP_op 2L,
dg 2 d, 2 a, Co
_ fzclo
q= —Cz
; . . |2CcD 2C1D ;
Asi que C es minimo si 4= /—=— . De modo que —— — articulos deberan ser

G G

colocados en el inventario cada D/qg veces por periodo.

Modelo B: demanda uniforme, no hay escacez de bienes, ingreso continuo.

D = demanda por periodo.

k = nimero de articulos que entran por periodo ( a una tasa uniforme ) durante la
formacion del inventario.

C, = costo de preparacion de manufactura.

C, = costo de mantener un articulo en inventario por periodo.

g = namero de articulos que deberan ser colocados en el inventario durante la formacion

del mismo con el objeto de minimizar el costo total del inventario.

t, = tiempo durante el cual los articulos son colocados en el inventario.

t, = tiempo durante el cual no se colocan articulos en el inventario.

t =1t + t, =tiempo requerido para un ciclo del inventario.
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Observamos que t, = g/k y t = D/g. El costo de llevar inventario por periodo es.

Co(g- Dt1) _ Ccyq(l- D/K)
2 2

y el costo de preparacion de manufactura es C, ( D/q ). Asi que el costo total del inventario
por periodo es.

dc
Para que el costo total sea minimo, d_q =0 hallemos entonces la derivada

Despejemos q:

q2: XD b q= XD
Co(1- D/K) 1 C2(1- D/k)
d’c

Ahora hallemos ——
dq2

d2c _2c,D 0 )
5 43 entonces se trata de un minimo.

dg a

Asi C es minimo si g = /(2GD)/ Cy(1- D/k) . Por lo tanto, +/(2CiD) / C(1- D/K)

articulos deberan ser colocados en el inventario D/q veces por periodo.
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Ejemplo

Suponga que la demanda de un producto son 30 unidades al mes y que los articulos se
retiran de manera uniforme. EI costo fijo de preparacion cada vez que se hace una
corrida de produccion es de 15 unidades monetarias,u.m. EIl costo de produccion es 1
u.m. por articulo y el costo de mantener un inventario es de 0.30 u.m. por articulo por
mes. Suponga que no se permiten faltantes; determine cada cuando conviene hacer una

corrida de produccién y de qué tamafio debe ser.
Solucioén

Obtengamos el costo total, que tiene como componentes el costo de la corrida y el costo de

almacenamiento, esto es:

2

C2C|/

C=C+Cq+ 2a
D

2

el costo total por unidad de tiempo es:

_C1+Caq+Cpa?/2a _DCy . . Coq
q/D q 37

Ct

La cantidad 6ptima la hallamos mediante la deriva con respecto a q :
dﬁ = - D_(::I-+C:_2
dg q, 2

dG
El punto critico en d_q = 0, entonces.

_DC_1+2:ODDC]-—CZD&:C12D q-= %
qz2 2 q2 2 Co Co

reemplazamos los valores:

q:\/z(?»o)(ls): (30)(30) _ 0 _ 4 %@54_77

0.3 0.3 Jo3

Para determinar en que tiempo debe hacer la corrida, la obtenemos sencillamente por

medio de :

_q_"T
t=—=—— @1.83 meses
D 30

(er:1[e51[eM diferencial

........................................................



1. La funcién de costo total C, en la produccion de una sustancia esta dada por

C (x)=4./x +6. Donde x = cantidad en Kg de sustancia t C costo en délares.

a. (Cudl es el costo marginal cuando se producen 16 kg, de distancia?
b.;Cual sera la cantidad de sustancia; si el costo marginal es de $0.40 por Kg.?
Rta. a. 50 cu/kg b. 25 kg

3
X .
2. Sea | (x) =600x- —, la funcién ingreso total por la venta de x aparatos

para computador.
a. (Cudl seré la funcion ingreso marginal?
b. ¢(Cudl sera el ingreso marginal cuanso se venden 20 aparatos?
3
20x2

Rta. a. R (x) =600 -

b. 540

3

2

1
3. Si la funcion R (x) =50x - EX y C(x) =4x+ 10, las funciones ingreso

total y costo total respectivamente. ;Cudl sera el nUmero de unidades que se

deben producir y vender para obtener la maxima utilidad?

101019

Rta. 4.6 unidades, apra una
utilidad de 1.048.

4, Una compafiia de confecciones determina que con el fin de vender x prendas,

1
el precio por unidad esta gobernada por la funcién: p(x) =150 - > X . Adem{as

vi'eo

1
el costo de producir x prendas esta dado por; C(x) = 4.000 + ZXZ'

a. ;(Cual sera el ingreso total? b. ;Cual sera la utilidad total?

c. ¢(Cuanto es el ingreso, cuando se venden 10 prendas?
1
a R (x) =150x - Exz

b.P(x) = - %xz +150% - 4.000
c.Ingreso=1.450

5. En un cultivo de frutas, se obtienen en promedio 30 unidades por arbol, cuando
se siembran 20 arboles en Km?2 de terreno. Cada ves que se siembra un arbol
pro Km, la producciéon disminuye una unidad de fruta por arbol. ;Cuantos
arboles se deben plantar con el fin de obtener la mayor produccion?.

Rta. 25 &rboles
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2.6

en otras situaciones

Lo primero que debemos hacer es precisar qué vamos a entender por «en otras
situaciones», esto se debe a que aunque la razén de cambio tiene intrinsicamente un
sentido dinamico, vamos a tratar razones de cambio en las cuales la variable dependiente
no necesariamente es la longitud o el espacio recorrido; como también la variable inde-

pendiente puede ser otra que no sea el tiempo, aunque en algunos casos puede ser el tiempo.

Debemos aclarar que el caso particular de aplicaciones en cuestion de tipo econémico lo

trataremos aparte. Empezamos con un ejemplo de tipo social, como lo es el desempleo.

Ejemplo

Las noticias dicen que el desempleo sigue creciendo pero a un ritmo menor y que

posiblemente se esta llegando al final de la recesion.

Solucioén

A esta noticia le podemos dar un tratamiento mateméatico de la siguiente manera:
supongamos que y representa el nimero de personas sin empleo en el instante t, y haga-

mos que Yy sea una funcion del tiempo, t, y que la funcién sea diferenciable. Con el fluir
del tiempo «y» va cambiando; el ritmo de cambio del desempleo es la derivada dy/dt.

La sentencia de que el desempleo continua creciendo nos dice que la derivada es positiva:
dy/dt > 0

Hay una voz de aliento en el enunciado, puesto que nos dice que el ritmo del crecimiento

es menor, es decir, dy/dt esta decreciendo ( el desempleo sigue creciendo pero mas

L . . . ©

lentamnte que antes). Como la funcién dy/dt es decreciente, su derivada es negativa, ‘O
=

esto es: o
2

dedyo_dly _, e

dt & dt g dt? °

=)

L

NS

@)
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Lo anterior lo resuminos. lo malo de la noticia es dy/dt positivo; pero lo esperanzador es
dy? /dt? es negativa, lo cual conlleva a que la recesién estéa llegando a su limite y pronto

dy/dt sera cero y entonces cambio de signo para lograr una reactivacion de la economia.
Ejemplo

Supongamos que la cantidad total de agua ( en metros cubicos) consumida por una

pequefia comunidad durante las primeras horas t horas de la noche es:

y=161- t2 0£t £ 8

a. ¢(Cual es la razén promedio de consumo durante las cuatro primeras horas?; ;durante

las cuatro horas siguientes?; ;durante esas ocho horas?
b. ¢ Cual es la razon instantanea de consumo para t=2? ¢ parat = 6?
Solucién
a. El consumo en las primeras cuatro horas es:

y= (16) (4) - (4)2= 64- 42 = 48m3/hr

- 48-0
la razén promedio: Yy, = 7 = 12m%/hr

la razén promedio para las cuatro horas siguientes:

_ _y(8)-y(4) _16(8)- (8)%- y(4) _ 128-64- 48
4Yg = 2 = 2 = 2

=16 =4m?3 /hr
4

b. La razén instantanea la calculamos imediante la derivada:

Y oot6 ot prat=2p EVO 16 4=2m3/hr
EVO 16 2(6) = 4m3 /e
e dt gt=6
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Ejemplo

Una represa sobre cierto rio forma un lago con un area de 1.5 millones de metros

cuadrados. La altura del lago se eleva durante una tormenta de acuerdo con la férmula:

h=0.01t? (10- t) OELtE£6
donde:

h = altura sobre nivel normal ( metros)
t = tiempo (horas)

a. Hallar la formula para v = volumen sobre el normal, como funcién del tiempo t.

b. ¢ Cuadl es la razén promedio con la que cambia el volumen, en las tres primeras horas?
¢En las tres horas siguientes ? ;En las seis horas?

c. ¢ A qué razén instantanea esti cambiando el volumen, en cualquier tiempo t. ;En el

tiempot=17
Solucidén

a. El volumen sobre el normal es el volumen que va a tener la presa por la tormenta;
como la altura esta dada por la formula h = 0,01t?(10-t), entonces el volumen sobre el

normal, V, sera:
V =1500.000 0.01t2) (10- t) =15.000t2 (10- t)m3

b. El volumen en las tres primeras horas incrementa:
DV =V3- V, =15.000(3)2 (10- 3) = 15.000(9) (7)m3

o 945000- 0

La razén promedio v serd: oV3 = =315000m°/ hr

En volumen para las tres siguientes horas incrementa en:
DV = Vg- V3= 15000 [(16)2 (10- 6) - (3)2 (10- 3)]

= 15000 [ (36) (4)- (9)(7)]=15000 [144 - 63]

= 15000 [81] = 1215000 m3

(er:1[e51[eM diferencial
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La razén promedio y sera:

= 1215000

3Ve = =405.000 m3/hr

v - Ve Vo _15.000 (36)(6-10) -
0VvVe 6 6

15.000 (0) (10-0) _ (15.000)(6)(4) = 360.000 m3
c. La razon instantanea la calculamos mediante la derivada:

Como VvV =15000t> (10-t) +V, , V. loconsideramos como constante, es decir, el

volumen normal del agua en el lago, entonces:

%:15000 2(10- t) - t2 |=15000 (20t- 3t2) m3 / hr
Enel tiempot=1
&V 0 1500 (20- 3) =15000 (17)=255000 mS/hr

edt g,

Ejemplo

Durante los sesentas la poblacién, P ( en millones), de América crecié aproximadamente
de acuerdo con la formula:

P(t)=180e%%3

donde t esta en afios contados a partir de 1.960.

a. Hallar la tasa de crecimiento promedio durante la década, en términos absolutos,
DP/Dt -

b. Hallar la tasa de crecimiento instantédneo en 1.964 en términos absolutos dP/dt, y en
términos relativos, ( dP/dt)/P.

Solucion

a. La década tiene 10 afios por consiguiente, el crecimiento en estos diez afios en la

poblacién es:
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Entonces la tasa de crecimiento promedio en la década es:

DP(t) _180(e%%3- 1)

=18 (9131 2.5 millones/ afio
o o ( ) @

b. La tasa instantanea en 1964, conlleva que t = 5, debido a que ha transcurrido 1960,
1961, 1962, 1963, 1964. No olvidemos que el Ultimo afio con decena 6 es 69. Hallemos
la derivada.

P (t)=18(0013) eost

P’(5) = 180 (0,013) e %915 = 180 (0.013) e %% € 2.5 millones /afio

Para la tasa relativa se debe conocer la poblacién, la cual es:

P (5) = 180 eoo13s

Entonces:
2edP/dt o 180(0.013 )e0-013x5
¢ = e =0.013
e P g 1964 180e™ X
Ejemplo

Un circuito eléctrico incluye una resistencia de 20 ahmios, una bobina de 0.05 ochmios
y un condensador de 100 microfaradios y una fuente que suministra una corriente
alternada modelada por la funcién 100 cos (200t), donde t se mide en segundos. Hallar

la corriente en el circuito en cualquier instante t.

Podemos probar (utilizando las leyes de la electricidad) que la carga en este circuito en el

regimen estable es dada por:

g(t)=0.01 cos (200t) + 0.005 sen (200t) en coulombios
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La corriente es entonces:

99 __ 2 sen 200t + cos200t amperios(en coulombiospor segundqQ

dt

Ejemplo

Determinese la razén de cambio de la energia cinética de una particula con respecto a su
velocidad. demuéstrese que la razén de cambio de la energia cinética con respecto al
tiempo es la fuerza que actda sobre la particula multiplicada por la velocidad.

Solucion
Notamos por m la masa de la particula; por v (t) la velocidad de la particula en el tiempo

t; por E(t) = la energia cinética de la particula en el tiempo t. Sabemos que la energia
cinética de una particula con masa m y velocidad v es:

1
E=— m/2
2
Por lo tanto:
dE_ d gemv2 0
= ;sz
dv dv g 2 p

Ahora, derivamos la funcién de energia con respecto al tiempo:

dE dv
— =NV —
dt dt
dv_ : . ] : i
Conocemos que a-a . Siendo a la aceleracion de la particula en el tiempo t. También
conocemos la segunda ley de Newton sobre el movimiento que afirma que:

F=ma

donde f (t) es la fuerza que actia sobre la particula en el tiempo t. Por consiguiente:

dE
— =—mva=mav=Fv
dt
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Ejemplo

Supongamos que una persona tiene un puntaje f (t) = 200/ ( 3 + 5e 025t) después de t
horas de estudio. ;Cudl es el puntaje de la persona después de 4 horas de estudio?

Hallemos f' (4) y hagamos un estimativo de cuantos puntos adicionales podria obtener la

persona estudiando una quinta hora.
Solucion

Hallemos el puntaje de las 4 horas de estudio mediante el valor de la funcién con t =4.

f(4)= 200 =2 aq

(3+56 0254y (345 1y

Para el puntaje adicional por la hora de estudio, lo hacemos mediante la derivada:

f (1) = 200G 0.25)e" 0% 250 0%

(3+5e-0.25t)2 - (3+5e-0.25t)2
-1
fr(4) = 250e1 - = 3.92701 @3.9
(3+5e™7)

df (t) = (t)dt b [df (t)],_,=39x1=39purtos

Vemos, por estos ejemplos que las razones de cambio son derivadas y las reglas generales
para la diferenciacion nos permiten obtener relaciones entre las razones de cambio. En
la aplicacion a problemas especificos las funciones ( las variables ) que en ellos aparecen
deben identificarse y uno debe conocer las leyes cientificas que expresan las relaciones

entre estas funciones.
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aplicaciones de las derivadas

El propdsito de esta seccion es seguir explorando las capacidades de Maple para estudiar
maximos y minimos de una funcién. Estos son necesarios en muchas aplicaciones y
problemas de la Matematica y resultan Gtiles en el trazado de la grafica de una
funcion. La correlacion entre la grafica o las propiedades geométricas de las funciones y
las operaciones algebraicas y analiticas llevadas a cabo sobre ellas es una de las

caracteristicas mas importante de Maple.

A continuacién presentamos unos ejemplos trabajados con detalle.

Ejemplo
Para la funcion f (x) = x (2x- 3 ) (x+3.8)
a. Trazar la grafica de esta funcion.
b. Hallar los maximos y los minimos relativos de f.

c. Trazar las graficas de fy f sobre los mismos ejes. ; COmo estan relacionadas estas

gréficas?

d. Trazar las gréficas de fy f~ sobre los mismos ejes.; CoOmo estan relacionadas estas

graficas? Discutir la concavidad de f y hallar los puntos de inflexion de la grafica de f.

Solucién

Primero definimos la funcion f:
>fi=x*( 2% 3)* (x+3.8);

fi=x(2x-3) (x+3.8)
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Reducimos el nimero de digitos a seis, para disminuir el tiempo de computadora. Esto lo

hacemos con el comando.

>Digits: = 6;
Digits: = 6

a. Antes de ordenar a Maple trazar la grafica de f, tratemos de bosquejar la gréfica

utilizando la informacién que tenemos de la funcién:

Hacemos el bosquejo de la gréafica de f, utilizando estos hechos : (i) la gréfica cruza el
getelasdrdsas( X) enlssoaasdef ( X): %=3. 8, 0, 3/2, y solo en estos puntos.

(ii) La grafica es lisa y es una curva continua por ser un polinomio. ( iii ) Como x se

hace grande f ( x ) también lo hace, o0 mejor si |x | ® ¥ b |f (x)| ® ¥

Ahora estamos listos para ordenar la gréafica de f por Maple.

> plot (f);

Insistimos que cuando el comando «plot» se da sin ninguna especificacion en el intervalo
de x ( como lo acabamos de hacer ), Maple siempre utiliza al intervalo [ 10,10] para X,
este intervalo es denominado el intervalo caracteristico. Esta grafica no nos es tan util
debido a que con la escala dada no nos muestran las caracteristicas de la gréfica. La
situacion la podemos mejorar utilizando un intervalo menor para X, pero que nos queden

incluidas todas las raices. Ensayemos el intervalo - 4.3 (estoes, -4 <x < 3).
> plot (f, x =- 4.. 3, litle = * plot for example 1 (a) );

¢ La gréfica manual da una aproximacién razonable a la grafica trazada con Maple?

b. Deseamos hallar los puntos extremos de f. Primero lo hacemos aproximadamente por
el solo hecho de analizar la grafica hecha mediante Maple ( esto es, la grafica de f sobre

el intervalo - 4 < x < 3).

Vemos dos extremos sobre la gréfica. De la grafica de Maple podemos estimar las
coordenadas de cada uno de los extremos. Esta estimacion que acabamos de hacer nos
lleva a decidir el intervalo para y. De la gréfica los extremos son menores que 30 y

mayores que - 10. Esto deja la grafica siguiente :
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>f x*(2*x-3)* (x+38);
f=x(2x-3) (x+3.8)
> Digits: = 6;
>
Digits; = 6
> plot (f,x=4..3, y=-10.. 30, title ="plot for example 18a)"):

L 30
[ 20

[10

Ao
\
&)
]
N
o
o]

x

FIGURA 3.18 --10
Graéfica para el ejemplo 1

Plot (f, x=-4..3, y=-10..30, title = Plot for example 1 (b)");

Para localizar los extremos con mayor precision, llamamos a Maple para que halley’ (x)
y entonces resuelvay’ (x)=0:
> fprime: =diff (f, x);
fprime:=(2x-3)(x+38)+2x(x+38)+x(2x-3)
> roots : solve (f prime, X);
roots : =. 810603, - 2.34394 (ver grafico 3.19)

Estos son los dos puntos criticos donde f ( x ) = 0. Notémoslo como x1 y x2 para
referencias ulteriores, x1 es el menor. Puesto que esta raiz esta en la lista de segunda,
la designamos por * root [2]'

>x1:=root [2];
x1:=-2.34394
>Xx2:=root [1];
x 2 :=.810603
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Reducimos el nimero de digitos a seis, para disminuir el tiempo de computadora. Esto lo

hacemos con el comando.

>Digits: = 6;
Digits: = 6

a. Antes de ordenar a Maple trazar la grafica de f, tratemos de bosquejar la gréfica

utilizando la informacién que tenemos de la funcién:

Hacemos el bosquejo de la gréafica de f, utilizando estos hechos : (i) la gréfica cruza el
eje de las abscisas ( X ) en los ceros de f ( x ): x =- 3. 8, 0, 3/2, y solo en estos puntos.

(ii) La grafica es lisa y es una curva continua por ser un polinomio. ( iii ) Como x se

hace grande f ( x ) también lo hace, o0 mejor si |x | ® ¥ b |f (x)| ® ¥

Ahora estamos listos para ordenar la gréafica de f por Maple.

> plot (f);

Insistimos que cuando el comando «plot» se da sin ninguna especificacion en el intervalo
de x ( como lo acabamos de hacer ), Maple siempre utiliza al intervalo [ 10,10] para X,
este intervalo es denominado el intervalo caracteristico. Esta grafica no nos es tan util
debido a que con la escala dada no nos muestran las caracteristicas de la gréfica. La
situacion la podemos mejorar utilizando un intervalo menor para X, pero que nos queden

incluidas todas las raices. Ensayemos el intervalo - 4.3 (estoes, -4 <x < 3).
> plot (f, x =- 4.. 3, litle = * plot for example 1 (a) );

¢ La gréfica manual da una aproximacién razonable a la grafica trazada con Maple?

b. Deseamos hallar los puntos extremos de f. Primero lo hacemos aproximadamente por
el solo hecho de analizar la grafica hecha mediante Maple ( esto es, la grafica de f sobre

el intervalo - 4 < x < 3).

Vemos dos extremos sobre la gréfica. De la grafica de Maple podemos estimar las
coordenadas de cada uno de los extremos. Esta estimacion que acabamos de hacer nos
lleva a decidir el intervalo para y. De la gréfica los extremos son menores que 30 y

mayores que - 10. Esto deja la grafica siguiente :
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>fix*(2*x-3)* (x+3.8);
f=x(2x-3)(x+3.8)
> Digits: = 6;
>
Digits: = 6
> f prime: = diff (f, x);
fprime;=(2x-3) (x+3.8)+2x(x+3.8)+x(2x-3)

> plot ({f, fprime}, X =-4..3, Y =-20..30, tittle = plot for example 1 (c) *):

30

20

F10

- X

FIGURA 3.19
Gréfica para el ejemplo 1 L-20

> f2prime: = diff (fprime, X );
> plot ({f, f2prime}, x =-4..3, y=-20.. 30, tittle = Plot for example 1 (d)Y);

FIGURA 3.20
Grafica para el ejemplo 1
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Ejemplo

Para la funcién h (x) = x5—x*—-15x3 - x2+ 28x + 7.

a) Hallar las raicesde h (x) =0

b) Trazar la grafica paray =h (x)

c) Hallar h' ( x) y trazar la graficapara y = h’ ( x)
Solucion

Este ejemplo involucra un polinomio de quinto grado. Ahora seguiremos apreciando la

capacidad de Maple para tratar una funcién aparentemente complicada.

>h = x5 = XM — 15* x"\3 — 3" X2 + 28*X + 7,

h:=x3=x*-15x3—x2+28x + 7

Le pedimos a Maple que halle las raices mediante la utilizacion del comando ‘solve’ :

> Solve (h,x);
Root of (25— 2Z*—-15Z3—-272+28Z + 7))

Esto no es muy util, puesto que es simplemente una forma de volver a enunciar el
problema original, utilizando Z en lugar de X. Lo que ha sucedido con el comando ‘solve’
de Maple es el de tener que hallar las raices exactas, y como no hay una manera general

de hacerlo por ser un polinomio de quinto grado, entonces no lo hace.

Hay otro comando * f solve ‘, que nos cuenta que Maple hace aproximaciones numéricas
a las raices reales. Este comando es precisamente el que necesitamos aqui:
> f solve ( h,x);
- 2.96299, - 1.47680, - .256496, 1.47881, 4.21748

Maple ha hallado las cinco raices, cada una calculada a seis digitos, el nUmero corriente

de digitos.
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b) Ahora bien deseamos trazar la gréfica de h; para ello utilizamos las raices de h (x) =
0 que obtuvimos en (a) y analizamos el comportamiento de h(x) cuando |x| se hace
grande; con esto en mente, hacemos un bosquejo de la grafica de h. Vemos que no
tenemos elementos de juicio para determinar cual debe ser el mayor y menor valor de la
gréfica en los varios intervalos; si los queremos tener, debemos hacer el trabajo

correspondiente.

Ahora utilizamos Maple para trazar la grafica de h. Seleccionamos un intervalo que
incluya todas las raices :
> plot ( h,x = -3 ..5, title = * Plot for example 2 (b)) ");

Las caracteristicas interesantes de la grafica no estdn muy nitidas debido a la escala;
podemos llevarla a una forma mas especifica mediante una eleccién conveniente para el
intervalo y. Por ensayo y error hallamos un intervalo que incluya los extremos de la

funcion, estimamos que puede ser — 225..50.

>plot (h,x=-3.5,y=-225.50, title = ‘Another Plot for example 2 (b’) );

Ahora comparamos las dos graficas.

c) Para obtener h' (x), la derivada de h ( x), le pedimos a Maple que halle h’ (x) y luego trace
su grafica.
> h prime: = diff (h, x);
hprime: = 5x* — 4x3— 45x2 — 2x + 28
> plot ( h prime, x = - 3.5, title= ‘Plot for example 2 (c) " );

> quit
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Ejemplo
Para la funcién f(x) =sen x + x cos x2 en el intervalo - F£ XEp

a. Trazar la gréfica de f en el intervalo - pE£ X£p, vy estimar en donde estan ubicados

los puntos extremos.
b) Hallar los maximo y minimo locales o relativos
c) Hallar el maximo y minimo absoluto de f en el intervalo dado.

Primero entramos la funcién :

>f:=sen (x)+ x*cos (x"2),
f:=sen(x)+xcos (x?)

(a) Para trazar la gréafica de f sobre — Pi..Pi (esto es, sobre - p£ X£p );

utilizamos el comando
> plot ( f, x = - Pi..Pi, title = plot for example 3 (a));
b) La funciéon f presenta varios maximos y minimos locales o relativos.

Podemos estimar las coordenadas de esto puntos de la grafica. En algunas versiones de
Maple ( tales como para X —windows ) esto puede hacerse muy facil utilizando el raton.

Para otras versiones tendra que hacerse a ojo.

Para determinar los maximos y minimos de f con mayor precision, miramos los puntos
donde

f’' (x)=0. Maple lo hace asi:

> f prime : = dify (f, x);

f prime : = cos X + cos ( x?) — 2 x2 sen (x?)
> Digits: =6

Digits: = 6
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> x1:=fsolve (fprime, x);
x1:=-920110

Esto es una de las raices de f ( x) = 0. (En general, al resolver una ecuaciéon que no sea
un polinomio, Maple puede hallar solo una raiz en cada ocasion. En seguida hallamos el

valor correspondiente de y:

>yl : =evalf (subs ( x =x1, f));
y1l = 1.40527

El punto ( x1, y1 ) determinado por Maple debe ser préximo a uno de los que hemos

estimado mediante el analisis de la gréfica..

De la gréafica vemos claramente que (x1,yl) es un maximo local relativo, por simetria
el punto (-x1,-y1) es un minimo local o relativo, para hallar otro punto critico debemos
utilizar ‘f solve’ de nuevo, especificando un intervalo que excluya la raiz ya conocida (
esto es, x1) e incluya al menos otra raiz.

El estimativo hecho anteriormente podria ayudarnos a hacer esto. Por ejemplo 1..2.

> x2 : = fsolve (f prime, X, 1..2);

X2 :=1.82428
>y2: =evelf (subs ( x = x2, f));
y2 : =-.824635

Repetimos el proceso para hallar un tercer punto critico:

> x3 : = fsolve (f prime, X, 2..3);
x3 : = 2.50968

>y3: =eval f (subs ( x =x3,f));
y3: =3.10008

La gréafica nos indica que hay otro punto critico en el intervalo abierto 2.7..pi
> x4 : = f solve ( f prime, X, 2.7..pi);
x4 : = 3.08700
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>fi = sin (x)+Xx* cos (x2);
f.=sin (x)+ xcos (x?)

> plot ( f, x = - Pi..Pi, title = Plot for example 3);

> fprime: = diff (f, x);
fprime: = cos (X ) + cos ( xX?) - 2x? sin ( x?)

> plot ( 8 f, fprime), x = - Pi..Pi, title = plaot for example 3 (d) ):

/;2’/
N
L

FIGURA 3.22
Grafica para el ejemplo 3
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>y4 = eval f (subs (x = x4, f));
y4 : = -3.01549

Finalmente evaluamos f en los extremos :

>y5: =eval f (subs ( x =pi, f));
y5 : = -2.83589

C) Aprovechamos la simetria de la funcion para cuncluir que el maximo absoluto sobre
— Pi..Pi est& en el punto x3, donde f tiene un valor de 3.10008. De una manera similar,
el minimo absoluto esta en el punto — x3, donde f tiene el valor — 3.10008.
Antes de concluir con el ejercicio, trazamos la gréfica para f (x)

> plot ( f prime, x = -Pi..Pi, title = Plot forexample 3 (c);
Observamos que esta grafica tiene simetria, especificamente la grafica f’ (x) es simétrica
alrededor del eje Y esto es, f* (x) es una funcién par), ademas la grafica de f presenta

simetria alrededor del origen (esto es, f es > una funcién impar).

> quit

Ejemplo

Se inscribe un rectangulo en el primer cuadrante que tenga los lados paralelos a los ejes
de coordenadas y un vértice sobre el arco de la elipse 4x>+9y2 =36. ; Cual es el rectangulo
de mayor area?.

Solucioén

Aqui necesitamos un plan o estrategia. Queremos conocer, en efecto, que valor de x en el
intervalo 0 < x < 3 da el rectangulo de mayor area bajo la elipse, como lo mostramos en
la figura 4.21. Para cada x hay un rectangulo cuya base y altura ( por eso su area) depende
de X. Cuando el area es expresada en términos de x , es una funcién de x, la cual entonces

buscamos maximizar por los métodos normales. (Igualando la derivada a cero, etc.)
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FIGURA3.23
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Grafico para el ejemplo 4

Para conseguir una expresion para el area del rectangulo ( de base x) con un vértice
sobre la elipse, necesitamos una expresion para la altura del rectangulo, la cual la
obtenemos al resolver la ecuacion de la elipse para y en términos de X. De ésta manera

podemos comenzar.

>eq:=4*xN2+9*y"2 =36
eq:=4x?>+9y?=36

Resolvemos esta ecuacion para y como una funcion de x; ahora le pedimos a Maple que
resuelva la ecuacion paray. ( Advertencia : Maple no puede trazar la grafica de una

ecuacion dada en la forma de f ( x, y ) = 0).
>solve (eq,y);

Maple presenta dos soluciones; de estas dos expresiones paray, queremos la que hace y

> 0. Llamamos a esta funcién f :

>f:=" [1];
f:=2/3 (-x2+9)*

Ahora estamos en la parte crucial del problema : configurar la funcién que va a ser
maximizada. Puesto que el rectangulo de base X, tiene altura f, su area es el producto de

f por x. Asi la funcién para maximizar es x* f. Llamamos esta funcion g:

(er:1[e51[eM diferencial
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>qg:=x*f

g:2/3x(-x2+9)1/2

Para estudiar el comportamiento de g, trazamos su grafica. El intervalo apropiado para

x es 0..3.
> plot ( g, x = 0..3, title "Plot for example 4);

Obviamente g tiene un solo maximo en la vecindad de x = 2. Esto es lo que podemos ver

en la grafica. Para obtenerlo con precision tomamos la derivada de g con respecto a x:

> g prime : =diff (g, x);
gprime:=2/3(-x2+9)%-2/3x%(-x2+9)"

Resolvemos la ecuacién g prime =0

> x zeros : = solve ( g prime, X);
X Zeros : = - ¥ 9% 2% 15 9% 2% -1 9% 2% 15, 9% 2%

Hay solo dos soluciones distintas de la ecuacion y estamos interesados en la positiva.

Designaremos esta solucién x crit , y asi.

>xcrit:="[2];

x crit 1 =% 9% 2%
>eval f(");

2.12132

El &rea del rectangulo correspondiente a x crit ( esto es, con base de 0 a xcrit) es el valor

de g en x = x crit. Denominamos a este valor A:

> A= subs ( x = xcrit, g );
A:=3

De la grafica parece que esto es un maximo mas que un minimo. Verificamos esta
conclusién analiticamente, de dos maneras: primero utilizaremos la prueba de la derivada

segunda:
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> g 2 prime : = diff (g prime, X );

X 2 x3
. _ -2 £
g2 prime : = X249 3 (- x2+9)%?

> subs ( x = xcrit, g2 prime );
g2 prime : = - 8/3

Por ser negativa la derivada segunda, se trata de un maximo.

Como un método alternativo de verificar que g tiene un maximo local o relativo en x =
xcrit = 2.12132, vamos a utilizar la idea, aunque no sea preciso el enunciado, de la
prueba de la derivada primera. Especificamente, evaluamos g prime en dos valores de
X cercanos a x = x crit, uno a la izquierda de x = xcrit, el otro a la derecha. Seleccionamos

X = 2 como punto de la izquierda, y x = 2,25 como punto a la derecha de x = xcrit :

>eval f (subs (x =2, g prime));
g prime : =. 0298142
> eval f (subs ( x = 2.25, g prime));

g prime : =-.37798

El primer nimero es positivo, el segundo es negativo, por lo cual se trata de un maximo,
entonces g presenta un maximo en X = xcrit:

Ahora hallamos el valor de y que corresponde a X crit:

>y crit: = subs (x = x crit,f):
y crit: = 1/3 9¥2 212

Finalmente calculamos la razén de x crit a y crit:

> x crit / y crit:
3/2

Observamos que este valor es el mismo como la relacion de los dos semi ejes de la elipse.

> quit.
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A continuacion presentamos un ejemplo utilizando el programa derive. Para las
aplicaciones de la derivada mediante derive debemos cargar el archivo DIF-APS.MTH.

entrar los datos y luego simplity y entrar.

Ejemplo

Necesitamos construir un estanque en el piso para criadero de peces. Debe tener una
capacidad de 5300 pies cubicos. El fondo debe ser inclinado, en un extremo la profundidad
debe ser de 2 pies y en el otro de 12 pies. Los dos extremos seran rectangulos. Un
bosquejo del estanque en la longitud notada como y y el ancho como x lo mostramos en la
figura 4.22. necesitamos determinar la longitud y el ancho x que nos den como resultado
el menor costo de la construccion. Los costos de la excavacion son de 0.28 unidades
monetarias ( u.m) por pie cubico para todo el estanque. El costo para los rectangulos de
los extremos es de 0.70 u.m. por pie cuadrado. El costo para los parales es de 1.25 u.m.

por pie cuadrado. El fondo tiene un mayor costo y es de 2.95 u.m. por pie cuadrado.

FIGURA 3.24 | X |
Grafico para el ejemplo 5

Lo primero que debemos hacer es determinar la ecuacion para el volumen del estanque.

Para hacer esto, utilizamos una férmula que sea: como profundidad el promedio

F2+2 14 _§

(é‘ > —7—7; , el ancho x y le largo de y; asi el volumen es 7xy el cual debe ser igual

a 5300 pies cubicos.
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También necesitamos determinar la longitud del fondo, la cual es simplemente la

hipotenusa de un triangulo con catetos y y 10 pies; por esto, la longitud del fondo es
4 y?+100 .

La funcion de costo, C, es la suma de los costos de excavacion, extremos, parales
longitudinales y el fondo.
Excavacion 0.28 (7xy); extremos 0.70 (4x) + 0.70 (10x)= 0.70(14x); laterales 2 (1.25) (7y);

el fondo 2.95 ./ y?+100 .

Por consiguiente, queremos hallar el minimo para la funcion de costo:
C=0.28(7xy) + 0.7(14x) + 2.5(7y) + 2.95 §</ y2+100 g

Cuando 7xy = 5300. Entonces estamos listos para empezar con devive.
Primero AUTHOR 7xy = 5300 Y soLve fory. Los resultados

1, 7xy = 5300

2,y=Y= 7X

Entonces Author la funcién de costo C

0.28 (7xy) + 0.7 (14x) + 2.5 (7y) + 2.95 (x sqrt( y~2+100))

5300
Entonces ejecutamos Manage Substitute y reemplazamos y por Y= N

Simplificamos esta expresion para conseguir la nueva funcion de costos en términos de
X solamente .

Los resultados en la pantalla:

& 0
3. 0.28 (7xy) + 0.7 (14x) + 2.5 (7y) + 2.95 gX\/ (y2 +100) :

é 4 2 N U

4 5300 0 4 5300 0 X |€55300 & V.

4:028 §7x == 1 +0.7(14x) +25 § 72— 1 +295 & x_[6T2—"2 +1000Y
€ u & X 0 g gé x g QE

50+ (49x?+280000 ) sign(x) , 49x , 13250 .0
14 5 X
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Hallamos el minimo de esta funcién, mediante la edicién del comando Calculus
Differentiale; con diferenciacion con respecto a x y de orden primero. Digitamos simplify

para ejecutar la operacién la pantalla nos muestra esto:

50, (49x?+280900 ) sign(x) , 49x 13250
14 5 X

d é u
6: ¢ +1484 (
X @ o

413 |x | 13250 40

£ 2,/ (49x?+280000) x2 5

Enseguida, colocamos derive en el modo Aproximate mediante la utilizacion del comando
Options Precision. Entonces ejecutamos con cotas de 0 y 40 para conseguir el punto
critico siguiente.

413 | x| 13250 40
- +
2 (499x?+280000) x® 5

8. x=26.1202

Volvemos al mode Exact utilizando Options Precision. Determinamos la longitud
relacionada y mediante Manage Substitute para reemplazar x por 26.1202 e la expresion
para y (expresion # 2). El resultado después que ejecutemos appro X. es como sigue.

5300

9. V=T 20

10. y =28.9868

Reemplazamos x por 26.1202 en la presentacion # 5 utilizando Manage Substitute y
Simplify para obtener el costo total del estanque:

50,/ (49261002 2 +280900 ) SING (261202) L %9261 | 13250
14 5 26.1202

+ 1484

50/ 7858274438 849 7337321538 849
70000 3265025000

12.

13. 4610
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Autoevaluacion

1. Para las funciones propuestas a continuacion, hallar las ecuaciones de la

recta tangente y normal en el punto indicado.

2x+1
a V= 3 x 7 (25) b. ox2. xy+y2 =16; (3.2)

C. y242y-4x+4=0 (1 - 2)

2. Para la circunferencia x> + y? = r?, hallar las ecuaciones de la tangente y

normal y las longitudes de la subtangente y subnormal en el punto ( x,, y,).

€ peplun

3. Laexpresibons =t -45 €-7t, t> 0 da la funcién de posiciéon de una

particula, s medido en metros y t en segundos.

QD

. ¢Cuéndo alcanza la particula una velocidad de 5 m/seg?

(op

. ¢, Cuando es 0 (cero) la aceleracién? ;Cual es el significado de este valor de t?

20
4. Dada la ecuacion para el movimiento rectilineo, como s=5t+ T4l hallar la

posicidén y la aceleracion cuando la particula llega al primer momento en el
cual esta en reposo.

5. Las ecuaciones del movimiento de un punto son:

<
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x=4sen wt-3 coswt;, y=3sen wt + 4 cos wt (w es unaconstante).

........................................................



Determinar la trayectoria del movimiento y la magnitud de la velocidad y de

la aceleracion.

4 3
6. a. El volumen de una célula esférica en crecimiento es V = Epr .

Hallar la razén promedio de cambio de V con respecto a r cuando éste cambia
dei) 5a8nmm i) 5a6 nm iii) 585.1mMm mm =10 m

b. Halle la razén instantanea de cambio de V con respecto a r, cuando
r=5nmr,

7. La cantidad de carga, g, en coulombs, C, que ha pasado por un punto de un
conductor hasta el tiempo t ( medido en segundos) se expresa con:
g =t - 3t2+ 18t + 7. Halle la corriente cuando (a) t = 3/2 seg, y b) t = 4 seg.

8. Cuando los ingresos de una cierta persona eran de 1000 unidades monetarias
al mes compraba 30 unidades de un bien en dicho lapso. Cuando aumentaron
sus ingresos a 1200 unidades monetarias, pudo comprar 36 unidades de ese
bien en el mes. Suponiendo que no hubo cambio en el precio del bien o en
algun otro factor relevante, ¢ cudl fue la elasticidad de la demanda del bien
con respecto a los ingresos de dicha persona?

9. Dada la funciébn de demandap=(x-4)2 si x=1 yp=9,yademas la
cantidad demandada aumenta en el 30%.

a. Determinar la elasticidad-arco en el punto dado
b. Obtenga la elasticidad-arco en el punto correspondiente al cambio
c. Determine la elasticidad -punto en los dos puntos

d. Evalue la elasticidad arco con base en los valores medios de cantidad y precios.

10. Supongamos que el costo, C, de producir x unidades de cierto producto esta
dado por la férmula C = 10000 + 22x + x4/12000000, donde C se expresa en
unidades monetarias. ;Cual es el costo marginal cuando x = 120000?

11. La arista de un tetrahedro regular tiene una longitud de 10 centimetros, esta
incrementando a razon de 0.1 centimetro por minuto. Hallar la rapidez con

la que incrementa el volumen.
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12.Una lampara proyectora situada sobre el piso ilumina una pared que esta a
12 metros de distancia. Si un hombre de 2 metros de estatura camina desde
la lampara hacia el edificio a una velocidad de 1.6 metros /seg. ;Con qué
rapidez decrece su sombra proyectada sobre el edificio cuando se halla a 4

metros de éste?

13. Laley para la expansion adiabatica del aire es PV*4 = C. Si en un momento
dado el volumen es de 10 pies cubicos y la presion 50 libras por pulgada
cuadrada. (En qué razén cambia la presién si el volumen disminuye a
razén de 1 pie cubico por segundo?

14. Dada la cdnica x? + 3xy + 2y?2- 5x - 6y + 5 =0, hallar el maximo y minimo
valor de y.

15. Dos barcos navegan con velocidades constantes u y v por rectas que forman
entre si un angulo . Hallar la distancia minima entre los barcos, si en un
momento dado sus distancias hasta el punto de interseccién de sus rutas

eran iguales a «a» y «b » respectivamente.

16. La recta AB es tangente a la curva cuya ecuacibn esy =e*+ 1 en Ay cruza

el eje X en B. Hallar las coordenadas de A si la longitud de AB es un
minimao.

17. Un fabricante ha vendido 1000 articulos por semana a 450 unidades
monetarias (u.m.) cada uno. Una investigacién de mercado indica que por
cada 10 u.m. de descuento que ofrezca, el nimero de articulos vendidos se
incrementa en 100 por semana.

a) Halle la funcién de demanda.

b) ¢ Cuan grande debe ser el descuento que ofrezca el fabricante para

maximizar su ingreso?

¢) Si la funcién de costos semanal es C ( x ) = 68.000 + 150x, ¢, cudl tiene
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que ser la magnitud del descuento para maximizar la utilidad ?
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X+1

y=—
18. Comprobar que la curva w241

tiene atres puntos de inflexion situado

sobre una recta.

19. Demostrar que la funcion ¢ (x) :e- }12 , six10y f(0)=0

tiene un minimo en el punto x =0, y la funcién

g (x) 5% Ve , six10y g(0)=0
No tiene un extremo en el punto x, = 0 apesar de que:
f'"(0) =0 g'"(0) =0 (n=123)

20. Circunscribir entorno a una esfera dada un cono circular recto de volumen

minimo.

21. Un cuerpo esta formado por un cilindro circular recto que esta rematado por
una semiesfera. ;Qué dimensiones debe tener este cuerpo par que el area de la

superficie total sea minima, si su volumen es igual a V?

22. Hallar las dimensiones del mayor paralelepipedo rectangular de base cuadrada

el cual se puede cortar de una esfera maciza de radio r.

23. Dadas dos circunferencias concéntricas; C, de radio r,y C2deradior,, r,>r
> 0; el &rea entre ellas la notamos por A.

a. ¢Con qué rapidez incrementa A ( o decrece) cuando r, = 4 pulgadas y esta
creciendo a una tasa de 0.02 pulgadas por segundo; mientras r, = 6 pulgadas
y esta creciendo a una  tasa de 0.01 pulg/seg?

b. Suponiendo que en el tiempo t =0, r, es de 3 pulgadas y r es de 5 pulgadas,
y que para t > 0, r, incrementa a una tasa constante de “a” pulgadas/
segundo y r, incrementa a una tasa constante de “b” pulgadas.

Si (3/5) a < b < a. Hallar cuando el 4rea A ser4& maxima.

24. Suponiendo que el costo por hora del viaje de un barco es a + bv ", donde a, b,
n son constantes positivas, n > 1 y v es la velocidad del viaje; hallar la
velocidad que hace minimo el costo del viaje si cubre una distancia L.
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25.Una palanca de segunda clase tiene su punto de soporte en A; la carga, P,
esté suspendida del punto B ( AB = a). El peso de la unidad de longitud de la
palanca es k. ¢(Cudl es la longitud de la palanca para que una carga P sea
balanceada por la menor fuerza posible? ( EI momento de la fuerza de balanceo

debe tomarse como igual a la suma del momento de la cargay el de la palanca)
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GLOSARIO

Aceleracion: razén de cambio de la velocidad con respecto al tiempo. Si es instantanea

la da la derivada de la velocidad con respecto a tiempo; o también la derivada
segunda del espacio con respecto al tiempo.

Aproximaciones a la raiz de una ecuacién: un valor el cual es mas préximo a la
raiz que la anterior, obtenida por un método determinado.

Asintota: si, para una curva dada, existe una recta tal que, como el punto sobre la
curva se aleja indefinidamente del origen, la distancia del punto a la recta disminuye

continuamente y se aproxima a cero, entonces la recta es una asintota para la curva.

Asintota horizontal: decimos que la rectay = ¢ es una asintota horizontal para la

funcién f ( x ) si se verifica alguna o algunas de las condiciones siguientes:

Lir&¥f(x):c 0 )I(i%¥f(x):c

Asintota vertical: decimos que la recta x = X es una asintota vertical para la funcion

f ( x) si se verifica alguna o algunas de las condiciones siguientes:

S x ® X;F’ f(x)® ¥: Si x ® X;F’ f(x)® - ¥

SiX® x, P f(X)® ¥; Six® x, P f(X)®- ¥

Composicion de funciones:

fog=} (x,z) (x,y)l gy (y.2)T f{

fog =f [g (x)]
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Concavidad hacia abajo: la curva presenta concavidad hacia abajo si su derivada
segunda es negativa, por lo tanto, la cuerda esta por debajo del arco de la curva.
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Concavidad hacia arriba: la curva presenta concavidad hacia arriba si su derivada

segunda es positiva, por lo tanto, la cuerda esta por encima del arco de la curva.

Convexidad hacia abajo: la curva presenta convexidad hacia abajo si su derivada

segunda es positiva, la cuerda queda por encima del arco de la curva.

Convexidad hacia arriba: la curva presenta convexidad hacia arriba si su derivada

segunda es negativa, la cuerda queda por debajo del arco de la curva.

Costo: la erogacién que se hace para producir un articulo o comodidad.

Costo de ordenamiento: cada vez que se haga un pedido se incurre en una erogacion,

esto es lo que se denomina costo de ordenamiento.

Costo de mantenimiento: costo de mantener un articulo en el inventario, incluye el

capital comprometido, espacio en el almacén, seguros, impuestos, etc.

Costo marginal: el costo que conlleva producir una unidad mas; también es posible
definirlo como la razén de cambio del costo, y bajo condiciones especiales, la derivada
del costo es igual a costo marginal.

Costo por faltantes: el costo por no tener el articulo disponible cuando se necesita.
Costo promedio: el costo total dividido por la cantidad producida.

Criterio de comparacion: criterio que permite decidir sobre la convergencia de una

sucesion mediante la comparacion con una sucesion conocida.

Cota inferior: para un conjunto S, t es cota inferior si para cualquier elemento del
conjunto S, ST Sb t£s.

Cota superior: para un conjunto S, r es cota superior si para cualquier elemento del
conjuntos, ST Sb s£r.

Curva de demanda: curva la cual muestra la cantidad que el consumidor adquirira a

un precio dado.



Curva de oferta: curva la cual muestra la cantidad que el productor ofrecerd a un
precio dado.

Diferenciacion: es el proceso de hallar la derivada de una funcion.

Diferencial: una nueva variable. Si el diferencial es de la variable independiente, es
una variable independiente. Si el diferencial es de la variable dependiente es una

variable que depende del producto de la derivada por el diferencial de la variable
independiente.

Derivada: llamamos derivada al limite siguiente, cuando existe.
. f(x+Dx) - f(x)
I
B ¥ Dx
este limite lo notamos por df/dx, f‘(x), etc.

Derivada enésima: es la derivada de la derivada de orden «n - 1 » es decir;

d"  df (D (x)

dx n dx

Elasticidad: ( tasa o razén de cambio proporcional) la razén de cambio relativa ( o
proporcional) de la variable dependiente, digamos y, al cambio relativo (proporcional)

de la variable independiente, notada como :

_ _ , Ey _xdy .
= =—— sibx® 0b £ T g Midelarespuesta proporcional
x Yy dx

de y a los cambios proporcionalmente en x.

Elasticidad cruzada: la elasticidad cruzada evalua la respuesta de la cantidad
demandada por un bien ante cambio en el precio de otro. La elasticidad de la
demanda por A con respecto al precio de B se define como:

dx a

Exa _ xa _Pg MXp

P
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Funcién continua en un intervalo: decimos que una funcién f definida en un
intervalo es continua en el intervalo si lo es para todo punto del intervalo.
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Funcidén continua en un punto: decimos que la funcion f ( x ) es continua en el punto
X, si y solo si se cumple que:

1. f ( x0) existe y

2. le%¥ f(x) =f(x)

Funcion creciente: si la derivada de la funcion es positiva y por lo tanto f ( x,) >f(Xx,)
para X, > X;.

Funcidén decreciente: si la derivada de la funcion es negativa y por lo tanto
f(x,) <f(x) parax, >x,.

Funcion implicita: es una funcidn en la cual las variables van combinadas, es decir,

no se da una variable explicitamente en funcién de la otra.

Formas indeterminadas: si la expresion toma alguna de las formas siguientes es

indeterminada:

;; (¥ -¥) 0¥, 1%, 0°¥°

olo

Incremento: la diferencia entre dos valores de la variable, se denota por "pD'; por
ejemplo, Dx, 6 Dy, etc

Ingreso: la cantidad de dinero que se obtiene por la comercializacion de la produccion o

venta del producto en cuestion.

Ingreso marginal: el ingreso que se obtiene al vender una unidad mas; también es

posible definirlo como la razén de cambio del ingreso, o sea, la derivada del ingreso.

Intervalo: el intervalo (a, b) representa el conjunto de puntos talesque a <X <b.
El intervalo puede ser cerrado, donde los dos puntos extremos pertenecen al
intervalo; abierto ninguno de los extremos pertenece al intervalo, y semiabiertos,

bien por la izquierda o bien por la derecha: a<x <b, a<x<b..



Inventario (control): el objetivo del control del inventario es el de minimizar el costo
total por este concepto.

Ley de la media: sif(x)yg(x)y susderivadas son continuas en el intervalo cerrado,

a< x <b; ysiademas g'(x) no se anula dentro del intervalo, entonces existe un
valor c entre a 'y b tal que:

f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) gi(c)

Limite de una funcién cuando x tiende a infinito (¥ ): decimos que una funcién

tiene el limite L cuando x tiende a infinito, si y sélo si para todo niimero real €>0

(tan pequefio como lo queramos), existe un real A >0, no importa lo grande que sea
A, tal que:

|f(x)-L|<e siemprey cuandox >A

Y escribimos

)I<|'€@n¥ f(x)=L

Limite de una funciodn, f ( x ), cuando x tiende a menos infinito: decimos que
una funcién f ( x ) tiene el limite L cuando x tiende a menos infinito, si y sélo si,

para todo nimero real €>0 ( tan pequefio como lo que vemos ) existe un ndmero
real A > 0, no importa lo grande que sea, tal que:

|f (x)- L| <e siemprey cuando x < - A
y escribimos:
)I(|@¥ f(x)=L

Limite de una funcion. f ( X ), cuando x tiende a Xo: decimos que la funcién tiene

el limtie L si y solo si, para todo real € >0 (tan pequefio como lo queramos), existe
un nimero d>0 tal que:

|f (x)- L| < e siemprey cuando|x-xo|<d
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y escribimos entonces:

........................................................



)!lg1¥ f(x)=L

Limite de una funcion , f (x ) cuando x tiende a x, por la derecha: decimos que
la funcion tiene el limite L cuando x tiende a x_ por la derecha, si y solo si para todo

real €>0 (tan pequefio como lo queramos) existe un namero d >0 tal que:

|f(x)-L|<e siemprey cuando 0< x-Xo<d

Y escribimos:
)I(lgl XS f(x)=L

Limite de una funcion, f ( X ), cuando x tiende a Xo por la izquierda: decimos
que la funcién tiene el limite L si y sélo si para todo real €>0 ( tan pequefio como

lo gueramos) existe un nimero o d >0 tal que:

|f (x)- L| <e siempre y cuando 0<Xo- x<d

y escribimos

lim _
X® Xq

f(x)=L
Longitud de la subnormal: longitud de la proyeccion sobre el eje de las abscisas del

segmento de la recta normal comprendido entre el eje Xs y el punto de contacto.

Longitud de la subnormal polar: longitud de la proyeccion sobre la perpendicular al
radio vector trazada por el polo del segmento comprendido entre el punto de contacto
y el corte de la normal con dicha perpendicular, o lo que es lo mismo, longitud del

polo al corte de la normal con la perpendicular antes mencionada.

Longitud de la subtangente: longitud de la proyeccidn sobre el eje de las abscisas del
segmento de la tangente comprendido entre el eje de las abscisas y el punto de

contacto con la curva.

Longitud de la subtangente polar: Longitud de la proyeccién sobre la perpendicular
al radio vector trazada por el polo del segmento comprendido entre el punto de
contacto y el corte de la tangente con dicha perpendicular, o lo que es lo mismo,

longitud del polo al corte de la tangente con la perpendicular antes mencionada.
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Mé&xima cota inferior: la mayor de todas las cotas inferiores, es decir, t es la maxima

cota inferior si t > r para toda cota inferior, r, del conjunto.

Minima cota superior: la menor de todas las cotas superiores, es decir, r es la

minima cota superior si r < t para toda cota superior, t, del conjunto.

Maximo absoluto: para una funcion definida en un intervalo lo da x, si

f(x,) =f(x) para todo x del intervalo.

Maximo relativo: lo da c si existe una vecindad de ¢, N (c), tal que para todo x en la

vecindad y en el dominio de f:
f(x)=< f(c)

Minimo absoluto: para una funcion definida en un intervalo lo da x, si

f(x,) < f(x) para todo x del intervalo.

Minimo relativo: lo da c si existe una vecindad de ¢, N (c), tal que para todo x en la

vecindad y en el dominio de f.
f(x)> f(c)

La pendiente: de una funcién es igual o la derivada de la funcién calculada en el punto

en cuestion.

Periodo de una sucesion: el menor nimero entero positivo p, tal que, u +p = u, se

denomina el periodo de la sucesion {u,}.

Progresion aritmética: sucesion en la cual cada término se deduce del anterior
mediante la adiciéon de una constante, r, denominada la diferencia comun de la

progresion aritmética.

=u

n+1 n+r

Progresion geomeétrica: sucesion en la cual cada término se deduce del anterior
mediante la multiplicacion por una constante, g, denominada la razén comun de la

progresién geométrica.

LIn+1 = unq
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Puntos criticos: de una funcién definida sobre un intervalo son los puntos del intervalo
donde la derivada o es cero 0 no existe, y también los puntos extremos del intervalo

si pertenecen al intervalo.

Puntos de inflexiéon: el punto en el cual cambia el sentido de la concavidad, este

punto se obtiene igualando la derivada segunda a cero.

La razén de cambio: la razon que hay entre el cambio de una variable con respecto a
otra. Cuando el cambio de la variable con respecto al cual se hace la razon tiende
a cero se denomina la derivada.

Razén de cambio relacionadas: se da cuando varias variables son funcién de una
variable en particular, por lo general el tiempo, y se quiere relacionar las distintas

razones de cambio para un punto dado de la variable.

Recta tangente: la recta que tenga un punto en comun con la curva y tenga la misma

pendiente de la curva en el punto.

Regla de la cadena: el hacer la derivada de la funcién compuesta f o g, entonces

resulta que su derivada es igual:

d(tog) _dt gz
dx dz ~ dx

donde z=g(x) y fog=f(g(x))

dz

& se denomina la derivada interna.

Regla de L’ Hopital: si las funciones f(x) y g (x) son diferenciables y ademas

f(a)=g(a)=0, entonces:

. f(x) _ .. f'(x)
I)!%a g(X) _u@a g'(x)



Relacion de recurrencia: formula que nos permite hallar un término de la sucesion
en funcién de los términos anteriores.

Sucesion: funcién de variable natural, funcion de N ® R se representa por la notacién
{u,}n>a. O sencillamente {u,_}

Sucesidén acotada: una sucesion es acotada cuando lo es por encima y por debajo, es

decir, cuando admite cota superior, M, y cota inferior, m. Se cumplira entonces:

m< u, <M otambién |up| <M’

Sucesion acotada inferiormente: una sucesion {u_} es acotada inferiormente, si y

s6lo si existe un numero real «m» tal que para todo natural del conjunto de definicion
de la sucesion se cumple que:

u, > m

Sucesion acotada superiormente: una sucesion {u,} es acotada por encima o

superiormente, si y sélo si existe un nimero real «M» tal que:

u < M

n

Sucesion constante o estacionaria: una sucesion {u_} es constante o estacionaria a

partir de n_siy solo si, para todo natural mayor o igual que n, se cumple que:

u,+1l=u,

Sucesidn convergente: decimos que una sucesidn es convergente si:

lim u, =L

Sucesion creciente: una sucesion {u,} es creciente a partir de n_siy solo si, para todo
x® ¥

natural mayor o igual que n, se cumple que:

u,+1>u

Sucesion decreciente: una sucesion {u,} es decreciente a partir de n , si y sélo si para
todo natural mayor o igual que n, se cumple que:

u,+1 < u,
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Sucesion divergente: decimos que una sucesion diverge si no tiene limite cuando n
tiende a infinito, es decir:

Ii u no existe
x@¥ n

Sucesion mondtona: una sucesion es monoétona a partir de n, si es creciente a partir

de n,, o bien es decreciente a partir de n.

Sucesion periodica; una sucesion {u,} es periodica a partir de n_siy sélo si, existe un

natural p tal que para todo n mayor que p, se cumple u_+p = u,.

Teorema de Rolle: sif (x) es una funcién continua en el intervalo cerrado a<x<b
y diferenciable en el abierto a<x <b, yademas f (a) =f(b) =0, entonces existe un
ndmero c entre a y b donde ' (c) es cero, esto es:

f'(c)=0 paraalginc: a<c<bh

Teorema del valor medio: sif(x) escontinua para el intervalo cerradoa <x<b y
diferenciable en el abierto a < x <b, existe al menos un namero ¢ entre ay b tal que:
f(b)-f(a) = f(c)(b-a), otambién

f(b)-f(a)

boa (O

Tamario econdmico del lote: cantidad que conforme a los supuestos, minimiza el

costo total por periodo.
Valores extremos: de una funcién son los maximos y minimos relativos de la funcion.
Vecindad: decimos que V o N es una vecindad con centro en x_ y radio ¢ si se cumple:

Vg (x o) =Ng(x0) U |X'Xo|<dtJ (Xo- d,xq +d)

Velocidad: razon de cambio entre el espacio y el tiempo. Si es instantanea la da la
derivada del espacio con respecto al tiempo.

Y : &ngulo entre el radio vector y la recta tangente, en coordenadas polares.





