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CAPITULO UNO: FUNCIONES y=f(x)

INTRODUCCION

En Matematicas uno de los conceptos mas importantes es el de FUNCION, se
cree que el gran mateméatico aleman Leibniz la introdujo a finales del siglo
XVII. El concepto proviene del latin functo, que quiere decir Acto de realizar.

Todas las areas de las Matematicas tienen que ver con funciones, de alli la
importancia de su analisis, partiendo de la definicién, sus caracteristicas y su
clasificacion.

El capitulo esta estructurado de una manera secuencial, iniciando con el
estudio del sistema de referencia mas utilizado, las caracteristicas de las
relaciones y la Conceptualizacion de funcién. Se ha dado bastante importancia
a los principios sobre funciones para luego analisis las clasificaciones mas
relevantes.

Respecto a los tipos de clasificacion, se ha dado en forma macro, con el fin de
que cualquier funcién pueda ser considerada dentro de una de las categorias
dadas, por supuesto sus aplicaciones.

Es importante analizar cada tematica con detenimiento, haciendo los ejercicios
propuestos para poder comprender y afianzar los conocimientos sobre
funciones. Eltema de funciones es muy interesante y apasionante.

Objetivo General

Que los estudiantes comprendan los principios, leyes y propiedades de las
relaciones y funciones, los campos de aplicaciéon y las particularidades que
tiene la amplia gama de funciones.

Objetivos Especificos

1. Analizar y comprender claramente el concepto de relacién, dominio y
rango.

2. ldentificar las 4 formas de definir una funcién, sus partes y su
representacién grafica.

3. Comprender el fundamento de las formas de clasificar las funciones, las

caracteristicas de cada clase y sus aplicaciones.

Resolver problemas sobre funciones

Comprender los principios de trigpnometria e Hipermetropia.

ok



SISTEMA DE COORDENADAS e

Los Matematicos y Cientifico, han inquietado sus estudios a las
representaciones graficas de los fenémenos naturales, para lo cual se han
disenado diversos sistemas de representacién, las cuales tiene un sistema de
referencia, llamada “Sistema de Coordenadas”, en las cuales se hacen los
graficos segun el sistema definido. Entre las mas conocidas se tienen las
coordenadas cartesianas, las coordenadas polares, las coordenadas esféricas
y las coordenadas cilindricas. Para efectos de este curso se van a estudiar las
coordenadas cartesianas.

COORDENADAS CARTESIANAS:

Renato Descartes (1.596 — 1.650) en su gran sabiduria establecié que un punto
cualquiera del plano geométrico se podria ilustrar por medio de un par
ordenado (X, y) que representa la distancia euclidia perpendicular desde los
ejes del sistema que él propuso a dicho par ordenado. Se considero el
principal conector entre el lenguaje grafico y el lenguaje algebraico, ya que por
medio de éste, se pudo relacionar a una ecuacioén con una curva y viceversa.

Actualmente se les conoce como el sistema de coordenadas cartesianas o
rectangulares, la cual se forma al cruzar dos rectas perpendicularmente, el
punto de corte se le llama origen de coordenadas, de esta manera el plano se
fracciona en 4 cuadrantes.

Eje de Coordenadas: ¥

Por convencidon internacional Segundo Cuadrante FPrimer Cuscrarts

el nombre I !

de los ejes se presentan asi: =
Terncer Cuadrarts Cuarta Cuadrarte

Horizontal: Abscisa o eje x D "

Vertical: Ordenada o eje y

En este sistema cualquier pareja (x, y) tendra un signo segun el cuadrante.
Sabemos que el eje x se considera positivo hacia la derecha y negativo hacia
la izquierda a partir del origen, el eje y se considera positivo hacia arriba y
negativo hacia abajo a partir del origen, entonces:

Primer cuadrante: x e y son positivos
Segundo cuadrante: x negativo e y positivo
Tercer cuadrante: x e y negativos

Cuarto cuadrante: x positivo e y negativo

Para ilustrar esta convencion veamos el siguiente grafico. Ubicar en el plano
cartesiano los siguientes puntos: a(3, 1), b(-3, 2), c(2, -3) y d(-2, -2), (0, 5) y
f(5,0).



b En cada pareja ordenada la
primera componente
corresponde al eje x y la

L 2 .
I segunda componente al eje y.
b;'_'::___1 d Se observa que el punto a es
- —t—t w | positiva para las dos
R f componentes, b es negativa
d T s para la primera componente y

negativa para la segunda
componente. Asi se puede
observar para las demas
puntos.

DIAGRAMAS DE VENN:

Otra forma de representar un par ordenado, es por medio de los muy conocidos
Diagramas de Venn. John Venn, un légico Britanico (1.834 — 1.923) propone
un sistema de 6valos para representar las relaciones entre pares ordenados,
propiedades y operaciones entre conjuntos. El sistema buscaba reducir los
andlisis légicos y la teoria de conjuntos a un calculo simbdlico. Actualmente
esta herramienta es muy usada en Matematicas, especialmente en teoria de
conjuntos y en el estudio de funciones.

Cada pareja ordenada esta relacionada a través de un évalo asi: La
componente x en el primer 6valo y la componente y en el segundo évalo.

En el diagrama de Venn, se
A, = esta representando los mismos
puntos que fueron ubicados
en el plano cartesiano anterior.

El conjunto A se le conoce
como conjunto de partida o
conjunto inicial y al conjunto B
se le conoce como conjunto de
llegada o conjunto final.

Las lineas van del conjunto de
partida al conjunto de llegada e
indican las parejas ordenadas
que se relacionan.

Los elementos del conjunto de partida A, se ubican en el eje x del plano
cartesiano y los elementos del conjunto de llegada B, se ubican en el eje y del
plano cartesiano.



RELACIONES: f:R > R

En el mundo que nos rodea, existen relaciones entre dos conjuntos, por
ejemplo la relacion entre Temperatura y Altitud, la cual establece que a mayor
altitud, menor temperatura. Otro caso es la relaciébn entre le niumero de
kilbmetros recorridos y el costo del servicio en un taxi, el cual esta relacionado
que a mayor kilometraje, mayor costo del servicio. Asi existen muchas
relaciones entre dos conjuntos.

El concepto de relacion esta asociado a una condicidn entre dos conjuntos, de
tal manera que a cada elemento del conjunto de partida, le corresponde un o
varios elementos del conjunto de llegada.

Las relaciones se pueden representar por medio de los diagramas de Venn.

Las parejas ordenadas graficadas son: e K -
(a,5), (b, 4), (c,2), (d, 1), (£, 6), (9, 3)

Segun la teoria:

A = Conjunto de partida
B = Conjunto de llegada
R = Relacion entre cada para ordenado.

a
b
e
d
=
f
a
h

Componentes de Una Relacion:
Toda relacion presenta varios componentes.

Dominio: Corresponden a todos los elementos que conforman el conjunto de
partida; es decir, los elementos del conjunto A.

Codominio 6 Rango: Corresponde a los elementos que conforman el conjunto
de llegada; es decir, los elementos del conjunto B.

Regla o Norma: Corresponde a la forma en que se asocian los elementos del
dominio y el codominio, generalmente se representa con la R.

Sea R: A —» B

La expresion significa que existe una relacion R entre los conjuntos A y B.
Ejemplo 1:
Dada la relacién entre los conjuntos P y Q, cuya norma o regla es: Q = 2P,

hacer el diagrama de Venn e identificar las parejas ordenadas, tomar los 4
primeros enteros positivos.



Solucién:
A partir de las condiciones del problema:

R: Q =2P
Sea R: P > Q

Las parejas ordenadas:

(1,2), (2,4), (3,6), (4,8), ..., (p, 2p)

En el conjunto de partida se tomaron los 4
primeros numeros enteros positivos por las
condiciones del ejemplo, pero en dicho conjunto
se pueden tomar los valores que se deseen,
sean positivos 0 negativos.

Ejemplo 2:

Dados los conjuntos M y N, de tal manera que N sea la raiz cuadrada de M.
Hacer el diagrama de Venn y obtener las parejas ordenadas para 1, 4, 9,
16,..., m para m positivo.

Solucién:
R:N:m

Sea R: M N

Las parejas ordenadas:

En general:

(m’ n) y (m! 'n)



FUNCIONES , [

Uno de los conceptos mas importantes en Matematicas es el de Funcién, ya
que en las ciencias puras y aplicadas son fundamentales para analizar
diferentes fendbmenos. En Biologia el crecimiento de los organismos es
modelado por una funcién exponencial, en Economia para la descripcion del
costo 6 utilidad de un articulo, en Fisica el andlisis del movimiento se modela
por funciones polinbmicas, etc.

Dentro del analisis de funciones, hay algunos conceptos que son pertinentes
mencionar.

Variables: Se puede decir que es todo aquello que cambia a través del tiempo
0 espacio, el mismo espacio y tiempo se consideran variables. La clave de
este concepto es que ocurre cambio, ya que si esto sucede, se dice que ocurrid
variacion. En el estudio de funciones se conocen dos tipos de variables.
VARIABLE INDEPENDIENTE: Se considera aquella que se define por si
misma, una de esas por su naturaleza es el tiempo, pero existen otras. Esta
variable por lo general se ubica en el eje de las abscisas del plano cartesiano;
es decir, en el eje x. VARIABLE DEPENDIENTE: Como su nombre lo indica,
son aquellas que quedan definidas a partir de otra; es decir, depende de otra
para quedar definida. Esta variable es ubicada en el eje de las ordenadas en
el plano cartesiano; eje y. Cuando se dice que el area de un circulo es funcion
del radio, lo que se quiere decir es que el area depende del radio. A =f (R)

Constantes: Son términos que tienen valores fijos; es decir, tiene valores fijos,
lo que indica que no cambia en ninguna circunstancia. Los valores numéricos
son el ejemplo tipico de constantes.

En la antigledad se utilizaban las vocales para indicar las variables y las
consonantes para indicar las constantes. En la actualidad por convencién
general, las primeras letras del alfabeto se utilizan para indicar las constantes y
las ultimas letras para indicar las variables.

Con estos elementos se puede hacer una definicién de funcion.

DEFINICION: Una funcién es una relacion donde a cada elemento del
conjunto de partida le corresponde uno y solo un elemento del conjunto de
llegada.

En funciones al conjunto de partida se le llama Dominio y al conjunto de llegada
se le llama imagen. En el plano cartesiano los elementos del dominio son
ubicados en el eje x y los elementos de la imagen son ubicados en le eje y.

Por la definicién, se puede inferir que todas las funciones son relaciones, pero
NO todas las relaciones son funciones. (Discutir esta conclusion con los
comparieros del grupo colaborativo)



Para determinar si una relacién es
funcién, basta con observar en el
diagrama de Venn, que todos los
elementos del dominio estén
relacionados con algun elemento del
rango, pero solo con uno.

Graficamente, que de todos los
elementos del dominio salga solo
Chormniri o lmagen una ﬂeCha

Hay dos casos donde la relacion no es funcién: Cuando un solo elemento del
dominio no este relacionado con alguno del rango o si algun elemento del
dominio esta relacionado con mas de un elemento del rango.

Existen 4 formas de definir una funciéon, en el trabajo con funciones estas
formas se trabajan indistintamente, lo que indica que se deben conocer y
dominar adecuadamente.

1. DESCRIPTIVA: Es la descripcién verbal del fenédmeno que se estudia, en
esta se detallan las condiciones en que ocurren los hechos. Por ejemplo: La
ganancia G que resulta de vender x articulos, en la cual el valor unitario es de
$200.

2. NUMERICA: Consiste en hacer una tabla de valores con los datos obtenidos
del fenédmeno al hacer las mediciones correspondientes. Por ejemplo:

« | 001 2 3 4.
= | 02040 60 GO,

3. GRAFICA: Por medio de una representaciéon grafica, ubicando pares
ordenados en el plano cartesiano, se puede observar la forma de la curva que
muestra la funcién dada.

Y .
=e ' Los puntos ubicados en el
== _ plano son los descritos en

la parte numérica.
10

«| En el eje x se representan

== -1 1 2 . .
los articulos vendidos y en
-1e el eje y la ganancia por
-2 : : ventas.

4. ANALITICA: También es llamada Matematica, es aquella que por medio de
un modelo matematico se describe el fendomeno, para el ejemplo que estamos

analizando seria:
G =20x
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El modelo describe la ganancia (G) en funciéon de numero de articulos vendidos

(x).
ELEMENTOS DE UNA FUNCION:
En toda funcion se pueden encontrar 3 elementos.

Dominio: Son los elementos del conjunto de partida; es decir, los elementos de
X, que corresponden a la variable independiente. En el ejemplo modelo la
variable independiente son el numero de articulos vendidos. Anteriormente se
hizo aclaracion que los elementos del dominio se ubican en el eje x del plano
cartesiano.

Imagen: Son los elementos del conjunto de llegada; es decir, los elementos de
y, que corresponden a la variable dependiente. En el ejemplo modelo es la
ganancia G. También por convencion los elementos de la imagen se ubican en
el eje y del plano cartesiano.

Regla o Condicion: Se considera a la forma en que se relacionan los
elementos de x e y. Cada funcién tiene una regla que relaciona las dos
variables. Solo se debe tener presente que a cada elemento de x le
corresponde solo uno de y.

Ejemplo 1:

La relacion entre las variables x e y esta dada de tal manera que y se obtiene
elevando al cuadrado la variable x. a partir de la descripcién del fendbmeno,
obtener la tabla de datos, la grafica y el modelo matematico.

Solucion:
Los valores:
X 0 1 2 3 4 5
y 0 1 4 9 16 25
La grafica:
Plano Cartesiano. Diagrama de Venn
\ - o Fix= x*
x & Y

11



El modelo matematico:
2
y=X

El dominio: Para el caso que se presenta, la variable independiente puede
tomar cualquier valor real, luego el dominio son todos los reales.

La Imagen: Para cualquier valor de la variable independiente, el valor de la
variable dependiente serd positiva, luego la imagen son todos los reales no
negativos.

Determinacion del Dominio e Imagen de una Funcidn:

En el analisis de funciones, es importante identificar el dominio e imagen de la
funcion, lo cual se puede hacer de dos maneras.

A Partir de la Grafica:

Con la observacién detallada de la gréafica, se puede identificar el dominio y la
imagen de una funcién, veamos dos ejemplos modelos.

Gréfica A Gréfica B

3
2 y=x 2 -x=3
1 +

// -3 2 _\ 2 3
-1

X
-3 -2 el 1 2
-1

-3

Gréafica A. Se observa que la curva se desplaza a lo largo del eje x, tomando
valores positivos y negativos, luego el dominio son todos los valores reales.
Para la imagen, la curva se desplaza en la parte positiva del eje y, luego la
imagen son todos los reales positivos.

. +
La notacion sera: f :R—R

Gréfica B: En la curva se observa que la grafica puede tomar valores positivos
0 negativos en el eje x, igual para el eje y, luego el dominio e imagen de la
funcion son todos los reales.

La notacion sera: f :R—R

12



A Partir del Modelo Matematico: (formula matematica)

Dada el modelo matematico, se puede determinar los valores que pueden
tomar la variable independiente y la variable dependiente. = Con algunos
ejemplos modelos se puede comprender la situacion.

3 2
Sea. |V =X *2x" —x+1] g5e40n el modelo se puede inferir que la variable
X puede tomar valores positivos, negativos incluso cero, luego el dominio son
todos los reales. Asi se observa que la variable y tendra valores positivos y
negativos e incluso cero, luego la imagen son todos los reales; es decir es una
funcion de reales en reales.

1

Sea. |’ = | Se puede ver que la variable x puede tomar valores positivos y
negativos, pero NO puede tomar el valor de cero, luego el dominio seran todos
los reales diferentes de cero. La variable y sera positiva si x es positiva y
viceversa, pero nunca sera cero, luego la imagen son todos los reales
deferentes de cero.

Sea. |V = */; La variable x puede tomar valores positivos y cero, pero No
puede tomar valores negativos, ya que la raiz cuadrado de nimeros negativos
no es real, asi el dominio seran los reales positivos y el cero (reales no
negativos). Los valores que puede tomar y serdn positivos y cero 6 negativos,
pero no los dos; para que se pueda consideran una funcién, luego la imagen
son los reales no negativos 6 los reales negativos.

En general el Dominio de una funcién seran los valores que pueda tomar la
variable x sin que se presenten ambigledades en el momento de hacer la
operacién matematica.

La imagen se determina despejando x del modelo matematico y se observa
qué valores puede tomar la variable y.

NOTA: Con la practica y muchos ejercicios se ganara destreza para determinar
el dominio e imagen de una funcién.

Notacion Moderna de Funcion:

El matematico francés Agustin Louis Cauchy
(1.789 — 1.857) dentro de los aportes dados a
la matematica, como precisibn de los
conceptos de Funcion, Limites y Continuidad,
propone una nomenclatura para definir
esquematicamente una funciéon, de la

siguiente manera.
y = f(x)

Fuente: mat.usach.cl/histmat/html/cauc.html
Como se ha comentado la variable x sera la variable independiente y la

variable y sera la variable dependiente o funcion. Asi y y f(x) seran
equivalentes ya que significan lo mismo.
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Por ejemplo si escribimos:

f(x):2x2 =3x+1  Esiomismo que y:2x2 —3x+1

Funciones de Valor Real:

Con lo analizado hasta el momento ya estamos en capacidad de responde las
siguientes preguntas.

Toda relacion es funcién: A% F

Toda funcién es relacion: \V4 F

Con la aclaracion de las afirmaciones anteriores, ahora se debe analizar en
qué conjunto numérico se pueden trabajar las funciones. En apartados
anteriores se dio un indicio sobre en donde se puede definir el dominio e
imagen de una funcion.

Una funcién de valor real, nos indica que los elementos del dominio e imagen
son numeros reales, por esto las funciones de valor real se describen de la

siguiente manera:
f:R—>R

Es pertinente aclarar los conceptos de rango e imagen. El rango es el conjunto
que conforma el codominio de la relacion y la imagen son los elementos del
rango que interactian con los elementos del dominio.

LAS FUNCIONES SEGUN EL TIPO DE RELACION:

Como se sabe en las funciones hay una interaccion entre los elementos del
dominio y rango. De acuerdo al tipo de interaccion existen tres clases de
funciones.

Funcidn Inyectiva: También llamada Funcién Uno a Uno, son aquellas donde
los elementos del rango que son imagen de algun elemento del dominio, solo
lo hacer una vez. Las funciones crecientes y decrecientes son inyectivas.

DEFINICION:
Sea la funcién y = f(x), dados dos elementos del dominio X,y X,

Si x;#X, ¥y f(x1) # f(Xz), entonces la funcion es inyectiva

14



Funcion Sobreyectiva: Las funciones y = f(x), donde “Todos los elementos
del rango” son al menos imagen de uno o varios elementos del dominio. Lo
anterior quiere decir que todos los elementos del rango se relacionan con algun
o algunos elementos del dominio.

Funcién Biyectiva: Una funcién y = f(x) es Biyectiva si, solo si, es inyectiva y
Sobreyectiva.

En el siguiente grafico identifica que tipo de funcién es cada una.

SIMETRIA DE LAS FUNCIONES:

La simetria es el comportamiento de la curva respecto a los ejes coordenados.
Una curva es simétrica respecto al eje y, si la parte derecha es la imagen
especular de la parte izquierda, sera simétrica respecto a x si la parte superior
es la imagen especular de la parte inferior.

L ¥
I:I'I e ———p——

| ¥
| 1l
|
: x I |
= I I
| I |

-y === X X

Simetria respecto a eje x Simetria respecto al eje y

15



Simetria respecto al origen de coordenadas

La simetria de las funciones esta relacionado con el concepto de funcion par e
impar, veamos en que consisten dichos principios.

Funcion Par: Una funcién f (x) es par si para todo x en su dominio: f(-x ) =f(
x ). Este tipo de funciones son simétricas respecto al eje y. El ejemplo tipico
son las funciones cuadraticas.

Ejemplo 1:

Sea la funcién f (x ) = x 2 + 2, mostrar que es par.

Solucién:

Lo que se debe hacer es cambiar x por — x en la funcién

f(-x)=(-x)2+2 =x%+2

Comof(-x) =f(x), entonces la funcién dada es par.

Ejemplo 2:

3
x —4x

Mostrar que las funciones: f(x)=2x*-3x*+2 Yy g)= son simétricas

respecto al eje y.

Solucién:

Solo se debe reemplazar a x por —x en cada una y observar el resultado, f
(=x) =f(x) vy g(-x) =g (x), las funciones son pares por ende son
simétricas respecto al eje y.

Funcion Impar: Una funcion f ( x ) es impar si para todo x en su dominio:

f(-x)=-f(x). Este tipo de funciones son simétricas respecto al origen de
coordenadas. El ejemplo tipico son las funciones cubicas.

16



Ejemplo 1:
Dada la funcién f ( x ) = x ® — 2x, determinar si es impar.
Solucion:

Se debe reemplazar a x por — x y observar la funcién obtenida.
f(-x)=(-x)%®=-2(-%x)=-x%+2x=-(x3-2x)

Como se puede ver f (-x) =-f(x), Luego la funcién es impar, asi sera
simétrica respecto al origen de coordenadas.

MONOTONIA DE LAS FUNCIONES:
Una funcién se considera monétona si es creciente o decreciente.

Funcion Creciente: Intuitivamente una funcién es creciente si a medida que
aumenta la variable x, también aumenta la variable y.

DEFINICION:

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo I, parax; el y x; €1,
donde x; < x,, Sif (xy) < f (x;), se dice que la funcibn es creciente en el
intervalo I.

Cuando se dice que la funcién f ( x ) esta definida en el intervalo |, se esta
afirmando que el intervalo | es parte del dominio de la funcién.

FUNCION CRECIENTE
¥

Fizg)

J

/

Funcion Decreciente: Intuitivamente una funcidon es decreciente si a medida
que aumenta la variable x, la variable y disminuye.

DEFINICION:

Sea f(x) una funcion definida en el intervalo [, parax; el y x; €1,
donde x; < x,, Sif (xy) > f (x,), se dice que la funcidn es decreciente en
el intervalo 1.
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FUNCION DECRECIENTE

Descripcion De Una Funcion:

Describir una funcién es hacer el analisis donde se identifique el dominio y la
imagen, su monotonia, su simetria y la grafica correspondiente, entre las
caracteristicas mas importantes.

Con algunos ejemplos se puede ilustrar la descripcién de una funcion.
Ejemplo 1:

Sea la funcién f(x) = 3x — 1, hacer una descripcién de la misma.
Solucion:

Dominio: Como x puede tomar cualquier valor real, sin restricciones, entonces
el dominio son todos los reales. D € R.

Imagen: Para hallar la imagen, debemos despejar la variable x y observar qué
valores puede tomar y, como y = 3x — 1, entonces. x = (y + 1) / 3 Asi, la
variable y puede tomar cualquier valor real, luego la imagen son todos los
reales | eR.

Decimos: f: R—— R.

Monotonia: Se debe identificar si la funcion es creciente o decreciente. Para
esto se toman dos valores del dominio: x1 =2 y xo = 3, recordemos que Xi <
X2 segun la definicién. Ahora se determina la imagen de cada uno asi:
fxy=2)=3(2)-1=5

f(xo=3)=3(3)-1=8

Como f(xq) < f(x2) la funcién es creciente.

Simetria: Se debe buscarque f (-x)= f(x) é6 f(-x) =-f(x), de otra
manera no hay simetria.
f(-x)=3(-x)—-1=-3x-1=-(3x+1). Como se puede ver No se

cumple ninguna de las dos condiciones, luego la funcién no tiene simetria.
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Grafico: Para hacer el grafico se debe tomar algunos puntos, veamos:

3
S ¥ ,
) 7 ) Fixy=3x-1
! - -2 -1 i 2 *
0| /|
]2 .
2| 3 B

Ejemplo 2:

Sea la funcién y=+/x Hacer la descripcién de dicha funcion.

Solucién:

Dominio: La variable x esta dentro de una raiz cuadrada, luego solo puede
tomar valores positivos y cero, pero no puede tomar valores negativos, luego el
dominio son los reales positivos y el cero; es decir, los reales no negativos (R’
DeR

Imagen: Despejamos la variable x, luego: x =y 2 esto significa que la variable y
solo toma valores positivos o cero (analice porqué). | € R
Se puede expresar: f: R ——» R’

Monotonia: Tomemos dos valores, digamos x; =1 y Xx» = 4, entonces:
f(x1)=\/I=1 y f(x,) =J4=2.Comof(x)<f(x2) lafuncion es
creciente.

Simetria: Si tomamos f ( - x ) en la funcién, se presenta ambigledad, ya que
raices pares de numeros negativos no son reales. Asi la funcién no es
simétrica.

Grafica: Tomamos varios puntos

- 3
[ [
1 1
2| .
a4 | 2
-1

& | .6 1
3 3

-2
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EJERCICIOS

Para las funciones dadas, hacer la descripcién correspondiente.

1. f(x)=3x" —4x+5

5x -1
gx)=——
2. 2x—6
O ———
x =
3.
Vx* =16
4. Dada la funcién f(x)= \2/);_: Hallar la imagen; si existe parax =0, x = -1,

Xx=1,x=3

. -4 ,
5. Para la funcion g(x) =h Cual sera el valor de x para:
x J—

6. Demuestre que la funcién y = es decreciente.

- X
7. Demuestre que la funcién y=+/4x’ -5 es creciente

8. Demuestre que la funcidon y=x’+4x es simétrica respecto al origen de
coordenadas.

9. Proponga dos ejemplos de funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

10. ¢ En qué condiciones una parabola y una circunferencia es funcién?
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ALGEBRA DE FUNCIONES
Las funciones también se pueden operar algebraicamente.

SUMA: La suma de dos o mas funciones origina otra funcion, cuyo dominio
seran los elementos comunes a las funciones que participaron en la operacion.

Sean las funciones. f (x),g (x), h(x) entonces: s(x) = f(x)+g(x)+h

(x)

La suma de funciones cumple con las leyes basicas propias de la suma, como
la conmutativa, clausurativa, asociativa y otras.

RESTA: Al igual que en la suma, la resta de dos o mas funciones, origina otra
funcién. El dominio de la funcién resultante son los elementos comunes a las
funciones que fueron operadas.

Seanf(x) y g (x)dos funciones, luego: r(x) = f(x)—g(x)

Es pertinente recordar que la resta no es conmutativa.

PRODUCTO: Cuando se multiplican dos o mas funciones, se produce otra
funcién, la funcién resultante tiene como dominio los elementos comunes de las
funciones multiplicadas.

Sea f(x),g(x)yh(x),funciones, entonces:p(x) = f(x)xg(x)xh(x)

COCIENTE: Dividir funciones es equivalente a dividir polinomios, solo que para
poder realizarla, el denominador debe ser diferente de cero.

_8()
Sea f(x)= 4 cond (x)#0.

El dominio de f ( x ) seran todos los valores de x, excepto aquellos que hagan d
x)=0

Ejemplo 1:

Sean las funciones: f(x)=3x>-2x+5 y g(x)=x> -6
Hallar: f(x)+g(x), f(x)—g(x), f(x)Xg(x), f(x)/g(x),

Solucion:
) FO)+g(x) =(Gx" —2x+5)+(x* —6) =4x” —2x—1
) @) —g(x)=Cx" —2x+5)—(x* —6) =2x" —2x+11

) f(0)Xg(x) =Bx" —2x+5)X(x* —6) =3x" —2x" —13" +12x—30
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f(x) 3x*-2x+5 _3_2x+23
g(x) x*-6 x> -6

Ejemplo 2:

Hallar la suma, resta, producto y cociente de las funciones dadas a
continuacién:

f=e"+10 y g(x)=Lnx)—4

La primera es una funcion exponencial y la segunda una funcidén logaritmica,
mas adelante se estudiaran.

Solucion:
D f)+gx)=(e +10)+ (Ln(x)—4)=e> + Ln(x)+ 6
) f(x)—g(x)=(e* +10) = (Ln(x)—4)=e>* — Ln(x) + 14

-) f(x)Xg (x) = (e +10)X (Ln (x) —4) = Ln (x)e** +10 Ln (x) — 4e** — 40

flx) e +10
) g(x)  Ln(x)—4

Para Ln(x)—4+#0

En este ejemplo se puede observar que cuando las funciones no se pueden
operar, entonces se deja indicado dicha operacion.

COMPOSICION DE FUNCIONES: Una de las operaciones mas importantes en
el algebra de funciones es la composicién. Intuitivamente componer funciones
es “Introducir” una funcion dentro de otra, de tal manera que la funcién

introducida sera el dominio de la funcién anfitriona.

Seaf(x) y g (x)dos funciones, entonces:

flgx)] = (f°2) (%)
Selee fde g 6 gcompuesta f
Glfx)] = (2" ) (x)
Selee gde f 6 fcompuesta g
El dominio de f° g es el conjunto de todos los elementos x del dominio de la

funcién g, de tal manera que g(x) esté en el dominio de £ De la misma forma
para g°f.
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Se puede graficar la composicién de funciones asi:

g

Es de aclarar que al funcion compuesta NO es conmutativa, ya que:
f°g # g°f.

Ejemplo 1:
Sea f(x)=x>+2 y g(x)=+x+1 Hallar f°g(x) y g°f(x).

Solucién:

) fog(x)= f(g(x)=(x+1D)?* +2=x+1+2=x+3

) gof (x) = g(F(x) = /(x> +2) +1 =/x* +3

Ejemplo 2:

Sean las funciones h(x)=3x> =2 y j(x)=""1. Hallar h°j(2) y |°h (3)
X

Solucién:

Para calcular h °j (2), primero se busca la funcion compuesta y luego se

aplica para x = 2, siempre y cuando este valor este en el dominio de la
compuesta. Igual para j°h (3)

) hoj(x)=3(x_1J )

X

2
: 2 -1
Ahora lo aplicamos para x =2: hoj (x) = 3(7) -2 = i ==

Entonces h°j(2) =-5/4
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, GBx*-2)—-1 3x*-3
4 joh(x) = =
) Joh(x) Bx*-2) 3x*-2

3x’ =3 _33)°-3_24
3x> =2 33 -2 25

Se aplicaparax =3. Jjoh(x)=
Entonces j°h (3) =24/25
Ejemplo 3:
Calcular (f°g) (1/3) y (g °f)(/8) para f(x)=sen(4x) y g(x) = Ln(3x)
Solucioén:
-) Calculemos primero (f ° g)(x) y luego lo aplicamos a x = 1/3
fog(x)=sen(4Ln(3x))
Reemplazamos para x = 1/3.
fog (x) = sen (4Ln (3 %)) = sen (4Ln (1)) = sen (0) =0
Entonces (f°g)(1/3) =0
-) Hallemos: (g ° f)(x) y luego lo aplicamos a X = 11/8

gof (x) = Ln(3sen(4x))

Ahora apliquémoslo a x = 11/8
V4 /4
gof (x) = Ln (3sen (4 g)) = Ln (3 sen (7)) = ILn (3x1) = Ln (3)

Entonces (g ° f)( m/8) = Ln(3)
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EJERCICIOS

Sx+1
x—4

Dada las funciones f(x)=

1. SO +g(x)

o f()—gX)

5. f(x)xg (x)
J(x)

g (x)

Para las funciones H(y)=y" —5y+4 y L(y)=3y>-5y+8 Hallar:

g(x) =% Hallar,
3x

5. h(y)—3L(y)
6. L(y)+5h(y)

5h(y)
3L(y)

7.

Sean f(x)=4sen’(x) y g(x)=4cos’(x) Hallar

s. J(0)+8(x)

J(x)
% g(x)
g(x)
10. f(X)

Determinar (f0g)(x) y (gof )(X) Para:

y g(x):\/x2 +2

12, f(0)=2" y g(x) =sen3x)

1. f(x)=

2x—4

26



CLASIFICACION DE FUNCIONES

Clasificar la gran cantidad y variedad de funciones no es tarea fécil,
anteriormente analizamos que segun el tipo de relacion hay funciones
inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Pero existen otros criterios para
clasificar funciones, el mas general es clasificar las funciones segun el tipo de
expresién matematica que la describe. Por ejemplo la ecuacion lineal describe
funciones lineales, las ecuaciones cuadraticas describen funciones cuadraticas,
los logaritmos describen las funciones logaritmicas y asi sucesivamente.

El criterio descrito es muy pertinente, ya que de esta manera se puede
involucrar la mayoria; por no decir todas las funciones que existen y puedan
existir.

Bajo este contexto las funciones se clasifican en Algebraicas, Trascendentales
y Especiales.

FURCIOMES
TRASCEMDEMNTALES
AL GEBRAICAS
ESPECIALES
Lineal Constante E 5
Cuadratica Idéntica LHDGH’FE"CI-::I es
Cibica Valor Absoluto o e ']‘l!f?_'ﬁ
Polinémica Parte Entera r:_?.':'"u:;].el.rm“

racional Definida por Partes iperbolicas

Radical

FUNCIONES ESPECIALES:

Se consideran a las funciones cuyo modelo matematico no tiene un patron
definido, més bien son muy particulares.

Funcion Constante:

Sea f(x) =b Siendo b una constante. Esta funcién indica que para todo
valor de x, su imagen siempre sera b. La funcién constante es lineal.

Lanotacion J : R — R g,
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Su dominio son todos los reales y su imagen un unico valor b; quizas esto es lo
que la hace ver especial.

| Es una funcién par, ya que
6 f(x) = f(x), luego es
simétrica respecto al eje y.
fru)=3 . s
La funcidbn que se presenta
2 en la grafica muestra que el
dominio es cualquier real y la
*| imagen para este caso es y =

-6 -4 -2 2 4 6 | 3.
-2 Esta funcién no es creciente,
tampoco decreciente, por lo
-4 cual no se considera
monotona.

Funcién idéntica:
Se le llama idéntica ya que para cualquier valor del dominio, su imagen es

precisamente el mismo valor.

sea J(X)=X. Esta funcién también es lineal, solo que el valor del
dominio e imagen es el mismo, aqui es donde se le da la connotacion de

especial. La notacion f:R = R

Esta funcién es impar, ya que se cumple f (-x) = -f (x).

Y13 | Por se una funcién impar, la
funcion idéntica es simétrica
S respecto al origen.
En la gréfica se observa que la
-3 -2 = i 2 3 | funcibn es creciente, esto
porque el coeficiente de la
variable x es positivo, pero si
-2 dicho coeficiente es negativo la
funciébn sera decreciente, asi
esta funcion es monoétona.

Funcién Valor Absoluto:
Esta funcién cumple con los principios del valor absoluto.

Sea f (x) - ‘x‘ . El dominio son todos los reales, ya que el valor absoluto
se aplica a cualquier valor real. La imagen son los reales no negativos, debido
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a que el valor absoluto por definicidon siempre sera positivo o0 a lo mas cero. La

notacien f : R — R

Es una funcibn par ya
que

f(-x) = f(x), por lo cual
es

Simétrica respecto al eje y.

La funcidbn es creciente en el

intervalo [0, «) y decreciente en
el intervalo (-, 0)

Funcion Parte Entera:

Es una funcibn muy especial ya que presenta una discontinuidad notoria.
Algunos la llaman funcién escalonada, en la gréafica se vera porque.

Sea f(x) — HXH Cuyo significado es el valor maximo entero menor o
igual que x, mas comun parte entera. Por ejemplo f(x) = ﬂ0,2|]= 0, yaque

0,2 es mayor menor o igual que 0.
Mas explicitamente:

Para -1 <x<0, suimagen es -1
Para 0<x< 1, suimagensera0

Para 1<x<2,suimagenes 1. Asi sucesivamente.

Y13 —0
2 —_— o
7 = [Ix|]
1 _— o
-
-3 -2 -1 i 2 3 4
—_——1
SE— -2
S -3

El dominio de esta funcién son todos los reales y su imagen los enteros.

f:R > Z

No tiene simetria, tampoco monotonia, su caracteristica mas notoria es su

discontinuidad para cada x entero.
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Funcién Definida por Partes:

Es una funcion que combina parte de diversas funciones, puede ser definida
por una parte constante y otra idéntica, una parte lineal y otra trascendental,
etc. En general la funcién defiOnida por partes se muestra por una regla
compuesta por dos o mas expresiones matematicas. Aunque no hay una
forma general, podemos ilustrar con algun ejemplo, pero se tendra mas
oportunidad de analizar este tipo de funciones a lo largo del curso.

Ejemplo 1:
x si x>0
Sea f(x)=<1 si x=0
2 si x<0

Se observa que esta funcién esta definida en tres partes, segun el valor que
tome la variable x, para la parte positiva de la variable la funcion es idéntica,
para la parte negativa la funcién es constante.

3

FUNCIONES ALGEBRAICAS:

Las funciones algebraicas se caracterizan porque la ecuacién que la describe
son polinomios, haciendo que éstas tengan los principios y caracteristicas que
tienen los polinomios.

Funcion Lineal:

Su nombre es dado por la grafica que la representa, la cual es una linea recta
no vertical, ademas su ecuacion es de primer grado.

DEFINICION: Sea f(x)=mx+b,donde my b sonrealesya#0.

Se define como una funcion lineal, donde m se conoce como la
pendiente y b el intercepto.
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El dominio de la funcidén lineal son todos los reales al igual que la imagen.

f:R > R

La pendiente a se calcula de la siguiente manera, a partir de dos puntos P(xi,
y2) ¥ P(x2, y2):
m= Yo =N .

X, — X,

La pendiente puede ser negativa, positiva o cero.

Cuando m = 0, la recta es horizontal, asi la funcion no tiene monotonia,
tampoco simetria.

Cuando m > 0 la recta es inclinada hacia la derecha, en este caso la funcién
€s creciente.

Cuando m < 0 la recta es inclinada hacia la izquierda, siendo decreciente para
este caso.

El intercepto es el punto donde la recta corta al eje y.

I3 En la grafica se
_ observa los tres casos
y==2 P
de la funcion lineal.

Para y = 2 la

N

1 .
y=ar-l pendiente m = 0, la
recta es horizontal y el

-2 -1 1 2 3 *| interceptoes y = 2.
-1 Para y = 2x -1, la
_ pendiente m > 0, la

y=—2x ,

-2 recta es creciente y el

intercepto esy = -1.

Para y = -2x la pendiente m < 0, la recta es decreciente y el intercepto es y = o.
Como se puede inferir, la monotonia de la funcién lineal esta determinada por
el valor de la pendiente. En el pequeno grupo colaborativo, analizar la simetria
de la funcion lineal.

Ejemplo 1:

Sea la funcién f(x) = ax +b, por dicha funcion pasa los puntos P(2, 4) y Q(-2, -
3). Determinar la ecuaciéon que describe dicha funcién, identificar la pendiente,
el intercepto y hacer la grafica.

Solucién:

Segun la ecuacion que identifica la funcién f(x) = ax +b, lo que se debe hallar
es ay b, sabiendo que a es la pendiente y b el intercepto.
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Calculemos la pendiente: tomemos como P(x1, y1) Y Q(Xz, y2) entonces:

Yy —3-4 7
a=m= = =—
x,—x, —2-2 4

Se reemplaza el valor de a en la ecuacion planteada:

f(x):%x+b. Como los dos puntos deben satisfacer dicha ecuacién, se

reemplaza uno de ellos y asi se obtiene b:

Tomando el punto P(2, 4), 4:%(2)+b:>:>b:4—%:%

Asi la ecuacion que distingue la funcién es: f(x) =%x +%

La gréfica:

La grafica muestra que
la recta esta inclinada
hacia la derecha, luego
la pendiente es positiva,
lo que se puede

.| corroborar en la
-1.5 1.5| ecuacion; ademas, es
creciente.
No es simétrica, lo que
se puede comprobar
sustituyendo a x por — x
en la ecuacion.
Ejemplo 2.

Dados los puntos R(-3, 4) y S(3, -2), determinar la ecuacion lineal que contiene
dichos puntos, la grafica, sus monotonia y establecer si es una funcién lineal.

Solucion:

La ecuacién sera de la forma: y = mx + b, que es equivalente a la forma
f(x)=ax+b

Como en el caso anterior debido a que no se conoce la pendiente lo primero
es hallarla.

—~ -2-4 -6
m= y2 yl _ — — _1

x,—x, 3-(=3) 6

Ahora en la ecuacién dada se reemplaza uno de los puntos, ya sabemos
porqueé.

4=-1-3)+b=>=>b=1

32



Por consiguiente: f(x) =—x+1

La grafica:

Segun la ecuacién, la
pendiente es
negativa, luego la

recta sera inclinada
hacia la izquierda, lo
que se observa en la
grafica.

La funcion es
decreciente.
(Comprobarlo
matematicamente, en
el grupo colaborativo)

¥
2
flx)=-x+1
ks
-3 -2 -1 1 2 3
-1
-2

El intercepto es 1, se ve en la grafica y se observa en la ecuacién. Asi la
expresidon obtenida es una funcién.

Ejemplo 3:

Sean los puntos P(2, 3) y Q(2, -2) que pasan por una recta. Hallar la ecuacion,

la gréafica y determinar si es funcién.

Solucion:

Calculemos la pendiente:

Yo = Y

-2-3 -5

Esto nos indica que NO hay pendiente. Asi la recta es vertical. La ecuacién es

m= = —=Ind
X, —x, 2-2 0

de la forma:

X= 2

La grafica:
3
2

K=2
1
-1 1

La ecuacion obtenida No
representa una funcion, ya que
para x = 2, las imagenes son
infinitas.

Asi la expresién x = 2 es una
relacion, pero no es funcion.

Generalizando, toda linea
vertical representa una relacion
y toda linea no vertical
representa una funcion.
Funcién Cuadratica:
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Su nombre es dado por el tipo de polinomio que la describe, un polinomio de
segundo grado.

DEFINICION:

Sea f(x)= ax* + bx +c,donde a, b y csonreales y a#0. Se define
como una funcién cuadratica.

El dominio esta dentro de los reales al igual que la imagen.

f:R > R

La grafica de una funcion cuadratica es una parabola, que consta de dos
ramales que se unen en un punto llamado vértice; ademas, una recta que pasa
por el vértice llamada eje de simetria, el cual divide la curva en dos partes
iguales. Para que una parabola corresponda a una funcion, el eje de simetria
debe ser siempre vertical.

W
Ramas | |°
fe=ad +bx+c 2
x
-6 —< -2 z
-2
_/ _4
Yerice HT Eie de simetria

Analizando la ecuacion f(x)=ax* +bx+c, se pueden hacer algunas

particularidades. Cuando b = ¢ = 0, |la parabola tiene el vértice en el origen. Si
b y/o c¢ son diferentes de cero, el vértice esta fuera del origen, en este caso
el vértice se haya asi:

-b
2a Y= f El vértice sera (x, y)
_—b
El eje de simetria tiene la ecuacion: X = Z

Cuando a; es decir, el coeficiente de la variable al cuadrado toma valores
positivos 0 negativos, la grafica cambia.

-) Si a> 0, las ramas de la pardbola abren hacia arriba a partir del vértice.

-) Si a< 0, las ramas de la parabola abren hacia abajo a partir del vértice.

Ejemplo 1:
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Dada la funcién f(x)=3x> hacer la descripcidon correspondiente.

Solucién:

Como la ecuacién dada es cuadratica, se puede inferir que se trata de una
funcion cuadratica. Se observa que b = ¢ = 0, luego el vértice esta en el origen.
El dominio son todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier
valor real.

La imagen: Recordemos que se despaja x y se observa que valores puede
tomary 6 f(x).

y=f(x)=3x" =>=>x" =§::> x=1/§ , esto nos indica que y solo puede tomar
valores positivos, ya que las raices pares solo tiene solucion en reales para
valores positivos y cero. La imagen seran los Reales no negativos. (R)

-b 0

El eje de simetria sera: * =5 :5 =0

2a
Como a > 0, ya que a = 3, entonces las ramas abren hacia arriba a partir del
vértice.
La funcién es decreciente en (— ,0) y crecienteen [0, )

y , . .
Por teoria de polinomios,

sabemos que una ecuacién
cuadratica tiene dos ceros, que
fi)= Iy es donde la curva corta la eje X,
2 para este caso el corte es en
cero, luego dicho polinomio
tiene dos ceros reales iguales.

No debemos olvidar la teoria de
polinomios analizada en la
-2 -1 1 2 | parte de ecuaciones
polinbmicas, es de mucha
-1 ayuda para el estudio de
funciones.

Ejemplo 2:
Hacer la descripcion de la funcion: f(x)=2x> +8x+5

Solucién:
El dominio: todos los reales.
. . -b
La imagen: Son los reales que sean mayores o iguales af(z—j ,yaque a> 0.
a

. -b -b -8
Primero se calcula —;:—=——=-2
2a " 2a 22
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a

Finalmente se establece que la imagen son los reales mayores o iguales que -
3.

Ahora se determina f(;—bj . Veamos: f(— 2) = 2(—2)2 + 8(—2) +5=-3

Vértice: V(-2, -3)

Simetria: Se debe reemplazar x por — x en la funcién:

f(=x) =2(=x)* +8(=x) +5=2x" —8x+5. Se observa que f ( - x ) es diferente

af (x). Asi no hay simetria par.

Si factorizamos el signo se
2 2

obtiene: f(—x) =2x" —8x+5=—(-2x" +8x-5) , Tampoco se

cumple que f (- x) =-f(x), luego no hay simetria impar, por consiguiente la
funcién no tiene simetria.

Monotonia: Como a > o, las ramas abren hacia arriba a partir del vértice.
Luego la funcién presenta la siguiente monotonia:
De (—=,-2) la funcion es decreciente.

De [-2,%0) la funcién es creciente.

La grafica:
So)=25" 4345 2’ Como egjercicio, se debe
2 determinar los ceros del
X polinomio; es decir, donde la
. | curvacorta al eje x.

=Y -2 -2 -1 )

) Muestre que dichos ceros son: -
0,775 y -3,224

-2
-2
-4

Ejemplo 3:

Hacer la descripcion de la funcion cuya ecuacion es f(x)=-3x> +12x—5
Solucion:

Dominio: Todos los reales

, -b
Imagen: Todos los reales que sean menores o iguales que f(z—j ya que a <
a

0.
;—bzz_(—li)zz. Ahora: f(2)=-3(2)*> +12(2)-5=7. La imagen son todos los
a  2(—

reales menores o iguales que 7.
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Vértice V(2, 7)

Simetria: Como en el caso anterior se infiere que NO hay simetria, por favor
comprobarlo en el grupo colaborativo.

Monotonia: La curva presenta la siguiente monotonia:
De (—,2) la funcion es creciente.

De [2,) la funcién es decreciente.

La grafica:
;
& Fd=—3x% +12x—5
g
2
—_z 4 5
z
-4
-6

Mostrar que los ceros de esta

curva son: 0,472 y 3,527

37



EJERCICIOS

para x # 1, Hallar el valor de la funcién dada:

Dada la expresion f(x)—_lf(l)
e

1. f(x)=3x Rta: 3
o f()=1-3x Rta: -3
3. f(X):\/;C Rta: \/;1+1

Dadas las siguientes funciones, hacer la descripcion identificando: Dominio,
Imagen, monotonia, simetria, grafica.

s J()=—4x+6
5. f()=x+

o Fo=[2]

, ) =[4x

5. J()=2x¢"—5x

o f(X)=3¢" +4x-10
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Funcion Cubica:

Su nombre es dado por el tipo de polinomio que la describe, un polinomio de
tercer grado.

DEFINICION:
Sea f(x)=ax’ +bx* +cx+d,donde a,b,cydsonrealesya#0. Sedefine
como una funcion cubica.

El dominio y la imagen estan enlos reales /| : R — R

Cuando b =c=d =0, se obtiene la funcion caracteristica f (x)=ax" . Esta

funcién es impar. Cuando a > 0 la funcion es creciente y cuando a < 0 la
funcion es decreciente.

W 5 ¥ 3
J(x)=ax Six) = —ax
= , &
a=0 a=0
4 4
2 2
¥ =
-2 -2
-4
-4
-6
-6

Como se observa en la gréfica, la funcidén cubica presenta simetria respecto al
origen y es monétona.

Funcién Polindmica:

Las funciones polinbmicas son aquellas cuya regla esta dada por el polinomio
que la define, por lo tanto el grado de la funcién sera el grado del polinomio.

DEFINICION:
Sea f(x)=a,x" + an_lx"‘l +...+ax+a,,donde a,, a,.1, ...,a y apsonrealesy a,
#0yneZ". Sedefine como una funcién polinémica.

Estas funciones se caracterizan porque el dominio y su imagen estan en los
reales; es decir:

f:R = R
Segun esta definicion las funciones lineales, cuadraticas y cubicas son

polinémicas, solo que éstas se estudiaron por separado, por su importancia y
caracteristicas.
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Auque analizar funciones polindmicas requiere de solidos conocimientos en
polinomios y buena cantidad de ejercicios modelos, lo presentado en las
tematicas de polinomios y funciones nos pueden servir como base para adquirir
solidos conocimientos en el tema.

Ejemplo 1:

Sea la funcion f(x)=x*—4x’ +3x°:
Hacer la descripcién de dicha funcién.

Solucion:
Dominio: Los reales, ya que la variable x puede tomas cualquier valor real.
Imagen: Los reales, ya que la variable y toma también valores reales.

Monotonia: Las funciones polindbmicas por lo general no son monétonas, ya
qgue pueden ser crecientes y decrecientes.

Simetria: Si se reemplaza X por - X, tenemos:
f(=x) = (=x)* =4(=x)° +3(=x)* = x* +4x° +3x?

Asi no se cumple f (-x) = f (x), tampoco f (- x) = - f ( x ). La funcién no tiene
simetria.

Grafica: Para hacer un bosquejo de la gréfica, se puede primero identificar los
ceros del polinomio, lo que se hace
linealizandolo: f(x)=x* —4x’ +3x* =x* (x> =4x+3)=x*(x-1)(x-3). Entonces
los ceros del polinomio son x =0, x =1, x = 3.

Por el diagrama de signos, se puede identificar como se comporta la curva.

+++++ ++ B s o T T I o o o B

2 | l |
T

0 1 3

------------------------------ B Bk b kA T S

(x=1) : | .

0 1 i
(x—3) — - I -
0 1 ;
Producio . R :
0 1 5
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Y Con el diagrama de signos se
6 infiere que la funcion presenta la
4 siguiente curvatura:
Positiva en los intervalos:
Feo=xt —ax® + 37 z (—00,0) Y (0,1) U (3, °°)
—5 > 4 Negativa en el intervalo:
-2 (1,3)
—a En la gréfica se puede corroborar
lo obtenido en el diagrama de
-e signos.

La grafica también nos deja ver que la imagen son losy = - 5.
Ejemplo 2:

Hacer la descripcidn de la funcién que tiene como ecuacion:
f(x)=x*-4x>+4

Solucién:

Dominio: Todos los reales

Imagen: Segun la ecuacion la variable x siempre sera positiva, luego la imagen
seran los reales no negativos.

Monotonia: La funcidén no tiene monotonia, ya que presenta crecimiento y
decrecimiento.

Simetria: f(-x)=(-x)* —4(-x)* +4=x"—x"+4 Se observa que f (- x ) =f ( x),
luego la funcidn tiene simetria par, asi es simétrica respecto al eje y.

Gréafica: Identifiguemos los ceros.
fX)=x"—4x* +4=(x> -2 =(x> -2)(x* =2)

FO =" =2)(x" =2) = (x =V2)(x +V2)(x = V2)(x +42)

Como el polinomio es de grado cuarto, se tienen cuatro ceros. Con ayuda del
diagrama de signos, podemos identificar la curvatura de la grafica.

___________ +H++++ AR+
(x+~2) : |
— -2 2
——————————————————————————————————————— +H+
| |
(x— 2] | |
— 42 -'\.E
___________ | Lk R S S T I I T T S S I S I S i e
|
(x+ 2] . |
— -2 ]
---------------------------------------- e
| ]
(x— 2] . .
— 2 2
B S I I S I I I S I I T S I R I S I S S S I I A
| |
FRODUCTO T T
— i -'\.E
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v ' La grafica, nos corrobora que la
1S imagen de la funcién son los
reales no negativos; ademas,
que la funcién es positiva, ya
S qgue en el diagrama de signos el
=| producto es positivo en todo su
-4 = = % | recorrido.

1

-1

Ejemplo 3:
Dada la grafica, identificar las caracteristicas de la funcion.

32
20

1@

-1

-2

-3

-4

Hacer el ejercicio con el pequefo grupo colaborativo y corroborar la solucién
con el tutor.

Ayuda: Es una funcién de cuarto grado.
Funcion Racional:

El cociente de dos nimero enteros origina una numero racional, analogamente,
el cociente de dos polinomios originan las funciones racionales.

DEFINICION:
Sea f(x)= & ,donde q(x) #0 a f(x) sele denomina funcién racional.
q(x

El dominio de la funciones racionales son todos los reales excepto
aquellos que hagan a q(x) = 0. Respecto a la imagen, depende del tipo de
funcién, ya que cada una tiene sus particularidades, al igual a que la monotonia
y simetria.

La grafica se una funcion racional se puede hacer identificando las
caracteristicas descritas, pero ademas el limite hasta donde puede llegar la
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curva segun las restricciones del dominio y la imagen. Los limites de las
curvas se pueden identificar por medio de las llamadas Asintotas.

ASINTOTA: En términos muy sencillos una asintota es una recta que limita la
curva de una funcién racional. Podemos decir que la Asintota es como la
Cebra que hay en los semaforos en donde no debe estar el carro cuando éste
esta en rojo. La Asintota es la cebra donde no puede estar la curva, solo muy
cerca.

Las Asintotas son de tres tipos al saber:

Asintotas Horizontales: Se dice que la recta y = ¢ es una asintota horizontal
de la funcion f(x), si se cumple alguno de los siguientes enunciados:

f(x) >c¢* Cuando X — too 0 f(x) >c¢~ Cuando X — too

Lo anterior significa, que la funcién f ( x ) tiende a c por la derecha (c*) 6 por la
izquierda (c’) cuando x tiende a mas 6 menos infinito.

Xy ——27 =
Je ¥=4x)
Cuanco a4
A — oo
2
8 -6 -4 -2 2 L
=2
¥=-2Z=
e Azintota Horizontal

La grafica anterior muestra que f ( x ) tiende a menos dos por la derecha,
cuando x tiende a menos infinito.

En la siguiente grafica se puede observa que al funcion f ( x ) tiende a cero por
la izquierda, cuando x tiende a mas infinito.

Jo) =0

Cuando

X —tw

1 2 3 4

&zintota Horizontsl
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Asintotas Verticales: Se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la
funcion f(x), si se cumple alguno de los siguientes enunciados:

n _
f(x)_)-_i-oo Cuando X —a 0] f(x) — o0 Cuando X — d

Lo anterior significa, que la funcidén f ( x ) tiende a mas o menos infinito, cuando
x tiende a a por la derecha o por la izquierda.

v 12
%”_/J_f/ﬂ/_/
= =
-2 -1 1 2 3
-1
Fix) ——oo
Lzimtots ertical -2 Cuancdo

x—-27

-2

-4

En la grafica anterior se puede observar que cuando x tiende a menos 2 por la
derecha, la funcion f ( x ) tiende a menos infinito.

Asintotas Oblicuas: Cuando una recta es asintota de una curva, pero dicha
recta no es vertical tampoco horizontal, se dice que oblicua.

p(x)
q(x)
g(x)es n-1, entonces f(x) tendrd una asintota oblicua de la forma y = ax + b.

fx)=

Es una funcién racional, donde el gradodep (x)esnyel de

El trabajo consiste en saber cémo hallar dichas asintotas, veamos:

_ )
fx) g

, como el grado de p(x) es uno mayor que el grado de q(x).

Al hacer la divisic’m:M =h(x)+ R Donde h ( x ) = ax + b; es decir, una
q(x) q(x)
ecuacion lineal, R es el residuo. Luego, cuando X — Foo entonces
R
q(x)
Por lo anterior f(x) > ax+b

Por consiguiente la asintota oblicua sera le ecuacion y = ax + b, obtenida al
hacer la divisién entre los polinomios de la funcién racional.

— 0
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7y =22 ]
g(x)

-15

Szintota Ohlicus

Ejemplo 1:

Describir la funcion:

x* =12
f)= e

Solucién:

Dominio: Todos los reales diferentes de 2y -2

Imagen: Todos los reales

Monotonia: La funcidon no es mondétona, ya que crece y decrece en su dominio.
Simetria: Al reemplazar x por — x, no se presenta el caso de funcion par
tampoco impar.

Asintotas:

HORIZONTALES: No tiene ya que no se cumple ninguna de las opciones para
este tipo de asintota.

VERTICALES: Se presentan varios casos:

Cuando x— 2" entonces f(x) — —
Cuando x — 2~ entonces f(x) — +
Por otro lado:

Cuando x — -2" entonces f(x)— +o
Cuando x — -2~ entonces f(x) — —oo

Por consiguiente se presenta asintota vertical en x =-2 y x = 2.

OBLICUAS: Cuando se hace la divisién de la expresién racional, se obtiene
una ecuacion lineal de la forma y = x.

Gréfica:
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Azintotas Werticales

-15 -1 -5

Agintota Oblicus
x* —12
—1@ =2 _a

Ejemplo 2:

Para la funcion: f(x) -3
x—2

Hacer la descripcion correspondiente.
Solucién:

Dominio: Todos los reales diferentes de 2

Imagen: Todos los reales diferentes de cero.

Monotonia: La funcién no es monétona, ya que en su dominio crece y decrece,
lo veremos en la gréfica.

Simetria: Si reemplazamos a x por —x en la funcion, no presenta ninguna de las
alternativas de simetria.

Asintotas:
HORIZONTALES:
Cuando x — +«, entonces f(x)=%=2—>0+.
3 3 _
Cuando x — -, entonces f(x)= 2=——>O .

Asi se presenta una asintota horizontal en 'y = 0.

VERTICAL:
Cuando x—2" entonces f(x)= 3 :i—)+oo
2"=2 0"
- 3 3
Cuando x— 2" entonces f(x)=———=——>—
27 -2 0

Asi se presenta una asintota vertical en x = 2.

Gréfica:
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Azintote Horizontal

[ Asintola Yerticsl

La funcién no presenta asintotas oblicuas, identifique la causa del porque.
Funcion Radical:

Cuando el polinomio que describe la funcion esta dentro de un radical, se le
llama funcion radical.

DEFINICION:

Sea f(x) =4 p(x), paranpary ne Z" Se dice que es una funcién
radical.

El dominio de este tipo de funciones son los reales que no hagan el radicando
negativo; es decir, p(x) = 0. La imagen son los reales positivos, ya que la raiz
puede tomar dos valores positivo 6 negativo, pero para que sea funcién solo
puede tomar uno de los dos. Estas funciones por lo general son monétonas.
Las funciones radicales no son simétricas.

Cuando el indice de la raiz es impar, el dominio son todos los reales.
Ejemplo 1:
Dada la funciéon f(x)=+x+2

Identificar sus caracteristicas.
Solucion:

Dominio: Como x + 2 = 0, entonces x = - 2. Asi el dominio son los reales
mayores o iguales a menos dos.

Imagen: Los reales no negativos.

Monotonia: La funcion es creciente ya que para un X1 < Xz, f(x1) < f(x2)

Simetria: Reemplazamos x por — x.  f(-x)=+—x+2=-+Jx-2, no hay
simetria, ya que no se cumple f (-x) = -f (x) tampoco f (-x) = f (x).
Grafica:
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Fxy=+x+2

Ejemplo 2:

Describir la funcion: f (x) = A/ x
Solucién:
Dominio: Todos los reales.

Imagen. Todos los reales
Monotonia: La funciones es creciente.

Simetria: f(—x)=3—x = ~Vx se cumple que f (-x) = - f (x). La

funcién es impar, luego es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Gréfica:
¥
2
fo=¥c |

-6 -4 -2

-1

-2
Ejemplo 3:

Analizar la funcién: f(x)= JL
x—4
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Solucién:

>0 Como el numerador

Dominio: Son todos los reales para los cuales
X —

siempre es positivo, entonces el que determina el valor que puede tomar la
variable x es el denominador, asi:

X—4 >0, luego x > 4. El dominio son todos los reales mayores que 4.

Imagen: Para este tipo de funcion se sabe que son los reales no negativos,
pero para este caso como x — 4 solo puede ser estrictamente mayor, entonces
la imagen seran los reales positivos.

Monotonia: si se tomas dos valores de x, digamos Xy = 5 y xo = 6, al
reemplazar en la funcién se puede observar que f(x1) > f(x2), luego la funcién
es decreciente, por consiguiente es monétona.

Simetria: Esta funcion no es simétrica, ya que no cumple que f (-x) = f (x),
tampoco f (-x) = - f (x).

Asintotas:

HORIZONTALES:

Cuando x — +, entonces. f(x)zwa4 -0

Asi se presenta una asintota horizontal en y = 0.

VERTICAL:

1
Cuando x— 4" entonces f(x):J4+ 1 —> oo

Asi se presenta una asintota vertical en x = 4.

Grafica:
Y —
= Azimota WVertical
1
\ Fix= —
2
t1
>
2 ) 5 8
r—1 Azintota Harizontal
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EJERCICIOS

Para las funciones dadas, identificar dominio, imagen, simetria si la tiene,
monotonia si la tiene, asintotas si las tiene y hacer una bosquejo de la gréfica.

1. f(x)=x" -4
2. f(x)=x=5x>+6x
3. g(x)=x*+7x> +12x°

4, g(x)=x* +2x°

5. h(x):x+l
6. h(x)=x3_:c4
7. 61()6)=(x_2)2
8. q(n=—

9. La concentraciéon de un farmaco en la sangre, esta dado por la funcién:

c(t)= 25 - (thoras)
t+1
a-) ¢ Cual sera la concentracion inicial del farmaco? Rta: 0
b-) ¢ Cuanto farmaco hay a las 4 horas? Rta: 4

10. Identificar algunas aplicaciones de las funciones polindmicas y racionales
en las areas de Ingenieria, Administracion, Ciencias Agrarias y Ciencias
Sociales.
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FUNCIONES TRASCENDENTALES:

Se consideran a las funciones cuyo modelo matematico son modelos
exponenciales, logaritmicos, expresiones trigonométricas o combinaciones de
estas.

Funcion Exponencial: Se caracteriza porque la variable esta en el exponente,
luego su descripcidn esta bajo los principios de los exponentes. De este tipo se
conocer muchas, pero con el fin de comprenderlas se analizaran algunas.

Funciéon Exponencial Base a:

Son aquellas cuya base es un numero real positivo y el exponente la variable
independiente.

DEFINICION:
Sea f(x)=a",paraa>0 ya#1. Sedefine como una funcién
exponencial de base a.

La funcién exponencial tiene las siguientes caracteristicas:

Dominio: Es el conjunto de los reales, ya que la variable x puede tomar
cualquier valor real en el modelo matematico que la representa.

Imagen: Esta en le conjunto de los reales positivos, debido a que para
cualquier valor de x, la funcién no toma valores negativos.

Larelacion: f : R — R "

El Intercepto: Esta funcién corta al eje y en el valor y = 1. La explicacion es
que para x = 0, laimagen siempre esy = 1.

Monotonia. La funcién exponencial es monétona. Si a > 0 la funcion es
creciente, pero si 0 < a < 1, la funcion es decreciente.

Simetria: Este tipo de funcién no presenta ningun tipo de simetria.

y ¥

1 Dzgsi
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Todas las funciones de la forma f(x)=a" tiene la misma forma, solo cambia

la pendiente de la curvatura, segun sea el valor de a. Asi hay dos tipos de
funciones exponenciales muy particulares, que analizaremos a continuacion.

Funciéon Exponencial Decimal:

Es aquella funcion cuya base en 10.

DEFINICION:
Sea f(x)=10", Se define como una funcién exponencial decimal

La funcion exponencial decimal tiene las propiedades de una funcién
exponencial de base a.

Funciéon Exponencial Natural:

Es aquella funcion cuya base en el numero de Euler, representado por una e.

DEFINICION:
Sea f(x)=e", Se define como una funcién exponencial natural

El gran matematico Suizo Euler obtuvo el nimero € desarrollando la expresidon

1 x
(l‘l‘;j %2,7182. a medida que X % %%

=10 |2 2/ fO=¢

El numero e es un niumero es irracional, pero se ha tomado como la base de la
funcién exponencial natural.

En la grafica, se observa que la funcién exponencial decimal es mas pendiente
que la natural.
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Ejemplo 1:

X

1 . 1
Analizar la funcién fx)= 56 y & (x)= Ee
Solucion:

Todas las propiedades dadas para funcién exponencial se cumplen para estas
funciones, solo veamos las graficas.

¥

x

g(x) = % e

Estas dos funciones son la base de las llamadas funciones hiperbdlicas, que
se analizaran mas a adelante.

Ejemplo 2:
2
_ —X
Describir la funcién: f(X) =€

Solucién:

Para esta funcién el dominio son todos los reales, pero la imagen esta
restringida a el intervalo (0, 1] Es simétrica respecto al eje y, creciente en el
intervalo (—0,0] y decreciente ene. E intervalo (0, )

Analizar estas caracteristicas con el grupo colaborativo y luego compartir con el
Tutor.
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Funcion Logaritmica: El logaritmo es una operacion inversa a la potenciacion,
analogamente la funcion logaritmica es inversa a la funciéon exponencial. Los
principios, leyes y propiedades de los logaritmos son aplicables a este tipo de
funcién.

Antes de comenzar a trabajar con funciones logaritmica, es pertinente recordar
algo sobre los logaritmos.

Propiedades de los Logaritmos:

Aunque por estudios previos, todos tenemos algo de conocimientos sobre los
logaritmos, en el curso de Matematicas Basicas, se estudian con detenimiento,
pero se considera pertinente hacer referencia a algunas propiedades de esta
operacion.

Inversa y=Log (x) & y‘=x
Suma Log ,(x)+ Log ,(y) = Log ,(x* y)
Diferencia X
Log ,(x)— Log ,(y) = Log a(y)
potencia Log | (x)k = kLog ,(x)
o Log ,(1)=0
Yo Log ()" =" 7 = x
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Cambio de Base:

En ocasiones se tiene una funcion logaritmica en base a, pero se requiere
trabajar una funcién con otra base, para esto existe un principio que permite
cambiar la base de una funcion logaritmica sin que sus propiedades se alteren.

Sea y=Log,(x) se desea que la funcidén se transforme en una nueva base,
digamos b, entonces:

_ Y _ .
y=Log,(x)=>a’ =x Aplicamos logaritmo en la nueva base a la dltima
ecuacion:

y _ Yy —
a’ =x= Log,(a’)=Log,(X) por la propiedad de potencia para
logaritmo, se tiene:

yLog,(a) = Log,(x) Despejamos la variable y, se obtiene:
_ Log,(x)
Log, (a)

Retomando la funcion logaritmica inicial, ésta se puede escribir asi:

Log,(x)

Log ,(x) = Log, ()

Ejemplo 1:

Dada la funcion Y = 10g2 (x) , transformarla a base e.

Solucion:

Para el casoa=2 yb = e, entonces reempleando:

Ln(x)
Ln(2)

log,(x) =

Ejemplo 2:
Trasformar de la base dada a base 4, la funcion y = Log(x)

Solucién:
Log ,(x)

Log 00 = e (0)
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Funcion Logaritmica Base a: Lo que diferencia a las funciones logaritmicas
es la base, asi veremos algunas funciones logaritmicas muy particulares.

DEFINICION:
Sea f(x)=Log,(x),paraa>0ya# 1. Se define como una funcién logaritmica de

base a.

Al igual que la funcién exponencial, la funcién logaritmica tiene algunas
propiedades.

El Dominio: Para las funciones logaritmicas, el dominio son todos los reales
positivos, ya que el logaritmo de reales negativos no existen.
La Imagen: La imagen de la funcion logaritmica son todos los reales.

Entonces la relacion es: B~ —> R

La Monotonia: La funcién logaritmica es creciente para a > 1 y decreciente
para 0 < a < 1. Entonces la funcién logaritmica es mondétona.

Asintotas: Presenta una asintota vertical en x = 0.

Intercepto: La curva corta al eje x en x = 1, pero no corta al eje y.

F)=Log,(x)

o

Funcion Logaritmica Base 10: Esta funcidon se conoce comUnmente como la
funcion logaritmica decimal.

DEFINICION:
Sea f(x)=Log,,(x)=Log(x).Se define como una funcién logaritmica

decimal

Como se observa en la definicién, la funcion logaritmica decimal se escribe
comunmente como Log(x), es una de las funciones logaritmicas mas conocidas
y utilizadas. Todas las propiedades de los logaritmos son aplicables a esta
funcién.

Funcion Logaritmica Base e: Esta funcidbn se conoce cominmente como la
funcién logaritmica natural.
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DEFINICION:

Sea f(x)=Log,(x)=Ln(x).Se define como una funcién logaritmica natural

Como se observa en la definicion, la funcién logaritmo natural se escribe
comunmente como Ln(x), también es una de las funciones logaritmicas mas
conocidas y utilizadas. Todas las propiedades de los logaritmos, también son
aplicables a esta funcion.

J)= Logy 3= Logly) { Jo)=Log, ()= Inx)

En las gréaficas se puede ver que la funcién logaritmo natural es mas pendiente
que la funcién logaritmo decimal. Pero las dos son crecientes en su dominio,
también se observa la asintota en x = 0.
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EJERCICIOS

Describir las funciones dadas a continuacién, incluyendo la gréfica.

1. f(x)=2"

2. g(x)=4"

3. h(x)=3"+2
4. 1(x)=10""
5. J(x)=e""
6. M(x)=¢" +4

Dadas las funciones logaritmicas, describirlas completamente segun lo
estudiado en ellas.

7. f(x) = Log ,(4x)
8. g(x)=Log ,(x)
9. h(x)= Log (x+ 4)

10. N(x)=Ln(2x)+ 6
X
11 K(x)= Ln(aj

12. La relacidon entre el ingreso anual x y el niumero de individuos y en un pais
capitalista esta dado por la funcion: P(x)=Log(y)—kLog(x) ¢Cual sera el

namero de individuos en un pais capitalista donde k = 2 y b = 12.000, si el
ingreso anual es de 10.

Rta: 120
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

La trigonometria fue desarrollada hace mds de 2.000 afios, siendo los Griegos sus
gestores y el Matematico y Astrénomo Hiparco de Nicea (190-120 a d C) uno de sus
representantes. Sus inicios fueron motivados por la necesidad de predecir rutas y
posiciones de cuerpos celestes, para mejorar la navegacion, el cdlculo de tiempos y
posiciones de los planetas..

El estudio de la trigonometria se centra en el
estudio de los Tridngulos, la palabra se deriva
del griego Trigonom que significa Tridngulo y
metres de medicion. En este capitulo solo nos
centraremos en el estudio de las funciones
trigonométricas, sus principios, caracteristicas y
aplicaciones. En el capitulo de Trigonometria se
analizaran aspectos de trigonometria analitica.

Sabemos por nuestros conocimientos previos
que todo tridngulo tiene tres lados y tres
angulos; ademds, que los tridngulos rectdngulos
hay un dngulo conocido.

Hiparco de Nicea
Fuente:astrocosmo.cl/biografi/b-e_hiparco.htm

Los Angulos: En Geometria se estudiaron los dngulos, clases, propiedades y demds.
Se analizaron diversas definiciones de dngulos, aqui solo se dard una definicién muy
sencilla y particular.

Un dngulo se forma cuando dos segmentos de recta se cortan en un punto llamado
Vértice. A los segmentos de recta se le conocen como lado inicial y lado Terminal.

e V = Vértice
a = lado inicial
a b = Lado Terminal
s o ® = Angulo formado

Se puede decir que un dngulo es el “Espacio formado” por los segmentos de recta que
se cruzan en el vértice. Por convencién un dngulo es positivo cuando se mide en
sentido contrario a las manecillas del reloj y negativo cuando se mide en sentido de
dichas manecillas.

Por lo general para simbolizar los
angulos se usan letras griegas como
o [ A ¥ entre otras, o letras latinas

mayusculas A, B, C, otros.

La grifica muestra que el dngulo es
positivo hacia arriba y negativo hacia
abajo.
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Medida de loa angulos: La medida de los dngulos depende de la abertura o separacién
que presenten las dos semirrectas. Existen dos sistemas basicos para medir los dngulos.
El Sistema Sexagesimal cuya unidad son los Grados y el sistema Circular cuya unidad
es el Radian. Estos tienen referencias, vedmoslo en la grafica siguiente.

an” zi2

180" /\\ o /\ O
k \/‘ o

270" T

Sistema Sexagesimal Sistema Circular

Una vuelta equivale a 360° en el sistema sexagesimal y 27 en el sistema circular.

Existe un sistema de conversién entre los sistemas, seglin las equivalencias que se
pueden ver en las gréficas.

Para convertir de radianes a grados:

Para convertir de grados a radianes.

_ 180

y Grados (xRadlanes )
T

(y Grados )

xRadianes = 180

Ejemplo 1:
Convertir /3 a grados.
Solucién:

Para este caso nos sirve la primera férmula.
_ 180 180
— == 60

Lo anterior significa que m/3 equivale a 60°.
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Ejemplo 2:
A cuantos radianes equivalen 120°
Solucioén:

Aqui se debe cambiar de grados a radianes.

T 127 2z
=—(120) = =
Y 180 ( ) 18 3

Entonces 120° equivalena2mn/3.
Ejemplo 3:
Cuantos radianes hay en 420°

Solucidn:

T 42 Tr
=~ " (420) = _
V=150 V)= T3

Ejemplo 4:
Cuantos grados y radianes hay en 3 vueltas y media.
Solucién:

Como una vuelta es de 360" y media vuelta es de 180°, entonces tres vueltas y media
sera:

3(360°) + 180° = 1.080 + 180° =1.260° en grados.

Para radianes.

T 126 &
=—(1260) = ——
y 180( )

=T

Entonces 3 vueltas y media equivalen a 1.260° 6 7n

Angulos Notables: Angulos existen muchos, pero para facilitar el andlisis de los
mismos, se han establecido unos dngulos que se les han denominado dngulos notables,
ya que a partir de estos se puede analizar cualquier otro. En el sistema de coordenadas
rectangulares, el primer cuadrante esta comprendido entre los dngulos O y =n /2. EIl
segundo cuadrante esta comprendido entre /2 y m, el tercer cuadrante entre 1 'y 3w/
2 y el cuarto cuadrante esta comprendido entre 2n/2 y 2n

Los angulos notables se obtienen cuando se divide la unidad en 6 partes, asi se obtienen
6 angulos ya que 180 / 6 = 30, entonces se obtiene 6 dngulos con una medida de 30°
cada uno en la parte superior del plano, de la misma manera en la parte inferior.

Los angulos son: 0°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330°, 360°.
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Pero también se pueden dividir en cuatro partes: 180 / 4 = 45, entonces se obtiene 4
angulos con una medida de 450 cada uno. Asi los dngulos son : OO, 450, 900, 1350, 1800,
225°,270°, 315°, 360°.

1200 g0? gof §0°
o ijictas 457
150 J;xfgff”’fwgan
120° 0¢ oo
1ap@ zs0" 3500
o
Z10 ek
2en 7450
240" 5700 zo0”

Las lineas azules muestras las 6 divisiones de la parte superior y 6 divisiones de la parte
inferior. Las lineas cafés muestras las 4 divisiones de la parte superior y las 4 de la parte
inferior. De esta manera se muestran los dngulos notables en grados.

Para el caso de radianes, la division es de la forma. I1/ 6, asi cada parte es 1/6 por la
parte superior igual para la parte inferior del plano.

Los dngulos serdn: 0, I11/6,211/6,311/6,411/6,511/6,6I1/6,711/6,811/6,9
I1/6, 1011/6,1111/6,1211/6.

Haciendo 4 divisiones se obtienen las siguientes partes: 0, [1/4,211/4,311/4,4 11/
4,511/4, 611/4,711/4, 811/4.

2|-|-."3 nez nie lrl'l."E.
e 3NI4 f”“‘/nsa
o0
20 7]
T T
19 MiE
M4 TN/4
5N/3
an/z. 3Nz
ANz
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Las lineas azules muestran la division en 6 partes y la linea café muestra la divisién en 4
partes.

Resumiendo la construccion de los dngulos notables, en la siguiente tabla se presentan
aquellos en los cuadrantes correspondientes.

Cuadrante / Sistema Sexagesimal Circular

Primer cuadrante 0" 30° 45° 60°| 0 w6 W4 W3 w2
90"

Segundo Cuadrante | 120° 135" 150" |2#/3 3w/4 5n/3 =
180°

Tercer Cuadrante 210°  225°  240° | 7n/6 Sw4 4An/3 3w/2
270"

Cuarto Cuadrante 300° 315°  330°|5w/3 w4 11n/6 2n
360"
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EJERCICIOS

Dados los angulos, hacer la conversion a radianes.

1. 15° Rta: w/12
2.70° Rta: 7m/18
3.-25° Rta: 67n/36
4. 480" Rta: 8m/3
5.-78° Rta: 1417/90
Convertir a grados los siguientes dngulos dados en radianes.

6. 4n/3 Rta: 240°
7. 3n/8 Rta: 67,5°
8. -7n/8 Rta: 202,5°
9. Tn/12 Rta: 105°
10. - 9n/12 Rita: 225°

Para la siguiente figura, Hallar la longitud del arco y el area del sector circular

= | R=8cm.
o=m/4
Ay

Rta: Longitud S = 6,28 cm. Area: 25,13 Cm?

11.

12. La longitud del arco de un sector circular, en una circunferencia mide 37,7 cm. si
el angulo es de 2/ 3, ;Cudl serd el valor del radio?.
Rta: 18 cm.
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Relaciones Trigonométricas:

Recordando que las relaciones son interacciones entre dos conjuntos, para el caso de
trigonometria la relacion es el cociente entre dos longitudes. Tomando como referencia
el tridngulo rectdngulo, se puede determinar las relaciones trigonométricas conocidas.

y = Lado Opuesto
- 2+ | x=lado adyacente
h = Hipotenusa
a
4 o

6 = Angulo

A partir de las longitudes de x, y, & se definen 6 relaciones trigonométricas.

Convencion:

y
%) = =
sen () =

sen(?¥) = Seno del dngulo
cos(d) = coseno del dngulo

tan(z)) = tangente del dngulo
(9) ==
COS = —
h cot(d) = cotangente del 4ngulo

sec(d) = secante del dngulo
csc(¥) = cosecante del angulo

tan( B9) = =
X

Las tres primeras relaciones se conocen como las principales y las otras tres como las
complementarias. Como las relaciones originan un cociente, se puede inferir que la
relacion se da entre un dngulo y un nimero real.

Ejemplo 1:

Sea en tridngulo rectdngulo cuyos lados miden x = 4 y y = 3, hallar las relaciones
trigonométricas correspondientes.

Solucion:

Grafiquemos el tridngulo correspondiente.

Primero hallamos la hipotenusa, lo que
se puede hacer por medio del teorema
de Pitdgoras:

h=yx*+y> =43’ +4? =/9+16
= i h=v9+16=+25=5
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Asi se tienen los valores de las tres longitudes, luego ya se puede definir las relaciones

trigonométricas.

sen(0) = B4 Entones: sen(0) = E
h 5

cos(@) = X Entones: cos(f) = i
h 5
y 3

tan(d) =— Entones: tan(d)=—
X 4

cot(@) = i Entones: cot(@) = i
y 3

sec(@) = ﬁ Entones: sec(f) = 2
X 4
h 5

csc(@)=— Entones: csc(@)= 5
y

Se observa que cada relacién tiene para un dngulo, un valor real.

Reduccion de Angulos al Primer Cuadrante: Se sabe que los dngulos el primer
cuadrante van de 0 a n/2, cualquier dngulo mayor a estos se puede reducir a un dngulo
equivalente del primer cuadrante. Lo anterior se sustenta en que las medidas de los

angulos se hacen respecto al eje x, luego en el plano cartesiano y para la circunferencia

unidad (radio = 1) siempre habrd 4 dngulos equivalentes respecto al eje X,

solo que

cada uno estard ubicado en cada uno de los cuadrantes. Con la siguiente situacién se

puede ilustrar la reduccién mencionada.

)

150" 30°

T

210" \
330

Se observa que los 4 angulos tienen la

misma abertura respecto al eje X, solo que
estin en cuadrantes diferentes. Para
expresar la abertura en el primer
cuadrante, se debe hacer una conversion.

Del segundo cuadrante: 180° - 150°
Del tercer cuadrante. 210° — 180°
Del cuarto cuadrante: 360° — 330°

Generalizando: Sea ® un 4ngulo dado y sea x° el 4ngulo equivalente de @ llevado al
primer cuadrante, para cualquier dngulo ® > n/2 se tiene:

Del segundo al primer cuadrante: x*°=180° -6
Del tercer al primer cuadrante: x’=6-180°
Del cuarto al primer cuadrante: X =360°-9

Ejemplo 1:

Reducir la primer cuadrante: 125°y 225°
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Solucion:

El dngulo de 125° esta en el segundo cuadrante, luego: x’ = 180" - 125" = 55°
Esto significa que el dngulos de 125° que esta en el segundo cuadrante, es equivalente a
55%enel primer cuadrante.

Para el dngulo 225° que esta en le tercer cuadrante: 225° — 180" = 45"
Para este caso el resultado nos indica que 225° ubicado en el tercer cuadrante es
equivalente a 45% en el primer cuadrante.

Ejemplo 2:

Reducir al primer cuadrante los dngulos 310° y -60°

Solucién:

Para 310" por estar en el cuarto cuadrante: x’ =360" - 310° = 50°

Para el caso de -60°, el valor en el primer cuadrante es 60° (porqué).

Funciones Trigonométricas de Angulos:

Las funciones trigonométricas son relaciones en las cuales a cada dngulo le
corresponde un unico nimero real. El dominio de las funciones trigonométricas son
todas las medidas de los dngulos agudos, pero segun la funcién definida, el dominio se
puede extender a otros dngulos.

Se va a analizar cada funcion, con el fin de identificar sus particularidades, no sin antes
resaltar que estas funciones son periddicas, ya que se repiten cada cierto angulo, es
decir:

JX)=f(x+p) Ppara P>o0.

Valores de la Funcion trigonométrica: Por ser las funciones trigonométricas de tipo
trascendental, la obtencién de las parejas ordenadas para hacer la grafica es muy
particular. EIl camino es recurrir a la circunferencia unidad, la cual tiene como radio
uno. Por otro lado, hay un teorema que permite identificar los valores de los lados en
un tridngulo rectangulo

CIRCUNFERENCIA UNIDAD (R=1)
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ANGULO DE 0-90: (0, )

Para el dngulo de 0° los valores de las coordenadas son:

y=0y x=1.

Para el caso de 90 la situacién es la siguiente:

y=1 y x=0

ANGULO DE 30 - 60:(n/6, n/3)

TEOREMA:
En un tridngulo rectiangulo 30° - 60°, &0° :
la longitud del lado opuesto al
angulo de 30° es la mitad de la 200
longitud de la hipotenusa. - f
_h _ 32 2
Entonces: y = 5 y x=4/h" =y

Demostracion:

la demostracion se deja como ejercicio para que usted estimado estudiante, la
investigue, asi se afianzan de manera mas dindmica los conocimientos.

Para el caso de la circunferencia unidad:
h =1
h 1

y:

2 2
2
x=4h*—y? = 12—(lj = 1_l:\/z:£
\ 2 V4 4 2

Entonces el tridngulo tendr4 las siguientes longitudes:

Con este resultado, se puede hallar los valores de las funciones trigonométricas para los
angulos de 30° y 60°.

ek
o 1
2
=0"

s
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ANGULO DE 45: (n/4)

Por geometria bésica sabemos que un tridngulo rectdngulo con un dngulo de 45° tiene
sus lados iguales, ya que el otro dngulo también es de 45°

Como x =y, entonces por Pitdgoras:

h=+x>+7y> Reemplazando:
y 1=\/x2+x2 :\/2x2 =2x

Despejando la incégnita:
12
== T

. D)
Por consiguiente: x = y = BN

Conociendo las longitudes de los lados de un tridngulo rectingulo para los dngulos
notables en el primer cuadrante, podemos iniciar el estudio de las funciones
trigonométricas.

FUNCION SENO:

Definida la relacién sen (0), podemos definir la funcién seno como sigue:

f (x) = sen(0)

Donde x =0 y al cual le corresponde un nimero real.

Lo anterior significa que a cada dngulo le corresponde un nimero real.

Dominio: Son todos los reales, ya que la variable puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcidn seno esta en el intervalo [-1, 1], ya que el cociente de la
relacion nunca puede superar la unidad. Lo anterior establece que como sen (0) =y /h
siendo h >y, lo mdximo es que h =y, asi el cociente serd 1, pero si h >y, el cociente
estard entre 0 y 1, siendo O cuando y = 0. EI signo negativo se da en los cuadrantes

donde el eje y es negativo.

Valores de la Funciéon: Para obtener los valores de los dngulos notables, utilizamos la
definicién de relacién trigonométrica y las longitudes del tridngulo para los diferentes
angulos analizados.

sen(0) = % == sen(0°) = % =0 Luego: sen (OO) =0

/72 1
sen(30°) =TT, sen(45°) =@=%

sen(60”) = @ = ﬁ sen(90°) = % =1
1 2

69



Para obtener los valores de los dngulos en los demds cuadrantes, se tiene en cuenta la
equivalencia entre dngulos del primer cuadrante y los otros. Por ejemplo el dngulo de

30° es equivalente a 150°, 210° y 330°, solo se tiene en cuenta el valor de y para cado
uno. El eje y es positivo en el primero y segundo cuadrante (I y II) y negativo en los
demds. Como consecuencia se tiene que para la funcion sen (B), el valor de los angulos

en el primero y segundo cuadrante son positivos y en el tercero y cuarto (IIl y 1V) son
negativos.

El siguiente cuadro resume los valores notables del dominio y su imagen.

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

01@&1&@10 1 \/E_ﬁ_l _ﬁ_ﬁ_l 0
2 2 2 2 2 2 Ty 2 2 2 2 2

La grdfica:

EAL

NS
et

Simetria: Para la funcidn seno se cumple: sen(-x) = -sen(x), luego es una funcién impar,
por consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas cartesianas.

Monotonia: La funcién no es mondtona, ya que presenta crecimiento y decrecimiento a
través de su dominio, como se puede observar en la grafica.

Periodicidad: Anteriormente hicimos referencia a que la funcién es periddica, el
periodo del seno es 2w, ya que cumple: sen(x) =sen(x+ 2x). Esto significa que la

funcidn seno se repite cada 2n en las mismas condiciones.
Propiedades Adicionales:

Por las caracteristicas de la funcidn seno, es pertinente hacer referencia al as siguientes
propiedades:

Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

o Sen(x + T) =—sen(x)
) Senx—TT) = sen(x)

| ser(% —X) =cos()

70



FUNCION COSENO:

f (x) = cos(0)

Donde x =0 y al cual le corresponde un nimero real.

Al igual que en el seno, a cada dngulo le corresponde un niimero real.

Dominio: Son todos los reales, ya que la variable puede tomar cualquier valor real.

(_009 oo)

Imagen: la imagen de la funcién coseno esta dada también en el intervalo [-1, 1], ya que
el cociente de la relacién nunca puede superar la unidad.

Como se explico para seno, en este caso es lo mismo. Como cos () = x/ h siendo h >
X, lo mdximo es que h = x, asi el cociente serd I, pero si h > x, el cociente estard entre
0y 1, siendo O cuando x = 0. El signo negativo se da en los cuadrantes donde el eje x
es negativo.

Valores de la Funcion: Para obtener los valores de los dngulos notables, utilizamos la
definicién de relacién trigonométrica y las longitudes del tridngulo para los diferentes
angulos analizados.

cos(@) = % == cos(0°) = % =1 Luego: cos (OO) =1

Para obtener los valores de los dngulos en los demds cuadrantes, al igual que el seno, se
tiene en cuenta la equivalencia entre angulos del primer cuadrante y los otros
cuadrantes. Por ejemplo el dngulo de 30° es equivalente a 150°, 210° y 330, solo se
tiene en cuenta el valor de x para cado uno. El eje x es positivo en el primero y cuarto
cuadrante (I y IV) y negativo en los demds. Como consecuencia se tiene que para la
funcidn cos (@), el valor de los dngulos en el primero y cuarto cuadrante son positivos y
en el segundo y tercero (I y III) son negativos.

El siguiente cuadro resume los valores notables del dominio y su imagen.

0° 30° 45° 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225°  240° 270° | 300° 315° 330° 360°

(3 A2 1 1

2 2 2 I ) 2 2 2 2 2 2

L2 B s vl g1 248
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La grdfica:

J(x) = cos(x)

Simetria: Para la funcién coseno se cumple: cos(-x) = cos(x), luego es una funcién par,

por consiguiente es simétrica respecto al eje y de coordenadas cartesianas.

Monotonia: La funcién no es mondtona, ya que presenta crecimiento y decrecimiento a
través de su dominio, como se puede observar en la grafica.

Periodicidad: El periodo del coseno es 2w, ya que cumple: cos(x) =cos(x + 27) Esto

significa que esta funcion; al igual que el seno, se repite cada 2m en las mismas
condiciones.

Propiedades Adicionales:

Por las caracteristicas de la funcidn seno, es pertinente hacer referencia al as siguientes
propiedades:

Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

) COS(x+7T) =—Ccos(x)
) COS(x—TT) =—Ccos(x)

N COS% —X) = sen(x)

FUNCION TANGENTE:

f (x) = tan(0)

La tangente significa que toca en un punto.

Dominio: Son los reales para los cuales x # 0, asi el dominio serdn todos los valores
excepto los miultiplos de n/2, esto debido a que en este dngulo el valor de x es 0, luego
el cociente y / x queda indefinido.

Imagen: la imagen de la funcién tangente son todos los reales.

Valores de la Funcion: Con los mismos argumentos utilizados para seno y coseno, se
puede obtener los valores de los dangulos notables.
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tan(@) =2 == tan(0°) = % =0 Luego: cos (0 =0
X

1/2 1 \/3 V272

tan(30°) = — = tan(45°)=—==1
/ J3

on 1 .
tan(60°) = >/ 2 32 _ 5 tan(90") = - =ind

b

La funcioén tangente es positiva donde el producto de las variables X e y es positivo; es
decir, la tangente es positiva en los cuadrantes primero y tercero. (I y III)

0° 30° 45° 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° | 300° 315° 330° 360°

0

oo

Oglﬁ‘” 5o B By —ﬁ—l—g

o | X2
3 3

La Grafica:

La funcién tangente tiene Asintotas verticales en x = /2 y 3n/2, para la circunferencia
unidad, se puede observar en la siguiente gréfica.

Simetria: Para la funcién tangente se cumple: tan(-x) = - tan(x), luego es una funcion
impar, por consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Monotonia: La funcién tangente es mondtona, ya que es creciente en su dominio.
Periodicidad: El periodo de la tangente es m, ya que cumple: tan(x) =tan(x + 7) Esto

significa que esta funcidn se repite cada m en las mismas condiciones.

Propiedades Adicionales:

Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

) tan% — X) =cot(x)

, tan@r — x) =—tan(x)
. tan(r + x) = tan(x)
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FUNCIONES COMPLEMENTARIA:

De esta manera quedan analizadas las funciones trigonométricas principales, en
seguida se hard una descripcion de las funciones complementarias, con el fin de que
usted estimado estudiante indague en diferentes fuentes sobre las mismas, para de esta

manera afianzar sus conocimientos.

FUNCION DOMINIO | IMAGEN | SIMETRIA | MONOTONIA | PERIODO ASINTOTAS
Cotangente | x € R, donde | Los Reales | Funcién Es monétona.
XETY impar. Decreciente en su m x=0
X #27n Simetria dominio X=T
respecto  al x=2n
origen
Secante x e R, donde | (-a,-1]U Funcién par. No es mondtona,
X#m/2y [1, a] Simetria ya que crece y 2n x=n/2
X #3n/2 respecto  al | decrece en su
ejey. dominio. x =3m/2
Cosecante x € R, donde | (-a,-1]U Funcién No es monétona,
XETY [1, a] impar. ya que crece y 2n x=0
X#2m Simetria decrece en su X=7
respecto  al | dominio. x=2mn
origen
Graficas:
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Funcién Cotangente:

=cot(x)

s flo)

Asintotas

N &

= | |

—— e — e — —— — —

\0

Funcion Secante:

2
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Funcion Cosecante:

V¥ ] [ I
I |

16 | S =cse(m |
ja | |
| : |
12 | I
! , I| 3?/2/ I| i
io g I e : S
{—2 A zintotas | |
I |
e : !

Los valores de las funciones cotangente, secante y cosecante, se obtiene de la misma
manera como se hizo para las funciones principales.

Veamos algunos ejemplos.

X
o )——— =
CcO y 12
el ™ )_ﬁ:;;:&
EVARNE
csc(—)——:L:

e
Asfi sucesivamente.
El trabajo consiste en que usted estimado estudiante complete los valores para los
angulos notables en los cuatro cuadrantes en la tabla propuesta en seguida, utilizando

los principios dados en el aparte: Valores de la funciones trigonométricas:

Cotangente:

0° 30° 45% 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

0 3

Secante:

0° 30° 45° 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 2257 240° 270° 300° 315° 330° 360°

1 zf%
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Cosecante:

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

oo 2

EJERCICIOS

1. Para Los tridngulos dados, hallar el valor de las 6 funciones trigonométricas, segin el
angulo establecido.

2. Para las funciones definidas, hallar las restantes y hacer la gréafica explicativa.

a-) sen(eo) =@ b-) tan(eo) :%

3. Para la funcién f(x) = cot(x), en el intervalo 0 < x < 2, identificar las asintotas
horizontales y verticales, si las tiene.

4. Graficar las siguientes funciones:
a-) f(x) = - cot(x)

b-) g(x) = - cos(x)
c-) h(x) = sen(3x)

5. Hallar el valor de las expresiones propuestas:

o) sen®))scol)

b tan({%/,)+ cotl? ) sen(0)

&) see(( )+ esclf )+ cotl?/)

a) 3eos(7g ) 41an(77/ )+ 3secll 17/
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Funciones Hiperbodlicas:

Dentro de las funciones trascendentales existen unas funciones que se obtienen a partir
de la combinacién de las funciones exponenciales y son llamadas funciones
hiperbdlicas y cuyo nombre esta relacionado con la hipérbola, al igual que el tridngulo
con las trigonométricas.

La importancia de estas funciones esta en que existen algunas
estructuras arquitecténicas que presentan una curvatura que
no es precisamente una pardbola, como es el caso del arco
Gateway en E.E. UU. También son muy usadas como
herramienta para resolver ecuaciones diferenciales.

Otro campo de accién de este tipo de funcién es cuando se
suspende un cable homogéneo flexible entre dos puntos a la
misma altura, se forma una curva denominada Catenaria,
dicha curva es modelada por una funcién hiperbdlica.

Fuente: wikipedia.

SENO HIPERBOLICO:

La funcién seno hiperbdlico denotado por f(x) = senh(x), se define de la siguiente
manera:

senh(x) = ¢ ¢

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.
Imagen: la imagen de la funcién seno hiperbdlico son también todos los reales.

Simetria: Para la funcién seno hiperbdlico se cumple: senh(-x) = -senh(x), luego es una
funcién impar, por consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas
cartesianas.

Monotonia: La funcién es mondtona, ya que creciente en su dominio, como se puede
observar en la grafica.

La grdfica: Para graficar esta funcion se utiliza dos referencias, consistente en dos

funciones exponenciales, al saber:
1. 1

y = —e y=-—-—e
2 Y 2

X

Esto debido a que la funcién senh(x) es una combinacién de estas.
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COSENO HIPERBOLICO:

La funcién coseno hiperbdlico denotado por f(x) = cosh(x), se define de la siguiente
manera:

X —X

cosh(x) = e te

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcién coseno hiperbdlico son todos los reales mayores e
iguales a uno. (y > 1)

Simetria: Para la funcién coseno hiperbdlico se cumple: cosh(-x) = cosh(x), luego es
una funcion par, por consiguiente es simétrica respecto al eje y.

Monotonia: La funcién no es mondtona, ya que creciente y decrece en su dominio, la
grafica permite observar esta situacion.

La grdfica: Para graficar esta funcidon se utiliza como referencia las siguientes

1 1,

— x — -
funciones. Y = Ee y Y= Ee

Esto debido a que la funcién cosh(x) es una combinacién de estas.
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TANGENTE HIPERBOLICO:

La funcién tangente hiperbdlica denotada por f (x) = tanh(x), se define de la siguiente
manera:

x_e—x

e
tanh(x) = =
e +e

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcién tangente hiperbdlico son todos los reales
comprendidos en el intervalo (-1,1).

Simetria: La funcién tangente hiperbdlica es una funcién par, por consiguiente es
simétrica respecto al origen de coordenadas.

Monotonia: La funcién tanh(x) es monétona, ya que es creciente en su dominio.
Asintotas: Esta funcién tiene dos asintotas horizontales,en y=1y y=-1/

La grdfica: Para graficar esta funciéon se utiliza como referencia las funciones
combinadas de seno y coseno hiperbdlicos.

2
Azintotas
o S & ]
| . | | . | X
-1.5 -1 -Q. 0.5 1 1.5
_ -1 _
Laintotas
X -X
e —¢
tanhg) == —° 2
e +e

COTANGENTE HIPERBOLICO:

La funcién cotangente hiperbdlica denotada por f (x) = coth(x), se define de la siguiente
manera:

e’ +e
COth(X) =
e —e
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Dominio: Todos los reales, diferente de cero; es decir, (—e0,0)U (0,0)

Imagen: la imagen de la funcién cotangente hiperbdlico son los reales comprendidos en
los intervalos (= oo,~1) U (1, 0)

Simetria: La funcién cotangente hiperbdlica es una funcién impar, ya que cumple la
condiciéon coth(-x) = -coth(x), por consiguiente es simétrica respecto al origen de
coordenadas.

Monotonia: La funcién coth(x) es mondtona, ya que es decreciente en su dominio.

Asintotas: Esta funcion tiene dos asintotas horizontales,en y =171 y y = -I. Ademads
una asintota vertical en x = 0.

La grdfica: Para graficar esta funcién se utiliza como referencia las funciones
combinadas de coseno y seno hiperbdlicos.

.
3 x —x
e +e
cothG) = ———
> e —e
o Aeittotes |9 I
%
-3 -2 -1 1 2 2
-1 L L
Asintotas
-2
-3

Para las funciones secante y cosecante hiperbdlicas, se hace un resumen en el siguiente
cuadro.

FUNCION DOMINIO IMAGEN SIMETRIA MONOTONIA ASINTOTAS
Sech(x) Los Reales Intervalo (0, 1] | Respecto al eje | No es monétona y=
y. y=0
Csch(x) (-0,0) U (0, o) (-0,0) U (0, o) Respecto al | Monétona. Es | x=0
origen decreciente en su | y=0
dominio
Grdficas:
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Funcién secante hiperbdlica:

Asirtatas

Fixi=sechix)=

2

+e

=¥

-3 -2 -1 1 2 3
-1
Funcidn cosecante hiperbdlica:
=1
2
(2] =cec hi(x) =———
g —&

Asrtota

-1
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EJERCICIOS

1. Hallar el valor de f(x = a) para las funciones dadas.

2 —
a-) f(x)=senh(x) Parax=0y x=1. Rta: o vy ¢ 5 !
4 8
b-) g(x)=tanh(x) Parax=2y x=4. Rta: e4 ! 68 !
e +1 e’ +1

2. Dada la funcién f(x) = 4cosh(x). Cual serd el valor de la funcion para:

a-)x=0 Rta: 4

b-)x=2 Rta: 2e* + %
e
3. Verificar que:
a-) cosh(x) + senh(x) = e*

b-) cosh(2x) + senh(2x) = e

4. Dadas las funciones f(x) = 3coth(x) y g(x) = 4sech(x). Cual serd el valor para:

3¢’ +3  8e
: +

a-)x=1. Rta
) e’ =1 e*+1

3¢ +3 8¢’
b-)x=5 Rta: +
e —1 e +1

5. En un cuadro hacer un paralelo de las funciones hiperbdlicas, identificando
similitudes y diferencias.
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TRANSFORMA CION DE FUNCIONES y=af (bx +c)

Las funciones analizadas hasta el momento son las que se podrian consideran las
funciones modelos o bdsicas, pero a partir de estas se pueden obtener nuevas funciones
modificando o mejor haciendo ciertas transformaciones a las primeras. Las
transformaciones pueden se de tipo traslacién o estiramiento.

TRASLACION: La traslacién es un corrimiento que puede sufrir la funcién ya sea
horizontal o verticalmente, debido a que se adiciona una constante a dicha funcion.

Corrimiento Vertical: Sea y = f(x) una funcion, si se adiciona una constante k, de tal
manera que la funcién queda: y = f(x) + k, la funcién sufre un corrimiento vertical.

Cuando:

y=fix)+2

K>0

El corrimiento vertical es hacia
arriba k unidades a partir de la
funcidn base.

¥=1(x)

K<0

El corrimiento vertical es hacia
-4 abajo k unidades a partir de la
funcidn base.

Corrimiento Horizontal: Sea y = f(x) una funcion, si se adiciona una constante p, de
tal manera que la funcién queda: y= f(x)+ p, la funcién sufre un corrimiento
horizontal.

Cuando:
p>0
El corrimiento horizontal es

hacia la izquierda p unidades

=t(x+ . ..
y=1(x+1) a partir de la funcién base.

p<O0

El corrimiento horizontal es
_2 hacia la derecha p unidades a
partir de la funcién base.
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Ejemplo 1:

Seala funcién y=x’ A partir de esta obtener:
a-) y=x"+2

b-) y=(x-2)°

c-) y=(x+1)° -2

Solucion:
a-)
¥
=2
e 2 De la funcién base y=x", se le
=" adiciono + 2,
= A la funcién, luego hubo un
- . i £ corrimiento vertical 2 unidades
) hacia arriba.
-z
-2
b-)
Y
3 yox Para este caso se adicioné — 2 a la
o variable, luego el corrimiento es
horizontal, dos unidades hacia la
1 yel-2¥ derecha.
x
-2 -1 1 2z 3
-1
-2
-3
-4
c-)

Para este caso se presenta corrimiento en los dos ejes.
Horizontal: Un unidad hacia la izquierda, ya que se adicion6 + 1 a la variable.

Vertical: Dos unidades hacia abajo, ya que se adicion6 — 2 a la funcién.
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Ejemplo 2:
Graficar la funcién:
a) f(x)=|x—4

b-) g(x)=|q+2
¢) h(x)=|x-2/+3

Solucién:
a-)
¥y ., <
La funciéon base es la funcion
6
valor absoluto, luego para el
4 r=Hl primer caso se adiciona 4
F=lr—4 unidades negativas a la variable,
2 , N .
asi hay corrimiento horizontal de
*| 4 unidades hacia la derecha.
6 -4 -2 2 4 6 8
-2
b-)

A partir de la funcién base, valor
absoluto, se adiciona dos unidades
positivas a la funcién, luego esta
se corre dos unidades hacia arriba;
es decir, sufre corrimiento

vertical. x
-6 -4 -2 2z 4
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Y
6
kfx)=\x— 2\+3
4
y=H
2
-4 -2 2 4
-2

Ejemplo 3:

para este caso, la funcién
sufre corrimiento tanto
vertical como horizontal.

Vertical: Como se adiciono 3
unidades positivas a la
funcidn, entonces ésta sube 3
unidades.

Horizontal: Ademds para la
misma funcién se adicioné
dos unidades negativas a la
variable, entonces ésta se
corre dos unidades hacia la
derecha.

Segun la grafica siguiente, identificar al funcién que la describe.

¥

0|
Gl

Solucion:

a) f(x)=cos(x—7)
b-) g(x) =cos(x+ 1)
c)yh(x) =sen(x—1)

Aunque la respuesta esta entre estas, por favor justifiquen ;Cual es y porque?

ESTIRAMIENTO: Cuando a una funcién se le antepone un coeficiente, ésta puede
presentar estiramiento o compresion, segun los siguientes casos:
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DEFINICION:

Sea f ( x ) una funcién y sea k una constante diferente de cero.

Si Y= kf (-x ) La funcién sufre compresion vertical en k unidades.

1

Si Y= ; f (X) La funcidn sufre estiramiento vertical en 1/k

unidades

La funcién base es la
funcion valor
absoluto.

Se  multiplica la
funcién por el valor
2, asi la funcién sufre
compresion vertical.

Cuando se multiplico
la funcién por V2, ésta
se estird
verticalmente.

DEFINICION:

Sea f ( x ) una funcién y sea k una constante diferente de cero.

si ¥ = f(kX) Lafuncién sufre compresién horizontal en k unidades.

B 1
Si Y= f (; .X) La funcién sufre estiramiento horizontal en 1/k unidades

5 r=0
2
_1
1 y:xz Jf—(g?f:'
X
-3 -2 -1 2 3
-1

La funcion base es la
funcién cuadratica.

Se multiplica la variable
por el valor 2, asi la
funcién sufre
compresion vertical.

Cuando se multiplico la

variable por Y2, la

funcién sufre
estiramiento

verticalmente.
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Ejemplo 1:

Dada la funcién: f(x)=x’. Establecer que ocurre si:

a-) Se multiplica a f(x) por 3
b-) Se multiplica a f(x) por 1/3

c-) Se multiplica a x por 2

d-) Se multiplica a x por ¥2

Solucidn:

En las siguientes gréficas se explica los casos presentados.

Los casos ayb.

Fm ==
3
Fix) =3x°
2
1 S =i
>
-2 = )
-1
-2
-3
Casos ¢, d:
¥
&
Filx)=(2x)* —
4
2
-4 —
-2
-4
-6
1
Ejemplo 2:

La funcion base es la funcién
cubica.

f(x)=x>

Cuando se multiplica dicha
funcién por 3, se presenta una
compresion vertical.

Cuando se multiplica la funcién
por 1/3, se presenta un
estiramiento vertical.

La funcién base es la funcion
cubica.

f)=x°

Cuando se multiplica la variable
por 2, la funcién presenta una
compresion vertical.

Cuando se multiplica la variable
por 1/2, la funcién presenta un
estiramiento vertical.

Para las funciones dadas a continuacién identificar que tipo de estiramiento presentaron.

a-) f(x)=3sen(x)
b-) f(x)=sen(3x)
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Solucion:

Flxe = S=scsmlxn

Flx = e Sx

2:-7_—; Eod

¥ |l=
1=
+ A
[n}
=1
1-=
Conclusiones:

|l = Al = serr (x)

A manera de resumen se puede comentar:

A partir de la funcion
base, que para este caso
es la funcién sen(x), al
multiplicarla por 3, ésta
se estira verticalmente.

Pero si multiplicamos la
variable por 3, la
funcion se  encoge
horizontalmente.

Cuando a una funcién base se le suma una constante la funcién se traslada ya sea
horizontal o verticalmente.

Cuando a una funcién base se le multiplica por una constante, la funcién se estira o
encoge, pero no se traslada.

REFLEXION:

A toda funcién f(x) se le puede hallar otra funcién que sea su reflejo. La funcién y su
reflejo forman simetria respecto a los ejes coordenados.

Sea f ( x ) una funcién, entonces - f (x ) es el reflejo respecto al eje x.

Sea f ( x ) una funcién, entonces f(-x) es el reflejo respecto al eje y.

Veamos esta situacion de manera gréfica.

1=
4
= JF{x
2
-4
4 -z = 4
-2
ar=—4(x
-4
-5

La reflexion que se observa es con
respecto al eje X.
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L
=it 2 =7
La reflexion es este caso es
1 - con respecto al eje y.
X
-3 -2 -1 1 2 3
-1
EJERCICIOS

Para Las funciones dadas a continuacidn, a partir de la funcién base, identificar cuales
fueron los cambios presentados y hacer la grifica.

1. f(x)=x>+4
2 f()=(x=2%+3
3. 8(x) =|x =5

4. g(x) = 2‘x+3‘—4
() =6x
6. h(x) =4/ x—1

. px)=e

9,

\1

Cp(x)=3+ e

oo

0. s<x>=sen<x+§>

0. S(x)=4cos(x—1x)
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FUNCIONES INVERSAS: y=f'x) e x=f(y)

En las funciones ocurre algo parecido a las operaciones matemdticas bésicas, donde la
resta anula la suma, la multiplicacién anula la divisién, en este orden de ideas las
funciones inversas anulan la funcion base, se caracterizan porque el dominio e imagen
se invierten.

Es importante resaltar que para que una funcién se pueda invertir, ésta debe se
INYECTIVA, Ila razén es ldgica, si se invierten el dominio e imagen, se debe tener
cuidado en que no se presenten dominios donde alguno de sus elementos tengan mds de
una imagen.

Definicion: Sea y = f(x) una funcién Inyectiva (uno a uno), la inversa
. . . ~1 . .. .

de f(x) es la funcion ' (x), la cual tiene como dominio la imagen de

f(x) y como imagen el dominio de f(x).

Dada la funcién y = f(x), la funcién inversa se puede expresar de dos maneras

Forma Implicita: X = ()
Forma Explicita: V= f - (x)

La propiedad fundamental de invertir funciones, establece que para todo x en el
dominio de la funcién f(x):

U w)=xe r(fm)=x

En las condiciones analizadas, se puede inferir que las funciones monétonas son
invertibles, es decir las funciones crecientes o decrecientes.

Veamos las caracteristicas basicas de las funciones inversas:
.. .. 1 .
Dominio: El dominio de f(x) es la imagen de f(x)

Imagen: La imagen de 1(x) es el dominio de f(x)
Simetria: Las funciones f(x) y { 1(X) son simétricas respecto a la recta y = x.

I:Ill
5
4 y=x
4 Larectay = x, es el eje de
y= F{x) f"f simetria de las funciones
-
- / fx) y f'(x).
r ¥
; y=Fix
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FUNCIONES ALGEBRAICAS INVERSAS:

Las funciones polinémicas de grado impar, como las de grado uno y tres son inyectivas,
las funciones radicales también son inyectivas, este tipo de funcién es invertible, en
general como se dijo anteriormente todas las funciones mondtonas. Existe un método
grafico para identificar si una funcién es inyectiva, consistente en trazar una recta
horizontal en cualquier punto del plano y verificar que corta a la curva en un solo punto.

\ / £, y=glx)

B, Z
»=F(x) /
ko Inyectiva Inyectiva

Se observa que L corta la curva en mds de un punto, luego f(x) no es invectiva, para el
caso de g(x) la recta corta a la curva solo en un punto, por consiguiente g(x) es
inyectiva.

Ejemplo 1:
Halar la funcién inversa de f(x)=4x-5

Solucidn:

Como la funcién es lineal, se puede obtener su inversa. El procedimiento consiste en
despejar la variable x y obtener una nueva funcién donde y es la variable independiente.
Veamos:

+
y:4x—5:>:>y+5:4x:>:>x:yT5

Asi la funcidn inversa sera:
L y+5
Forma Implicita: X = T

x+5

Forma Explicita: f " (x) =

La gréfica siguiente nos muestra el comportamiento de la funcién f(x) y su inversa.
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x+ 35 2

—1 _

Fe=

. — Flx) =453

-2 -1 2 =2
-1
Eje de Simetria -2

-3

Ejemplo 2:

Dada la funcién: g(x)=x> Hallar g'(x).

Solucion:

Por la teoria analizada, la funcién tiene inversa, ya que es un polinomio de grado impar.

Entonces despejamos la variable x.

y=x*=>=13/y=x

La inversa es:

—3
Forma Implicita: X=37)

-1
Forma Explicita: f (.X ) — 3\/;

¥

g=x

/
Eje de Simetria

94



Ejemplo 3:
2

x—1

Identificar la inversa de la funcién: f(x) =
Solucién:
La funcién es inyectiva, luego tiene inversa.

2 2 2
y=—o=>x-l=—=2=x=—+1
x—1 y y

La inversa en las dos formas:

Forma Implicita: x = 2 +1
y

Forma Explicita: f T(x) = z +1
X

Ejemplo 4:
x—1
3x+4

Determinar la inversa de: g(x) =

Solucidn:

Despejamos la variable x para obtener la inversa.

x_
y= ==y +4)=x—-1=>=3xy+4y—x=1==3xy—x=—4y—-1
3x+4
X3y —1)=—dy —1 == x= V71
3y—1
Asi la funcién inversa es:
. —4y-1
Forma Implicita: x=
3y—1
4x-1 _ 4x+1

Forma Explicita: ¢~ (x) =— =
P 8 () 3x—-1 1-3x



Veamos las graficas.

P
(") = 2 v=x

£ Z2x 44 —

-6 ~a -2 A
=
e
/
/
/
-

/

/
~

Para comprobar si la inversion de la funcién fue correcta, se puede aplicar la propiedad
fundamental:

A @)= (F)=x
x+5

-1 _ _ _
Apliquémoslo para el ejemplo 1, f (f (X)) — Tj —5=x+5-5=x

Para el ejemplo 2: g(g - ()C)) = (%)3 =X

Se observa que la propiedad se cumple. Como ejercicio de refuerzo, desarrolle lo
mismo para los ejemplos e y 4.
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EJERCICIOS

De las siguientes funciones determinar si son inyectivas y justificar la respuesta.

1. f(x)=5x-6 Rta: S1
2. g(x)=x"+4 Rta: No
3. h(x)= |x| Rta: No

4. p(x)=+4-x* Rta: Si

2 p—
5. m(x) =u Rta: No

Las funciones dadas a continuacién son inyectivas, hallar la funcién inversa y su
dominio.

6. f(x)=10—-4x Rta: f_l()c)z—lx+é
4 4
7. g(x)= 4x Rta: g7 (x) = >x
S+x 4—x
8. I(x)=4-x’ Rta: I7'(x9=x-4
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FUNCIONES TRASCENDENTALES INVERSAS:

Las funciones trascendentales inversas son muy importantes ya que tienen mucha
utilidad en la integracion, en la solucién de ecuaciones y otras dreas.

Funciéon Exponencial: Sabemos que la funcién exponencial es inyectiva, por
consiguiente tiene inversa la cual es la funcién logaritmica.

DEFINICION:
1
Sea f(X)=a", entonces f (X) — LOga (X)

Demostracion:
A partirde: Y= a* =>=Log,(y)=Log,(a") =>=Log,(y)=x Expresandola

en forma explicita: Log, () =x=>=f - (x)= Log, (x)

Analizando las funciones exponenciales més conocidas, la natural y la decimal:

f(x)=e" == f'(x)=Ln(x)

f(x)=10" == f'(x) = Log(x)

Funciéon Logaritmica: Sabemos que la funcion logaritmica también es inyectiva, por
consiguiente tiene inversa la cual es la funcién exponencial.

DEFINICION:
-1 X
Sea f(x)=Log,(x), entonces f (X)=a

Demostracion:

A partir de: Y =Log, (x) >=a’ =a™%"

=>=a’ =x Expresandola en forma
-1
explicita: @’ =x=>=f"(x)=a"

Analizando las funciones logaritmicas més conocidas, la natural y la decimal:

f(x)=Ln(x)=>= f'(x)=¢"

f(x)=Log(x) == "' (x)=10"
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Fix)=10%

EJERCICIOS

Para cada una de las funciones dadas, identificar la inversa.

_ 2x
1. f(x) =€ :f_l(x)zéLn(x)
». 8(x) =3+ Ln(x) g (x)=e""
ex
3. h(x) =7 B~ (x) = Ln(4) + Ln(x)
2+ x
4. N(X):LOg( P j N (x) = XZ
10" -1

Para las funciones dadas a continuacion, graficas la funcién y su inversa.

5. f(x)=10"

6. 8(X) =™
. h(x)=Ln(4x)

5. J(x) =3Log(2x)
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Funcion Trigonométrica Inversas: Sabemos que las funciones trigonométricas
no son inyectivas, ya que por ser periddicas se repiten cada ciento valor del dominio,
por ejemplo la funcién seno se repite cada 2, la funcidn tangente cada m, asi las demds.

Para poder invertir las funciones trigonométricas, se hace un andlisis del dominio,
haciendo lo que se conoce como la “Restriccion del Dominio”, que consiste en tomar

solo una parte de éste, donde la funcién sea mondtona,

pueden invertir.

Veamos el proceso:

ya que de esta manera si se

Dominio restringido
para el seno es:
T
272
En este intervalo Ia

funcidn es decreciente

Seno:
~ ' |
s : :
A Fn)=senln) |
/ ! |
s | , I _
T -
I | = s
/
| | Vs
| | /
| S
I Dominio Restringido |
Coseno:
| Fix) =rcos(x)
12 4 /
| /
I
| ) p 4
+
|

Daininia Restringico

El dominio restringido

para el coseno es:
[0, 7]

En este intervalo la

funcidn es decreciente
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Tangente:

El dominio restringido para el coseno

F0x) = tan(x) es: | — 1 , 1
1 ‘ 2 2
s
En este intervalo la funcién es

Dominio Restringido

T
|
|
|
|
|
}
=
2 creciente
I
I
i
|
|
L
1

|
_____,____N|}:1_________

Para el caso de las funciones restantes:

Cotangente: Dominio restringido: (O s T ) en este intervalo la funcidén es
decreciente.

.. .. /4 . .,
Secante: Dominio restringido (0 , U ) excepto 5 En este intervalo al funcién es

creciente.
.. .. T 7 . .
Cosecante: Dominio restringido (— CE ?j excepto 0. En este intervalo la funcion

es creciente.
En estas condiciones las funciones trigonométricas se pueden invertir.

Seno Invertido:

Sea f(x)=sen'(x) Se define como la funcién inversa del
seno o arcoseno de la variable x.

Dominio: Son los nimeros reales comprendidos: [_ 1 71 ]

2
. , .z -1 . e . .
Simetria: la funcién sen (x) es impar, luego es simétrica respecto al origen de
coordenadas.
Monotonia: Creciente en su dominio.

Imagen. Los dngulos entre [—%,z}

Coseno Invertido:

Sea f(x)=cos'(x) Se define como la funcién inversa del
coseno o arco coseno de la variable x.
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Dominio: Son los ndimeros reales comprendidos: [_ 1 ,1 ]

Imagen. Los dngulos entre [0, T ]

Simetria: la funcién cos'(x) es impar, luego es simétrica respecto al origen de

coordenadas.

Monotonia: Decreciente en su dominio.
Veamos las graficas de estas funciones.

T T
1z
F00)=sar (x) S =cos (%)
-1 1
0
-1 1
1_E
2
Veamos las otras funciones trigonométricas inversas:
FUNCION DOMINIO IMAGEN SIMETRIA | MONOTONIA
tan ' (x) (=00, 00) ( T 7;} Impar Creciente
2°2
cot ™ (x) (=00, 00) (0,7) (Investigar? (Investigar?
T
2
F6)=tan (%)
-3 -2 -1 1 2 3
i o
2
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Fo=cot™ (x)

0 T
-3 -2 -1 1 2 3
FUNCION | DOMINIO IMAGEN SIMETRIA | MONOTONIA
seil ( X) | x| >1 (0, EJ 5 ( T ’ ﬂ'j (Investigar? (Investigar?
2 2
_ . 1 9 . . 9
cSC l(x) | x| >1 (_ % ,OJ 5 (0, %J (Investigar? (Investigar?
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Ejemplo 1:

Hallar y = sen'1(1/2)

Solucién:

Lo que se debe hacer es buscar en el intervalo {—%,%} que es el conjunto de la

imagen del arco seno, un dngulo para el cual el seno vale 2, se sabe que el sen(n/6) es
172, luego:
sen'1(1/2) = 71/6, entonces: y = m/6

Ejemplo 2:
Resolver: y = tan'l( 1).

Solucidn:

En el intervalo (—%,zj se debe buscar una dngulo para el cual su tangente vale 1. El

angulo para el cual la tangente es 1, corresponde a 7/4 (45°). Entonces:
tan'(1) = n/4, por consiguiente y = /4

Ejemplo 3:

Hallar el 4ngulo o dngulos para el cual: y=cos™ (\/EA )

Solucién:
El arco coseno tiene como imagen, el intervalo [O, T ] Se debe buscar el dngulo o

angulos en este intervalo donde el coseno vale \/54 . Se sabe que el coseno de /4 es

igual a \/EA .
Entonces: cos™ (\/54 )= z

4

Ejemplo 4:

Resolver: y=cos ™ (1/2) +cot ™ (+/3)

Solucién:

Se debe hallar el arco coseno de Y2 'y el arco cotangente de V3.

_ T . . .
Parael cos™(1/2)= g (Justifique esta respuesta estimado estudiante)

Para la cot™ (\/5) =£. Recordemos que para cot'l(x) el intervalo de la imagen es

6
(0,7)
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Ahora: y=cos™'(1/2)+cot”' (+/3) =

/4
— = 1/2
3 Y "

+ 7 z, Asf:
6 2

Ejemplo 5:

Hallar el dangulo para los valores dados:

a-) Sen™ (0,05) b-) cos(0,9135)

Solucidn:

a-) El valor dado Sen'l(0,0S) se puede hallar a través de las tablas de funciones
trigonométricas. El valor se encuentra asi:

ANGULO | VALOR

2,82° 0,0488
A 0,05

2,92° 0,0506

Por interpolacién: x =2,986 (Compartir con su Profesor el proceso de interpolacion)
En el programa D. Se pulsa con se ingresa el valor para este caso (0,05) la
calculadora arroja el valor 2,866 que sera el valor del angulo correspondiente.

b-) Igual que en el caso anterior. cos"1(0,9135)
En la tabla corresponde a 24°
Por la calculadora: (0,9135) = 24,0064O

Funciones Hiperbdlicas Inversas: De las funciones hiperbdlicas: senh(x),
tanh(x), coth(x) y csch(x) son inyectivas, luego tienen inversa. Para el caso de cosh(x) y
sech(x), por no ser inyectivas, se les debe restringir su dominio.

El siguiente cuadro resume las funciones hiperbdlicas inversas, en donde se presente la
palabra investigar en para que usted estimado estudiante, indague en diferentes fuentes
para encontrar la respuesta a dicho interrogante.

FUNCION | DOMINIO | IMAGEN | SIMETRIA | MONOTONIA | EXPLICITA
/.2
Senh'l(x) Reales Reales Impar Creciente Ln (x T 1)
Ln(x+ Vxt + 1)
Cosh™'(x) x>1 y=0 Investigar Creciente
Para x>1
1 . 1 1+ x
Tanh " (x) | -1<x<1 Reales Impar Creciente ELn 1
-X
Coth'(x) | Investigar | Investigar | Investigar Investigar Investigar
1 V1-x?
Sech’l(x) 0<x<1 y=1 Investigar Decreciente X
Para 0<x <1
Csch'(x) | Investigar | Investigar | Investigar Investigar Investigar
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Del cuadro surge una pregunta ;Cémo se obtiene la forma explicita de la funcién? A
manera de ejemplo desarrollemos la del cosh™ (x).

X + —X
Sea Y= cosh’ (x)= : 28 >=2y=e" +e "

La dltima expresién la multiplicamos por 2€”, luego:
— 2
dye* =2e" (e +e ") =>=>4ye” =2 +2

Dividimos por 2 toda la dltima expresion e Igualando a cero se obtiene:

2ye" —e™ —1=0

Ajustandola a una ecuacién cuadratica:
2

(') —2y(e")+1=0

Entonces:

s 22y 4 S e

5 =

2
e =y+4y —1
Despejando la variable x:

Lu(e") =Ln(y++y =) =>=x=Ln(y++y> 1)

Asi, aplicando la definicion de inversa:

f_l(x)an(x+\/x2 —1) paa x>1

En el pequeio grupo colaborativo se debe trabajar en la demostracion de las demas
funciones explicitas de las hiperbdlicas inversas. Luego se debe socializar con el tutor
para aclarar las dudas encontradas.
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EJERCICIOS

Desarrolle los siguientes ejercicios, utilizando la tabla de funciones trigonométricas o la
calculadora.

Hallar el valor de y para las siguientes funciones.

1. y=sen'(1) Rta: /2
2. y=cos (1) Rta: 0

3. y=tan"' (—/3) Rta: - /3
4. y=cot™ (\/5) Rta: w/6
5. y=sec™(2) Rta: m/3
6. y=csc' (W2) Rta: w/4
7. y=tan ' (0,1743) Ria: 10°
8. y=sec™ (1,0353) Rea: 15°
9. sen(cos™'(0,707) Rta: 0,707
10. tan™ (cos(%)) Ria: 40,9

11. Demuestre que si f(x) = senh(x), entonces: f ' (x)=senh™ (x)= Ln(x +4x*+ 1)
Una ayuda: senh(x) + cosh(x) =¢* y que: cosh’(x) + senh’(x) = 1

2
12. Hallar cosh ™' (2x) Ria: £ 4 1 :
2 2e
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APLICACION DE FUNCIONES

Las funciones tienen aplicaciones en todas las dreas del saber, por lo cual se desea
presentar algunas de las muchas conocidas, los ejemplos modelos son una motivacion
para que con estos y otros que pueda analizar, estimado estudiante adquiera mucha
destreza para resolver problemas con funciones. Se presentardn casos con funciones
algebraicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.

ALGEBRAICAS:
La mejor manera de explicar estos casos es con ejemplos modelos.
Ejemplo 1:

El perimetro de un rectingulo mide 120 cm. Expresar el area del rectdngulo como
funcién de la longitud de su largo.

Solucion:

Perimetro: 2x + 2y = 120
P:x+y=60
¥  Despejamos y, entones:

y=60-x
Area del rectingulo: A = x *y

A=x*(60-x) =60x —x~
AX)=60x - x°
Asi queda expresada el drea en funcién del largo.

Ejemplo 2:

La relacion entre la temperatura del medio ambiente y la altitud es
aproximadamente lineal, para 0 <y <3.500 T = grados centigrados (°C) y y = metros.
La temperatura a nivel del mar es aproximadamente 16°C al aumentar la altitud a 1.500
metros, la temperatura disminuye en 7°C.

a-) Hallar T(y); es decir, la temperatura en funcién de la altitud.

b-) Qué temperatura ambiental habrd a 2.00 metros de altura.

c-) A qué altitud la temperatura serd de 0°C.

Solucion:

a-) Por las condiciones del problema: T =my+b donde T es la temperatura, m la

pendiente de la recta; ya que es una relacién lineal, y la altitud y b el intercepto. El
problema nos describe que para T = 16°C, y = 0 metros, asi se tiene un punto, con este
podemos hallar el intercepto b:

A partir de: T =m}’+b reemplazamos: 16=m(0)+b=>=b=16
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Para hallar el otro punto que nos permita obtener la pendiente, el problema también nos
dice que cuando y = 1.500 m. La temperatura disminuye en 7°C, entonces: T = 16°C —
7°C = 9°C.

Luego por la ecuacién lineal: 9=1.500m +16
En seguida calculamos la pendiente, despejando m de la ecuacién anterior:

T-b 9-16 7
y  1.500  1.500

m =

Asi la expresion que describe la temperatura en funcién de la altura es:

7
416
1.500 °

b-) A 2.00 metros de altura, la temperatura sera:

T = —L(z.oom +16 =6,67°C
1.500

C-) A 0°C la altitud sera:

16 mm )y =16 = Ty =16 #1500
1.500 1.500

Finalmente:

y :w: 3.428 ,57 m

Como vy esta en el rango que se considero en el planteamiento del problema, el dato es
confiable.

Ejemplo 3:
Expresar el area del circulo como funcién del perimetro.

Solucion:

2
El area del circulo es: A — ﬂ-R y el perimetro P - 2 T R

La idea es despajar R de la ecuacion del perimetro y reemplazarlo en el area:

P =27nR == R = L
27
Ahora:
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2

A=7R> == A=rx| 1
27
Por consiguiente:
P 2
A(P)=—
( 47

Ejemplo 4:

Un tanque de almacenamiento de liquido tiene forma de cono circular recto, con una
altura de 20 metros y radio de la base de 5 metros. Expresar el volumen del liquido en
cualquier instante como funcidn de la altura de liquido.

Solucidn:

Una gréafica nos ayudard a resolver el problema.

5 Por geometria sabemos que el volumen de un cono
" * circular recto esta dado por la ecuacion:
[ 1
T
V="1r%h
3
r Se observa que el volumen depende del radio y de
la altura.
h 20 .
El problema consiste en expresar el volumen solo
en funcioén de la altura.
Una buena observacion de la figura y los

_———— conocimientos previos sobre proporcionalidad, nos
resuelve el problema.

En la figura se observan dos tridngulos semejantes (estimado estudiante detéctelos) Se
sabe que cuando hay dos tridngulos semejantes, sus lados correspondientes son
proporcionales, segun la figura:
20 h S5h h
— = —DDDr=—=—

r 20 4
Ahora reemplazamos en la ecuacién del volumen:

2 3
% =£r2h=1(ﬁj L

3 34 48

Finalmente:

/A
V(h)=-"hn’
(h) 48
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Ejemplo 5:

Para el ejemplo 4, ;A qué altura estara el liquido si el volumen de éste es de 4 m 39

Solucién:
T .3
. V(h)y=—h
Como se conoce la funcion: 48 reemplazamos los valores y
despejamos la incégnita.
T T
Vh)= —h’ == 4="h’>>== 7xh’ =192
48 48

Ejemplo 6:

El costo de produccién de un articulo esta dado por los costos fijos mds los costos
variables. En una compaiia los costos fijos de produccion son de $50.000, el costo de
producir una unidad es de $200 ;Cuénto costara producir 1.000 unidades?

Solucidn:

Costo total = Costos fijos + Costos variables. La siguiente funcién puede expresar
matematicamente el fendomeno. C(x)=K + n(x)

Con los datos dados en el problema:
C(x)=K+n(x) == C(x)=50.000+ 200x
Para producir 1.00 unidades, el costo sera:

C(x=1.000) =50.000 + 200(1.000) = 250.000

Por consiguiente producir 1.000 unidades costarda $250.000
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EJERCICIOS

Resolver los siguientes problemas utilizando todos los principios aprendidos en esta
temadtica tan interesante. Si requiere de dibujos por favor utilizarlos.

1. Dado un cubo de lado [, expresar el volumen de cubo como funcién del area de la
base.

Rta: V=4/A°

2. Para la grafica dada, el perimetro P corresponde al total de la longitud, los dos
tridngulos son iguales. El drea total es de 4.000 m % Expresar el perimetro en funcién de
la longitud x.

12.000
x

Rta: P(x)=2x+

3. El crecimiento de un bebe de més de 84 dias de gestacion esta dado por la expresion:

L(t ) — 175 2t - 6,8 donde L es la longitud en centimetros, t el tiempo en
semanas. /Cudl serd la edad de gestacion de un bebe cuya longitud es de 35 cm?

Rta: t =27, 5 semanas

4. Un jugador de fitbol tiene un record de goles dado por 8 goles en 17 partidos. El
jugador fue alineado en 180 juegos manteniendo el record de goles.
a-) Expresar el nimero de goles como funcién del nimero de alineamientos donde
participo el

jugador.
b-) Cuantos goles anoto en la temporada de los 180 partidos.

Rta: a-) G(I) =%l b-) 85 goles

5. Un cilindro circular recto de volumen V, altura h y radio R tiene una altura el doble
del radio. Expresar el volumen del cilindro como funcién del radio.

Rta: V(R) = 2ﬂR3

6. Sea la funcién g(X) =x" -8 el punto (X, y) esta sobre la grafica de g(x), Expresar
la distancia D que se presenta desde p(x, y) al punto q(0, -1) como funcién de x.

Rta: D=\/x4 —13x* +49

112



EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS:

Existen muchos fendmenos que son explicados por funciones de tipos exponenciales o
logaritmicos, como los presentados a continuacion:

Ejemplo 1:

En economia una funcién muy conocida es la de interés compuesto. Si se invierten C
pesos a un interés i compuesto anualmente en ¢ afios, el monto P esta dado por:

P=C(+i)

Un ciudadano invierte $500.000 al 10% de interés anual compuesto. ;Cuanto tendra al
tercer afio y de cuanto fue la ganancia en intereses?

Solucién:

Vemos que la funcién que gobierna este fendémeno es una funcién exponencial.
Los datos:

C =$500.000
1=10% =0,1
t =3 anos

La incégnita: P=?
Reemplazando el la ecuacion del monto:

P=C(1+i) == P =500.000(1+0,1)° = 500.000(1,1)° = 665.500

El monto al cabo del tercer afio es de $665.500. La ganancia en este tiempo fue de
$165.500

Ejemplo 2:

En medicina la recuperaciéon normal de una herida se puede modelar por medio de una
funcién exponencial. Sea Ag el drea original de la herida y A es drea de la herida
después de n dias. Luego la funcién de recuperacion es de la forma:

-0.35
A=Ae "

En un proceso de recuperacion ;Cuédntos medird una herida a los 3 dias si el drea inicial
2
esde1,5cm~”?

Solucion:
A = incOgnita
Ao=15cm?

N =3 dias

Reemplazando en la ecuacién tenemos:

A=15¢""% =0,525¢cm”>

A los 3 dias le herida ha disminuido en 0,525 cm 2
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Ejemplo 3:

El pH de una solucién quimica esta dad por la funcién: pH =—-Log [H +] donde [H +]

es la concentracion de iones hidrogeno en moles por litro. ;Cudl serd la concentracion
de iones de hidrégeno para un pH = 6.

Solucién:

A partir de la ecuacion, se despeja [H +] reemplazando el valor del pH.
6=—Log|H" | == —6 = Log[H"|== 107 = 10t

Por operaciones inversas:

10° =104 5= [H+]=107

Luego para un pH de 6, la concentracién de iones hidrgenos es de 10 ~°

Ejemplo 4:

Una solucién tiene una concentracién de 2X10~° iones hidrégeno, cual serd su pH.
Solucién:

Con el grupo colaborativo, muestren que dicho pH = 7,698

Ejemplo 5:

La escala de Richter permite medir el nivel de los sismos, funcién esta dada por una

ecuacion donde la medida Richter depende de la intensidad minima y la intensidad en
un instante dado.

R=Log Eh
IO

R = Nivel Ritcher
Ip = Intensidad minima
I = Intensidad en un instante dado.

En un sismo la intensidad fue de 500 veces la intensidad minima, ;cual serd el nivel de
Richter?

Solucién:

Como I =500 I, entonces:

5001,
R=Log

j = Log(500) =2,699

0

Cuando la intensidad de un sismo es 500 veces la intensidad minima el nivel Ritcher es
de 2,699
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Ejemplo 6:

En un sismo la intensidad minima es Iy, si el nivel de Ritcher es de 4,5 ;De cuanto fue la
intensidad de dicho sismo?

Solucién:

Con la ecuacién de R, debemos despejar la intensidad I, entonces:

1 1

R= Log[l—j > 10" =—==1=1,10"
0 0

Reemplazando los datos:

[=1,10" =>=1=1,(31.622,77)

Para dicho sismo la intensidad es 31.622,77 veces su intensidad minima.
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EJERCICIOS

La tasa de interés compuesto esta dado por la expresion:

it
A = ce
Donde: A = cantidad acumulada a los t afios. C = capital inicial, i = interés anual,
expresado en tanto por uno y t = afios de C invertidos.

Resolver los problemas 1, 2 y 3 con esta informacion.

1. Si depositamos $1.00 al 33 / 4 de interés anual, ;Cudl serd el saldo a los 5 afios de
hacer el ahorro?

Rta: A =$1.510,59
2. En cierto tiempo t, la cantidad acumulada es de $10.500 el capital ahorrado fue de
$8.500 y el interés fue del 9,2% (Qué tiempo transcurrié para obtener la cantidad
acumulada?

Rta: t = 2,3 afos

3. Después de 4 afios de depdsito, un capital presenta una cantidad acumulada de
$26.300 al 7,8% anual. ;De cuanto fue el depésito inicial?

Rta: ¢ =$19.252

En una investigacién se determino que el drea del cuerpo es su superficie esta dada por:
Log (A) = —2,144 + 0,425 Log (m) + 0,725 Log (h)

Donde: a = 4rea superficial, m = masa del cuerpo en Kg y h = altura en metros.
Los problemas 4, 5 y 6 se resuelven con esta informacion.

4. Una persona tiene 75 Kg de peso y 1,80 metros de altura. ;Cudl serd e ldrea
superficial de sus cuerpo?

Ria: A =0,06886 m?

5. Una persona pesa 68 Kg, su drea superficial es de 0,05615 m * ;Cudl serd sui
estatura?

Rta: h = 1,44 metros
6. Para montar un juego mecénico, la persona debe tener maximo 60 Kg de peso. José
es medido y presenta un 4rea superficial de 0,0725 m * y una estatura es de 1,92 metros.

( Podrd José montar en el juego mecédnico?

Rta. Mostrar que NO puede montar
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TRIGONOMETRICAS:

La trigonometria sirve para solucionar problemas en muchas édreas del saber. La
Astronomia, la Fisica, la Geografia y otras se sirven de la trigonometria para resolver
sus problemas.

Las herramientas para trabajar problemas con trigonometria son conocer claramente el
Teorema de Pitdgoras, buenos principios de funciones trigonométricas, una calculadora
cientifica para apresurar los cédlculos; ojo NO para simplificarlos. Es pertinente que
todos los cdlculos se planteen metddicamente para comprender el problema y su
solucion sea la pertinente.

Ejemplo 1:

En un tridngulo rectdngulo el lado adyacente mide 10 cm. y el opuesto mide 20 cm.
Hallar las medidas de los lados y de los dngulos.

Solucioén:
Una gréafica nos ayuda para la solucién.

Para hallar el lado h es decir la hipotenusa, por le
7 teorema de Pitdgoras.
h* =x*+y?

20 Reemplazando:

h* =(20)" + (10)* =400 +100 =500

10 I h? =500 == h=+/500 =22,36cm.
Para hallar el dangulo & , por medio de la funcién seno se puede obtener:
sen() =2 =20 —0,8045

h 22,36

Para hallar el 4ngulo aplicamos funcién inversa:

sen” [sen()] = sen ' (08949 =>=a =6344°

Para hallar el dngulo B se puede hacer de dos formas:

10 20
-) sen = =0,4472 o cos =
) ) 22,36 $) 22,36

Aplicando funcién inversa:
sen” [sen(B)]=sen™ (0,4472) ¢ cos ™ [cos(B)]=cos™' (0,8945)
B=sen(04472=2656" ¢ B =cos '(0,8945) = 26,55

=0,8945

Vemos que el valor es semejante, ya que estamos midiendo en mismo angulo.
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-) Como la suma de los dngulos internos de un tridngulo debe ser 180 % entonces por
diferencia:

90° +63,44° + £=180" == B=180" — (90° + 63,44°) =26,56"

Los resultados son iguales.
Ejemplo 2:

Se requiere disefiar un tobogdn como lo muestra la grafica, calcular la longitud del
tobogan segun las especificaciones dadas.

20m
35°
FJ
13 m
25"
. i 100 m ,
Solucioén:
Dividamos el problema en 3 partes:
1.) La parte mas alta.
Por la funcién seno:
#
350 20 20 20
20 sen(350) =—==h = o= =3487m
h, sen(357) 0,57357
7 » La longitud de la primera parte del tobogan es de 34,87

metros.

Ahora se debe determinar cuanto recorre en longitud horizontal, es decir cuanto vale x:

cos(35%) = ﬁ:: x = 34,87 cos(35°) = 28.56 m

Lo que se recorre en x; es de 28,56 metros.

2.) La parte mads baja.

25" &,
15

i "

Por la funcién seno:
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sen(25°)=£:>:> h, = 15 — = 15
h, sen (257)  0,4226

La longitud de la tercera parte del tobogén es de 35,49 metros.

=35,49m

El recorrido en determinar cuanto recorre en longitud horizontal, es decir cuanto vale x:

cos( 25°) = ﬁ:: x = 35,49 cos( 25°) = 32,165 m

Lo que se recorre en X es de 32,165 metros.

3.) El recorrido total del tobogéan serd las dos inclinaciones mads la parte horizontal, para

hallar la parte que recorre el tobogdn horizontalmente (Xp), debemos restan los
recorridos horizontales de la parte alta y baja al toral de la longitud horizontal:

X, =100 — (28,56 + 32,165) = 39,275
La longitud total del tobogan sera: 34,87 + 35,49 + 39,275 = 109,635 metros
Ejemplo 3:

Un nifio eleva una cometa que esta a 60 metros de altura y éste no puede soltar mas
cuerda. El dngulo que la cuerda hace con el piso es de 30 0 (Cuénta piola tenia el nifio?

Solucion:

Con un gréfico nos orientamos:

La pregunta es hallar h en la grafica.
La funcién seno es adecuada para
h resolver el problema.
B0 @ y
sen(a) =~
h
Reemplazando:
30"
- sen(30) =0 s =00 _ 60 _p55
® h sen(307) 1/2

El nifio solo tenia 120 metros de piola para elevar la cometa.
ANGULO DE ELEVACION:

Cuando un observador ubicado en un punto dado, observa un objeto que esta a mayor
altura que la visual de éste, el dngulo formado se le conoce como dngulo de elevacion.

S = Observador °
O = Objeto a observar

B = Angulo de elevacion. 5 N
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Ejemplo 4:

Un observador que tiene 1,70 metros de altura, esta a 50 metros de una iglesia, el 4ngulo
de elevacion a la punta de la torre de la iglesia es de 25 ° ;Cudl serd la altura de la
iglesia?

Solucién:
La incognita es . Primero
calculamos la hipotenusa, por medio
25" Vv de la funcién coseno:
X
cos(fp)=—
p h

170m Reemplazando:

cos(f3) =%:>:> cos(25%) =5—}?

h 3

>

| =0m
|

Despejamos h, entonces:
50 50

T c0s(25%)  0,9063

2

Como ya conocemos h, ahora si podemos hallar y:

sen(f) =%:>:> y = hsen(f3)

Reemplazando:

y = hsen(f) = 55,17sen(25°) = 55,17x(0,4226) = 23,315

La altura de la iglesia es de 23,315 metros.

ANGULO DE DEPRESION:

Es el formado por la visual y la horizontal, cuando el observador esta a mayor nivel que
el objeto observado.

s i

Jil S = Observador
O = Objeto observado

B = Angulo de depresion
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Ejemplo 5:

N futbolista esta a 3,15 metros del balén, el dngulo de depresién es de 30 0 (Cudl sera
la estatura del futbolista?

Solucién:

y = Altura del futbolista.

p=30"
Futholista Primero se debe hallar Ia
hipotenusa, es decir la distancia
: entre el futbolista y el balén, lo
Yo que se puede hacer por funcion
| coseno.
L X
| Bain  cos(B) 0
L 315 "
™ *
Reemplazando:
cos(30°) = 315 =>=h= & =3,637
h cos(30%)

Para hallar la altura del futbolista, usando la funcién seno del dngulo, despejamos y:

sen(f) = % ==y = hsen(f) =3,637sen(30°) =1,8185

El futbolista tiene una estatura de 1, 8185 metros.
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EJERCICIOS

1. Un salvavidas esta en su torre de observacion a 20 metros del altura. Una persona
implora su ayuda con un dngulo de depresién de 35 % ;A qué distancia de la base de la
torre esta la persona que solicita ayuda?

Rta: x = 28,56 metros

2. Un poste de 35 metros de altura debe ser apoyado por un alambre que lo fije a tierra.
Si el alambre forma un dngulo de 52 % con la horizontal. (Cudl serd la longitud del
alambre?

Rta: h = 44,42 metros

3. Una persona de 1,62 metros, proyecta su sombra de 1,15 metros a lo largo del suelo.
(Cudl serd el angulo de elevacion del sol sobre la sombra?

Rta: O = 54,630

4. Un cohete se dispara y éste sube a un dngulo constante de 70 % hasta llegar a una
distancia de 12.000 metros. ;Qué altitud alcanzo el cohete?
Rta: y=11.276,31 metros

5. El pentdgono de los EE. UU. Tiene forma de pentdgono regular, cuyo lado mide 981
pies. ;Cudl serd el drea del pentdgono?
Ria: A = 1°459.379 pie?

6. Un deslizadero forma un 4ngulo de 35 ° con la horizontal, si la distancia del punto
donde llega el deslizadero en tierra a la horizontal donde inicia éste es de 100 metros,
(Qué longitud tiene el deslizadero?

Rta: L =70 metros

7. Una de las 7 maravillas del mundo es la pirdmide de Keops, su altura original fue de
480 pies y 11 pulgadas. Pero con el tiempo ha presentado pérdida de piedra, asi su
altura ha disminuido, segun la figura. ;Cuadl serd la altura actual de la pirdimide?

o= 46,27
&8 =4030"
Fir) o
| 100 pies
!= _! Rta: 449,36 pies.
200 pies
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CAPITULO DOS: TRIGONOMETRIA ANALITICA

INTRODUCCION

En el contexto que se va a trabajar, cuando se hable de Trigonometria se hace
referencia a el analisis del triangulo.

Analizadas las funciones trigonométricas, es importante profundizar en éstas
tematicas en la medida que son necesarias para afianzar los conocimientos en
este campo, tales como las identidades y las ecuaciones trigopnométricas,
cuyos conocimientos fortaleceran las competencias cognitivas muy importantes
en el campo de las Matematicas, insumos para cursos posteriores y una
herramienta para la vida profesional de Ingenieros, Administradores,
Agrénomos, Zootecnistas y otros.

En primera instancia se estudiaran las identidades fundamentales, obtenidas a
partir de los principios de la circunferencia unidad, haciendo las
demostraciones basicas, dejando las demas como trabajo de investigacién
para que los estudiantes sean participes de su formacion, esto es muy
interesante. A partir de éstas, se desarrollardn identidades diversas.
Posteriormente se trabajaran sobre unas identidades muy especificas llamadas
ecuaciones trigpnométricas, las cuales son muy importantes en el ambito de la
trigonometria y del mundo de las Matematicas.

Una vez obtenida una buena profundizacién de las tematicas, el siguiente paso
sera la transferencia, la cual se presenta por medio de diversas aplicaciones en
diferentes campos, a través de ejemplos modelos, los cuales dejan ver los
alcances de la trigonometria. Es pertinente analizar cada ejemplo, su
planteamiento y su solucién, con el fin de poder llevar la misma estructura a
diferentes contextos.

Objetivo General

Profundizar en los conceptos de Trigonometria Analitica, que permita adquirir
los conocimientos necesarios para resolver problemas que requieran de estos
principios.

Objetivos Especificos:

Analizar las identidades trigpnométricas

Resolver identidades trigonométricas

Resolver ecuaciones trigopnométricas

Analizar los triangulos no rectangulos y sus aplicaciones.

o=
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS sen® (x)+cos (1) =1

En trigonometria existen unas ecuaciones muy particulares a las cuales se le
llama identidades trigonomeétricas, dichas ecuaciones tiene la particularidad que
se satisfacen para cualquier angulo. Dentro de este contexto se analizaran
varias clases de identidades, las basicas, las de suma y diferencia, las de
angulo doble y las de angulo mitrad.

IDENTIDADES BASICAS:

Dentro de las identidades basicas se presentan 6 categédricas, las cuales
analizaremos a continuacion:

1. Identidad Fundamental: Partiendo del teorema de Pitagoras, la relacién de
los lados del triangulo y el circulo trigonométrico, se puede obtener dicha
identidad.

sen” (x)+cos’(x) =1

Demostracion:

A partir del circulo trigpnométrico unitario.

h = 1. Se esta trabajando con la circunferencia
unitaria. (r=1)

y Teorema de Pitagoras: x* +y”* =h’

. Por definicién de relacién trigonométricas:

sen(a) = % == sen(x) =y

cos() = % == cos() = x

Si reemplazamos a X e ¥ en la ecuacion de Pitadgoras tenemos:
x*+y>=h’ == sen’ () +cos’* () =1°
Finalmente: sen’ () + cos* (&) =1

2. ldentidades de Cociente: Estas se obtienen por la definicibn de las
relaciones trigonométricas

a-)
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Demostracién:
Se sabe que: sen (o) = % y cos() = % Si dividimos sen (a) en cos(a) se

ylh vy y sen (@)

obtiene: = = Por definicion: = = tan( ) Asi: = tan( &)
x/h X X
b-)
o
sen ()

Demostracion:

Con los mismos argumentos utilizados para la tangente, solo que en este caso

el cociente es coseno sobre seno.

x/h X . X , cos( &
= — Por definicion: — = cot( &) Asi cos(a)

ylih vy y sen (&)

=cot( @)

3. Identidades Reciprocas: Se les llama de esta manera debido a que a partir
de la definicidn, al aplicar el reciproco, se obtiene nuevos cocientes.

a-)
sen () = 1 Reciprocamente | .y 1
cse( @) sen(a)
Demostracion:
Como sen(a')=% Entonces aplicamos el reciproco: _ 1 _ T LA

sen() B % -7 sen() - y

Se sabe que ¢sc(a) = h Asi las funciones seno y cosecante son reciprocas.
y

b-)

1 1

cos(¥) = ——— 0 sec(a) = ——
(a) sec( @) Reciprocamente () cos( @)

Demostracién:
Como ejercicio para realizar con el grupo colaborativo.

c-)

tan(@) = —— ' cot(x) =
() cot( @) Reciprocamente

tan( &)
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Demostracion:

Como ejercicio para trabajar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.
4. ldentidades Pitagoricas: a partir de la identidad fundamental y las
identidades de cociente, se obtienen otras identidades llamadas pitagéricas.
Aunque varios autores llaman a la identidad fundamental también pitagoérica.

a-)

tan’ () +1=sec’ ()

Demostracion:

A partir de la identidad fundamental sen’(a)+cos®(a) =1, dividimos toda la
expresion por cos’(«), entonces:
sen’ (@)  cos’ (@) _

5 5 = 5 == tan’ (@) + 1 =sec’ (@)
cos“(ax) cos (&x) cos(t¥)

b-)

cot’ (&) +1=csc’(x)

Demostracion:

De la fundamental, dividimos por sen’(«r), entonces:
sen’ (@) cos’(@) 1

5 > = > == 1+cot’(a) = csc’ ()
sen” (&) sen” () sen (@)

5. ldentidades Pares - Impares: Cuando se definié la simetria de las
funciones trigonométricas, se hizo referencia a las funciones pares e impares,
de este hecho se obtiene las funciones pares e impares.

Pares: |COS —CZ) = COS(CZ) y SCCECZ) =S€C@')

Impares Sen(_a) = —Sen(a) tan(—a) = —tan(a)

cot(—x) =—cot() csc(—a) =—csc(@)

6. Identidades de Cofuncion: Cuando a 1/2 se le resta un angulo cualquiera,
se obtiene la cofuncion respectiva.
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a-)

sen(Z— o) = cos(ax) cos(Z— ) = sen(a)
2 2

b-)

tan(% —) =cot(&) cot(% —)=tan(x@)

7. ldentidades Inversas: Cuando a 1 se le suma o resta un angulo cualquiera,
se obtiene la funcién pero con signo contrario, veamos los casos siguientes.

a-)

sen(w —a) = sen() sen(m+a)=—sen()
b-)

cos(T —a)=—cos() cos(m+a)=—cos(x)
c-)

tan(7 —a) = —tan( ) tan(7 — a) = Investigar

Las demostraciones se dejan como ejercicio de investigacion.

IDENTIDADES DE SUMA Y DIFERENCIA:

En muchas ocasiones, un angulo dado se puede expresar como suma o
diferencia de angulo notables, por eg)emplo 15° se puede expresar como
(45°-309, 75°como (30 ° + 45 ") y asi con otros. Para este tipo de
situaciones es donde se utilizan las identldades de suma y diferencia.

a-) |cos(a — B) = cos(ar) cos( B) + sen(at)sen(B)

Demostracion:

Vamos a utilizar como herramienta la geometria del circulo trigonométrico
unitario.
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-
380

g
¥

Identifiguemos las coordenadas de los puntos dados en la circunferencia
unidad.

A= (X(), yO) = (15 0)

B = (x1, y1) = (cos (a—B), sen (a —B))
P = (x2, y2) = (cos (B), sen (B))

Q = (x3, y3) = (cos (a), sen (a))

La distancia de AB es igual a la distancia PQ, entonces: d(AB) = d(PQ), asi:
(B-A)=(Q-P)
Reemplazando, a partir del teorema de Pitagoras:

\/[Xi _XO]Z +[)’1 _y0]2 :\/[Xs _XZ]Z +[y3 _)’2]2

\/ [COS@(— ,[)’)—1]2 +[ser(05— ,[)’)—O]2 :\/ [cos(?t)—cos@]2 +[ser(0{)—ser(,[)’)]2
Elevando al cuadrado para eliminar raiz:

[costr— B —1] +[serta— B 0] =[cos@)—cosB)] +|ser)—ser B)]
Desarrollando los productos notables:

cos (a—f)—2cosr—f)+1+sert (@—f) Esigual a:

cos (@) —2cos@)cos(B) +cos (B) + sert (¢0) —2sen @) sen( B) +sert ()

Agrupando términos:
[cod (- B)+sert(a—B)|-2cose— B +1=|cod (@) +sert (@) +|cos (B +sert (B)]
—2cos@)cosP) —2sera)sel )

Por la identidad fundamental:
1-2cos(a— B)+1=1+1-2cos(a)cos(f)—2sen(x)sen([)
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Operando:
2—2cos(ax— f)=2-2cos(a)cos(fB)—2sen(ax)sen( )

Simplificando:

cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sen(a)sen( )

Asi queda la demostracion de la diferencia de angulos para coseno.

o) |cos(a + B) = cos(ax) cos( B) — sen(a)sen(3)

Demostracién:

A partir de la definicién:

cos(a + f)=cos(a—(—f)) =cos(a)cos(—pf) + sen(a)sen(— )
Se sabe que: cos(—f)=cos(f) y sen(—f)=—sen(f)

Entonces:

cos(a + ) =cos(a —(—f)) =cos(a)cos( B)— sen(a)sen(f)

c) [sen(a + B) = sen(a)cos(B) + cos(a)sen( )

Demostracion:

A partir de la identidad de diferencia de angulos para coseno, las identidades
de cofuncién y algunas transformaciones sencillas.

Inicialmente: w=(a+ f)

Ahora por identidad de cofuncién: cos(% —w) = sen(w)

Por otro lado:

cos(% -w)= cos(% —(a+p) = COS(% -a-p)= cosl(% -a)— ,BJ

La ultima expresion la desarrollamos como una diferencia de angulos:

cosl(% —a)-pl-= cos(/y - ) cos(B) + sen(/y - a)sen( )
Pero Cos(% —a)=sen(a) Yy sen(% - ) = cos(¥) Por identidades de
cofuncién. Sustituyendo en la expresion anterior:

cosl(% -a)— ,BJ = sen(a) cos(fB) + cos(ax)sen(f3)

Como cosl(% -a)-— ,BJz cos% —(a+ ,B)Jz cos% - sz sen(w) = sen(ax + 5)
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Finalmente:
sen(a+ ) = sen(a) cos(f) + cos(a)sen( )

Asi queda demostrada la identidad de suma de angulos para seno.

d-) |sen(a — B) = sen(a) cos(B) — cos(a)sen(f)

Demostracion:

Por favor hacer la demostracion con el pequefo grupo colaborativo y compartir
con el Tutor. jUna ideaj como se hizo para el caso b.

e-) _ tan(@) + tan( 5)
tan(a + §) = 1 — tan() tan( f3)

Demostracion:

Por identidades de cociente:
sen(a+ f) _ sen(ar)cos(B)+ cos(a)sen(f3)

cos(a@+ fB)  cos(@)cos(B) — sen(ar)sen(3)

tan(a + f) =

Dividimos la expresion por cso(a)cos(f), esto debido a que debemos llegar a
tangente y se sabe que tangente es cociente entre seno y coseno. Entonces:
sen(a)cos(f) +cos(a)sen(f)  sen(a)cos(f) N cos(a)sen(f3)

3 cos(a)cos(f3) _cos(a)cos(f) cos(ax)cos(f)
tan(er + f§) = cos(@) cos(f3) — sen(@)sen(f) ~ cos(a)cos(f)  sen(a)sen(f3)
cos(@) cos(f3) cos()cos(fB) cos(a)cos(f)

Utilizando identidades de cociente:

sen(a) cos(f) N cos(a)sen(f3)

cos()cos(f) cos(a)cos(B)  tan() + tan(p)
cos(@)cos(f) _ sen(a)sen(f)  1—tan(ex)tan(f3)
cos(a)cos(fB) cos(a)cos(f)

tan(a + f) =

Asi queda demostrada la suma de angulos para tangente.

f-) tan(a@— f) = tan() — tan( S3)
" 1+ tan(@) tan( B)

Demostracion:

Con los mismos principios del caso anterior, hacer la demostracién con el
pequefo grupo colaborativo. Posteriormente compartir con le Tutor.
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Ejemplo 1:

i v/4
Determinar el valor de sen(%z)

Solucién:

. T T
El angulo se puede descomponer en: o =——-=

4 6
Entonces: sen(%z) = sen(% —%)

Aplicando la identidad:

sen(’% 77) = sen(’%)cos(’%) cos(77)sen(77) ——*g—%*%
Operando:

s~y =382 sy = VO

Ejemplo 2:

Calcular cos(75°)

Solucion:

El angulo propuesto se puede descomponer en dos angulos notables al saber:

cos(75%) = cos(30° +45%)

Por la identidad de suma de angulos para coseno:

c0s(30° +45°) = cos(30°) cos(45") — sen(30°)sen(45°) = 73*72—%*72
Operando:
cos(30° +45%) = \/_ \/_ \/_ 2
4 4

Por consiguiente.
cos(75%) = V6 -2

4
Ejemplo 3:

Demostrar que tan(r + ) = tan()

Solucién:

Por la identidad de suma para tangente:
tan(z) + tan(9)
1—tan(x) tan(@)

tan(zr + 60) =

Pero sabemos que tan(r) =0 Reemplazamos:
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O+tan(f) _ tan(8) _

tan(zr +6) = =
1-0*tan(d) 1-0

tan(@)

IDENTIDADES DE ANGULO DOBLE:

Cuando en la suma de angulos, los dos angulos son iguales, es decir: a = 3,
se obtiene los llamados angulos dobles. Estos son una herramienta muy usada
en el movimiento parabdlico.

a-)

Demostracion:

Sabemos que sen(a + f) = sen(a) cos(f) + cos(a)sen(f) , pero como a = 3
Entonces: sen(a + a) = sen(a) cos(ax) + cos(a)sen(ax) = sen(a) cos(ax) + sen(a) cos(ax)
Operando: sen(a + a) = sen(a) cos(a) + sen(a) cos(a) = 2sen(a) cos(ax)

Finalmente: sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

b-)

Demostracion:

Siguiendo la misma metodologia del caso anterior.
cos(2a) = cos(ax + @) = cos() cos(&x) — sen(ax)sen(&x) = cso* () — sen* (&)
Asi cos(2a) = cso’ (&) — sen® (@)

c-)

Demostracion:

Se deja para hacerlo en el grupo colaborativo y compartirlo con le Tutor.
Una idea, recordemos que tan (a)= sen (a)/cos (a)

IDENTIDADES DE ANGULO MITAD:

En ocasiones se presentan casos donde se requiere trabajar con angulos
mitad, luego es pertinente analizar identidades de éste tipo.
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1—cos()
2

sen (ﬁ) = F

Demostracion:

A partir de las identidades de angulo doble podemos hacer estas
demostraciones.

cosQRa) =cos’ (&) —sern” ()

Por la identidad fundamental: cos’(a) =1-sen*(«r) Reemplazando:

cosQa) =1—sen’ (&) —sen’ (&) =1-2sen’ (&)

Despejamos sen? (a), entonces:

cos(2@) = 1-2sen’ (@) == sen” () = I—Lzs(Za)
Hacemos un reemplazo de a por a / 2, entonces:
a
, 1—cos(22) 1 cos(@)
sen” (—) = _

Despejamos el seno, por consiguiente:

sen(g):i /l—cos(a)
2 2

b-)

1+ cos()
2

a
cos(—) ==
(2)

Demostracion:

Por favor hacerlo individualmente y luego compartirlo con los compareros del
grupo colaborativo, las dudas con le Tutor.

c-)

tan(g) _ sen(a)
2 1+ cos()

Demostracion:

Igual que en el caso anterior.
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IDENTIDADES DE PRODUCTO - SUMA:

A continuacion vamos a mostrar unas identidades que en ocasiones son
requeridas, las demostraciones estan en libros de Precalculo y de
Matematicas, seria pertinente que se investigaran como refuerzo a estas
identidades.

a-)

sen(a)cos(f) = %[Sen(&"l‘ B)+ sen(o — ,B)]
b-) 1

sen(a)sen(f) = 5[003(0{—,6’) —cos(a + ,B)]
c-)

cos(a)sen(f) = %[sen(a'ﬁL B)—sen(a— B)]
d-) 1

cos(a)cos(f) = E[COS(OZ+ )+ cos(ar — ,3)]

IDENTIDADES DE SUMA - PRODUCTO:

También en ocasiones son requeridas las identidades de suma — producto. Las
demostraciones es pertinente que se investigaran como refuerzo a esta
tematica.

a-) .
Sen(a)+sen(,3):ZSen(a;’B)cos(az’Bj
S ey
sen(a) — sen(f) = 2cos sen
2 2
c-) —
cos(O{)+cos(,B):2cos(a;ﬂ)cos(a2’3)
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cos(a) —cos( ) = —2sen % e a-p

2

DESARROLLO DE IDENTIDADES
TRIGONOMETRICAS

Al inicio de este capitulo se hizo el andlisis de las identidades basicas,
identidades de suma y diferencia, identidades de angulo doble, identidades de
angulo mitad, identidades de suma-producto e identidades de producto — suma.
Con estos insumos y los principios matematicos conocidos, podemos entrar a
desarrollar demostraciones de identidades trigonométricas.

Una identidad trigonométrica es una ecuacion, entonces demostrar una
identidad es precisamente demostrar la igualdad. El proceso se puede
desarrollar de tres maneras.

Asumiendo que la generalizacién de una identidad es de laforma a = b

1. A partir del primer término a llegar a el segundo b por medio de
procedimientos matematicos adecuados.

2. A partir del segundo término b llegar al primero &, también utilizando
métodos matematicos adecuados.

3. Haciendo transformaciones simultaneamente a los dos términos de la
igualdad para llegar a una equivalencia.
Se parte de a = b, se hacer transformaciones adecuadas hasta llegar
aporejemplop =p

No existe una regla o norma para saber cual método elegir, pero por
experiencia y facilidad es aconsejable utilizar la técnica 1 o la 2, donde se
toma el término mas complejo para llegar al mas sencillo, ya que es mas facil
simplificar que amplificar.

Ejemplo 1:

sen’ (x)

Expresar como solo funcién de cos(x) la siguiente fraccién: %)
tan” (x

Solucién:

Lo que se debe hacer es utilizando las identidades bésicas y haciendo las
transformaciones pertinentes llegar a obtener solo cos(x), veamos:

sen’ (x) B sen’(x)sen(x) _ Cosz(x)[senz(x)sen(x)]_

- = . 5 = cos’(x)sen(x)
tan“(x) sen” (x) sen” (x)
A)s%x)
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Finalmente: cos®(x)sen(x) = cos’(x)4/1—cos’(x)
Ejemplo 2:

Reducir la siguiente expresion en términos de la funcién seno.
tan(x) + sec(x) tan(x)
1+ sec(x)

Solucién:

Al igual que el ejemplo 1, haciendo las transformaciones adecuadas a la
expresion inicial, con las identidades basicas y los principios aritméticos sobre
fracciones, llega a una expresion que solo tenga sen(x), veamos:

(x) (x) sen(x) sen(x)
tan(x) + sec(x) tan(x) _ e )%os(x)—i_ ( %os(x))(sen )%os(x)) B %os(x)-'_ %osz(x)

1+ sec(x) 1+ %os ) (cos(x) + %os(x)

Sumando las fracciones del numerador y dejando una fraccién en numerador y
denominador, para aplicar producto de extremos y medios.

sen(x) sen(x) cos’ (x)sen(x) + sen(x) cos(x)
%OS(X) * %OS 2(x) _ cos(x) cos”(x) _ cos(x)[cos *(x)sen(x) + sen(x) cos(x)]

(cos(x) + y . cos(x) +1 (cos(x) + 1)(cos(x) cos’ (x))
cos(x

cos(x)

Simplificando cos(x) y factorizando lo obtenido, resulta:

[0032 (x)sen(x) + sen(x) cos(x)] _ cos(x)[cos(x)sen(x) + sen(x)] _ [cos(x)sen(x) + sen(x)]
(cos(x) + 1)(cos2 (x)) (cos(x) + 1)(cos2 (x)) (cos(x) +1)(cos(x))

sen(x)[cos(x) + 1] _ sen(x) _ sen(x)
(cos(x) +1)(cos(x))  cos(x) 1 sen?(x)

La expresion inicial quedo solo como funcién sen(x).

Ejemplo 3:

Demostrar que: tan(x) _ sen(x)
sec(x)

Solucioén:

Por la expresién dada, es mas pertinente partir del primer término y llegar al
segundo.

sen()%
tan(x) _ cos(x) — sen(x) cos(x) = sen(x)
sec(x) %os(x) cos(x)

Asi queda demostrada dicha identidad.
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Ejemplo 4:
Demostrar la siguiente identidad. cos(x)[sec(x) — cos(x)] = sen® (x)

Solucion:

Segun la identidad planteada, es mas pertinente partir de la primera expresién
para llegar a la segunda, es decir, el método 1.

cos(x)[sec(x) - cos(x)] = cos(x){ ! - cos(x)} = cos(x){
cos(x)

l—cosz(x)}

cos(x)

Simplificando y por la identidad fundamental:

cos(x){

M} =1—cos? (x)= senz(X)
cos(x)

Como se puede ver, el proceso es tal que se puede comprender cada paso, por
favor analizarlo, segun los principios sobre identidades estudiados.

Ejemplo 5:

Demostrar la identidad 25 _ 1+ sen(x)

1-sen(x) B cos(x)
Solucién:

Se observa que las dos partes son muy parecidas en la cantidad de términos
que presenta, luego se puede partir de cualquiera de ellas. Para nuestro caso,
partimos de la primera para llegar a la segunda parte.

Aplicamos la conjugada al denominador, operamos y aplicamos al identidad
fundamental..

cos(x)  cos(x)(1+ sen(x)) :Cos(x)(1+sen(x)):cos(x)(1+sen(x))
1—sen(x) (1—sen(x))(1+ sen(x)) 1—sen®(x) cos’(x)

Simplificamos:
cos(x)(1+ sen(x)) _ 1+ sen(x)
cos*(x) cos(x)

Esta ultima expresién es la segunda parte de la igualdad inicial, asi queda
demostrada dicha identidad.

Ejemplo 6:

Demostrar la identidad:

[tan(x) - sec(x)]2 = M
1+ cos(x)
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Solucién:

Para demostrar esta identidad tomemos la tercera opcion; es decir, partir de
las dos partes y llegar a una equivalencia.

» 1 —sen (x
[tan( x) — sec( x)] (x)
1+ cos( x)
Desarrollamos el producto notable en la primera parte y aplicamos la
conjugada en la segunda parte:

(1 - sen (x))(1— sen (x))
(1+ sen (x))(1 — sen (x))

tan > (x) — 2 tan( x) sec( x) + sec > (x)

En la primera parte aplicamos identidades de cociente y en la segunda
desarrollamos los productos.

sen’ (x) _s sen(x) 1 1 1 — sen(x) — sen(x) + sen’ (x)

cos’(x)  cos(x) cos(x) cos’(x) 1—sen®(x)

En la primera parte multiplicamos el segundo término y en la segunda parte
sumamos los términos dos y tres.

sen’(x) 3 sen(x) 1 A 1—2sen(x) + sen’(x)

cos’(x)  cos’(x) cos’(x) 1—sen*(x)

En la primera parte sumamos los términos y en la segunda parte organizamos
el numerador y aplicamos identidad fundamental al denominador.

sen®(x) —2sen(x) +1 N sen® (x)—2sen(x)+1
cos’(x) cos”(x)

Este ultimo resultado, nos muestra una igualdad, luego asi queda demostrada
la identidad dada.

Ejemplo 7:

cos’ (x) — sen’ (x)

Demostrar la identidad: =1+ \/senz(x) —sen’* (x)

cos(x) — sen(x)
Solucién:

Es pertinente tomar el primero para llegar al segundo. Inicialmente
desarrollamos la diferencia de cubos.

cos’ (x) — sen’ (x) _ (Cos(x) - s.en(x))(cos2 (x) + cos(x)sen(x) + sen’ (x))

cos(x) — sen(x) cos(x) — sen(x)

Simplificando, reorganizando términos y aplicamos la identidad fundamental.
(cos2 (x) + sen” (x) Cos(x)sen(x)) =1+ cos(x)sen(x)

Convertimos coseno como seno, por la identidad fundamental:

1+ cos(x)sen(x) =1+ sen(x)y/1—sen’(x) =1+ \/sen2 (x)(1— sen”(x))
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Finalmente:
1+ \/sen2 (x)(1—sen’(x)) =1+ \/sen2 (x) —sen” (x)

Asi queda demostrada la identidad.
NOTA:

Para demostrar identidades, se requiere algunos principios, como conocer las
identidades basicas, las de suma y producto, las de angulos dobles y angulos
mitad, otras. Algo de ingenio para saber de donde partir y a donde llegar. Lo
mas importante hacer muchos ejercicios que permita adquirir experiencia y
practica en este tipo de demostraciones. Como se dice en el lenguaje
matematico popular Pedalear, pedaleary pedalear,... haciendo referencia que
pedaleando se llega a la meta.
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EJERCICIOS

Reducir a la funcién trigopnométrica propuesta los siguientes ejercicios.

” tan(x) + sec(x) tan(x)
' 1+sec(x)

En funcién solo de sen(x)

cse’ (x)—1

5 En funcién solo de cos(x)
cot”(x)

3 tan(A) + cot(A)
' csc(A)

En funcién solo de sec(A)

sen(x) N 1+ cos(x)
1+ cos(x) sen(x)

En funcién solo de css(x)

Demostrar las siguientes identidades trigopnométricas.

5 sen(fy2 —X)

1= sen(n) —sec(x) = tan(x)
6. [sen(8) +cos(@)] +[sen(8) —cos(®)]’ =2
7. sen(f+r)=—sen(p)

1+ tan(x)
7/ 1+ tan(x)
8. tan(x + A) 1 — tan(x)
sen” (x) —cos” (x) =1
T 1-2cos?(x)

10. cos(t— %) = %(cos(t) + sen(t))

11 cos(7x) + cos(x) _ cot(4r)
' sen(7x) + sen(x)
12 tan(x —y) _ sen(2x)—sen(2y)

tan(x+y) sen(2x)+sen(2y)
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Anteriormente se decia que las identidades trigonométricas son igualdades
que se cumple para cualquier angulo. Existen ciertas identidades que se
cumplen para angulos especificos, a dichas identidades se les llama
ecuaciones trigonométricas.

DEFINICION:

Las ecuaciones trigonométricas, son identidades que satisfacen solo ciertos
angulos. La solucidn se expresa en medidas de angulos, puede ser en grados
o radianes.

La resolucion de ecuaciones trigopnométricas requiere de un buen manejo de
las funciones trigopnométricas inversas; ademas, de los principios de algebra y
trigonometria.

Para que la ecuacién sea mas facil de desarrollar, es pertinente reducir toda la
expresién a una sola funcién, generalmente seno 0 coseno, para que se pueda
obtener el angulo o los angulos solucién.

Es importante aclarar que si no se dice otra cosa, la solucién para nuestro
caso se dara solo para la circunferencia unidad: 0 < x < 2. Algunos autores
acostumbrar a dar al solucion general, recordemos que las funciones

trigonométricas son periddicas, ay que se repiten cada p intervalo.
Ejemplo 1:
Resolver: sen(x) =%

Solucién:

El proceso en general consiste en despejar el dngulo. Para el caso que nos
proponen, aplicando la funcion inversa del seno queda resuelto el problema.

_1 4 g g
sen(x) = 5 == sen” (sen(x)) = sen (A) == x = sen (A)
El siguiente paso es identificar en donde el seno vale "2, para los cuadrantes
positivos, ya que el valor es positivo. Se sabe que el seno vale V2 en 30° para

el primer cuadrante y 150° para el segundo cuadrante. Recordemos que el
seno es positivo en | Y |l cuadrantes.

Solucién: x = 30° y 150°

Ejemplo 2:

Resolver: cos(x) = —%
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Solucién:

Como la expresion esta en funcién solo de coseno, se puede despejar,
aplicando la inversa de coseno.

cos(x) = —% == cos ' (cos(x)) =cos™ (—%) == x=cos (_%)

Debemos identificar en donde el coseno vale -1/2.  El coseno es negativo en
los cuadrantes Il y Ill, luego en dichos cuadrantes debe estar la solucion.

Recordemos que cos (120°) = -1/2 y cos (240°) = -1/2. Por consiguiente:
x = 120°y 240° (2m/3 y 411/3)

Ejemplo 3:

Resolver la siguiente ecuacion: sen(x)—cos(x) =0

Solucion:

Expresemos la ecuacién en funcion solo de coseno:

sen(x) —cos(x) = 0 == sen(x) = cos(x) == sen(x) = /1 — sen’ (x)

Elevando al cuadrado toda la ecuacion y operando términos semejantes:
sen® (x) =1—sen’(x) =>= sen” (x) + sen’(x) =1 == 2sen’(x) =1

Despejamos sen(x):
V2

2sen’ (x) =1 == sen’(x) = % == sen(x) = i\/g == sen(x) = iT

Vemos que tenemos valores positivos y negativos, luego habra solucién en los
cuatro cuadrantes.

V2

—)

sen(x) = i‘TZ == sen” (sen(x)) = sen” (£

Se sabe que el seno vale % en 45° luego se debe proyectar a los demas

cuadrantes.

Solucién: x = 45° 135°, 225° 315° (m/4, 3 /4, 5 /4, 7 T1/4)
Ejemplo 4:

Hallar la solucién de la ecuacion: tan’ (x) —9tan(x) = 0
Solucién:

Inicialmente factorizamos: tan(x)[tan4 (x) - 9]= 0
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Por la ley del producto nulo: tan(x)=0 0 ltan4(x) —9]: 0
Para el caso tan(x)=0: tan™'(tan(x)) = tan ' (0) == x = tan"' (0)

En la circunferencia unidad la tangente vale 0 en 0, T, 2 1.

Para el caso [tan*(x)—9|=0== tan*(x) =9 == tan’ (x) = +3
tan>(x) = 3 == tan(x) = £4/3

La tangente vale J3 enm/ 3, pero como presenta signo + y -, habra 4
angulos de solucién.

Para ++/3 X=1/3, 7M1/ 6

Para —+/3:x= 2mw/3, 5m/3
Solucion: x= 0, w/3,m, 7 /6,21w/3, 5/ 3,21

Ejemplo 5:

Resolver la ecuaciéon: sec(x) — tan(x) = cos(x)

Solucion:

Primero debemos hacer las transformaciones necesarias para expresar la

ecuacién como una sola funcién, para este caso escogemos sen(Xx).

1 sen(x) = cos(x) =>=> % = cos(x)
cos(x

sec(x) — tan(x) = cos(x) = cos(x)  cos(x)

Operando la ultima fraccion y aplicando identidad fundamental.
1—sen(x) = cos’(x) =>= 1—sen(x) =1—sen’(x) =>= sen’(x) — sen(x) =0

Se factoriza la ultima expresion.
sen(x)[sen(x) - 1] =0

Por la regla del producto nulo:
- sen(x) = 0 == sen ' (sen(x)) = sen” (0) =>= x = sen"' (0)

El senovale 0 en: 0, my 21
- [sen(x) - 1] =0 == sen(x) =1 == sen ' (sen(x)) = sen”' (1) =>= x = sen' (1)

El senovale 1 en: /2. Estasolucién se rechaza ¢POR QUE?
La solucion es: 0, Ty 211
Ejemplo 6:

Resolver la ecuacion: cos®(2x) —sen’(2x) =0
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Solucién:

Como se ha dicho se debe expresar como una sola funcién, veamos:
cos*(2x) _ sen” (2x)

- = == 1=tan’(2x)
cos“(2x) cos”(2x)

cos’(2x) = sen’ (2x) =>=

¢, Que operaciones se hicieron en el paso anterior?, por favor analizarlas e
interpretarlas.

1 =tan*(2x) == tan(2x) = *1

Utilizando identidades de angulo doble para la tangente.

an(2x) = 21 = 220 _y
1—tan~(x)

Reorganizando la ultima expresion.
2 tan(x)

— " —+]==2tan(x) =1—tan’ (x) == tan’(x) + 2tan(x) - 1=0
2
1—tan”(x)

Por la cuadratica:

LT 2ENA- 4D ~2+48 _—242V2 =—1+2

2(1) 2 2
Asi:
x1=—1+\/§ y x2=—1—\/5

Entonces:
x, =tan~ (=1++/2) = 22,5 =%

En el primer cuadrante, pero la tangente también es positiva en el tercer

cuadrante, luego: x=180"+22,5° =202,5° :275

x, =tan"' (-1-+/2) =—67,5° equivalente en angulo positivo a 292,5° = %75

En el cuarto cuadrante, pero la tangente también es negativa en el segundo

cuadrante, luego: x=180"-67,5" =112,5° :grz

5 9 13
s — W, — T, —
8 8 8

Solucién total: x =

oo|él

Estimado estudiante, por favor analizar este ejemplo y hacer sus propias
conclusiones.

Los invitamos a que resuelvan los ejercicios propuestos y todos los que puedan
desarrollar, esto les ayudara a enriquecer esta tematica tan interesante.
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EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para la circunferencia
unidad. Por favor hacer todo el procedimiento.

1. cos(x) =§ Rta: x=30°, 330°
2 7 3
2. sen“(x)—1=0 Rta: x=—, =&
22
2 7z 11
3. sec(d ——\/§=0 Rta: ==, —=x
sec(®) =5 6 6
4. cos(40) = sen(26) Rta: =15°, 75°, 135°
2 3
5. tan” (@) + tan(ax) =0 Rta: azzfr, V4
6. 2sen’(x)+ sen(x)—1=0 Rta: xzz, éfr, 275
6 6 2
7. sen(3x)+ sen(5x) =0 Rta:
T 3 5 3 7
x=0, —, ——7T,X,—7T,—7,—T
4 24 4 2 4
3 (7] . 0 0 0 0
8. 2sen 50 cos 5 = sen(6) Rta: =0" 90" 180" 270
9. 1[M =1 Rta: xzf, iﬂ'
2 3 3
10. 2sen(a) + 3./sen(ax) =0 Rta:a=x
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ANALISIS DE TRIANGULO m
NO RECTANGULOS:

En los apartes anteriores se han analizado situaciones de los tridngulos
rectangulos, pero existen diversos fendbmenos que no siguen este patron, la
base de un telescopio del observatorio internacional, las velas de un barco,
las caras de las piramides de Egipto, no tienen forma de tridngulos
rectangulos, sabemos que a este tipo de triangulo se les llama “Triangulos No
Rectangulos”.

FUENTE:www.cienciateca.com/pyramids.jpg&imgrefurl=http: FUENTE: http://www.bbo.arrakis.es/geom/trian3.htm

EL trabajo que se desarrollara en este aparte es el andlisis de triangulos no
rectdngulo. El soporte del estudio esta en los llamados teoremas de seno y
coseno, los cuales permiten determinar los lados y angulos de triangulos no
rectangulos.

TEOREMA DE SENO:

Para un triangulo con lados a, b, c y A
angulos opuestos A; B, C.
respectivamente, se cumple:

sen(A) sen(B) sen(C)
a b ¢ i

Demostracion:

La demostracion la vamos a hacer para un tridngulo acutangulo, pero se
cumple para cualquier triangulo.

Segun la grafica:

| sen(B) = h == h =csen(B)
c

sen(C) = % == h=bsen(C)

Como h es igual para los dos casos, se
: igualan:
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sen(B) _ sen(C)
c

csen(B) = bsen(C) =>=

Similarmente se puede probar que:
sen(A) _ sen(B)

a b
Por consiguiente:

sen(A) _ sen(B) _ sen(C)
a b c

De esta manera se puede hallar los lados y angulos de cualquier tridngulo, pero
esta metodologia es pertinente para triangulos no rectangulos.

En este contexto se pueden encontrar varios casos:

-) LAA 6 ALA: Conocer un lado y dos angulos
-) LLA: Conocer dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos
-) LLL: Conocer los tres lados.

Ejemplo 1:

Para el tridngulo que se presenta en la

gréfica, hallar todos los lados y angulos 2 3

de la misma.

A = 40° A ;

Solucion:

Se trata de un caso LLA, entonces:
0 0
sen(A) _ ser]zg(B) NN sen(34() ) _ senz(B) o sen(B) = 2sen§40 )
a

Desarrollando:

sen(B) = w =0,4284

Para hallar el &ngulo, aplicamos funcién inversa de seno:
sen”' (sen(B)) = sen ' (0,4284) == B = sen ' (0,4284) = 25,36°

Para hallar el angulo C, por el teorema de la suma de angulos para un
triangulo:

A+B+C=180" =>=40°+25,36" + C =180° == 65,36+ C =180°

Despejando: C = 114,64°

En seguida podemos hallar el lado c:
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0 0 0
sen(C) _ sen(A) NN sen(114,64") _ sen(40™) AN 3sen(l 14,064 )
c 3 c 3 sen(40”)

Resolviendo:
. 3(0,9089) 424
0,6427

Es obvio que la longitud de ¢ debe ser mayor que la de ay la de b.
Ejemplo 2:

En un triangulo dos de sus angulos miden 48° y 57°, el lado que esta entre ellos
mide 47 cm. Hallar los lados restantes.

Solucion:
C Segun el problema:
A=57° y B=48°
b
a El problema es de tipo LAA o ALA
B A Primero hallemos C:
a7 C =180° - (57° + 48°% = 75°
0
sen(A) _ sen(C) g csen(A) _ csen(570 ) _ 47x0,8386 — 4080
a c sen(C)  sen(75") 0,966
Para hallar el lado b:
0
sen(B) _ sen(C) o p= csen(B) _ 47xsen(4t8 ) _ 34,427 3616
b c sen(C) sen(75") 0,966

Asi, los lados miden: b = 36,16 cm. y a =40,80 cm.

Mas adelante en los problemas de aplicacion se refuerza esta tema sobre
teorema de seno.

TEOREMA DE COSENO:

Existen situaciones donde el teorema de seno no se puede aplicar de manera
directa, en casos como tener dos lados y el angulo entre ellos o tener los tres

lados. Para estos casos y otros, la solucion es el teorema del coseno.

Para un triangulo con lados a, b, ¢ y éangulos opuestos A; B, C.
respectivamente, se cumple:
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a’>=b>+c>—2bccos A
b>=a’+c’>—2accos B
c’=b*+c*—2bccos C

Demostracion:

La demostracion se hara con un triangulo obtusangulo, pero la situacion se

cumple para cualquier triangulo.

y 0 (0, 0)
B = (X2, y2) = (b, 0)
| A (x4, y1) = (acos(a), asen(a))

Por medio de la distancia euclidia
se puede hallar la magnitud de c.

|
|
|
Y | X Distancia Euclidia:
’ - i ¢ =6 = x)" + (3, =9’

Para el caso del triangulo que tenemos:
¢’ =(b—-acos@))’ +(0—asen(a))’

Desarrollando los productos notables:
¢’ =b" —2abcos(@) +a’ cos’ (@) +a’sen’ (@)

Factorizando y agrupando términos:
¢’ =a’(cos () +a’sen’ (@) +b” —2abcos()

Aplicando la identidad fundamental.

c’=a’+b>—2ab cos( &)

Asi queda demostrado para ¢, de manera similar se puede hacer para ay b.
El estudiante en el grupo colaborativo debe hacer la demostracion para ay b,

con los mismos argumentos expuestos para C, compartiendo con el Tutor
dichas demostraciones.
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Ejemplo 1:

Del triangulo expuesto a
continuacién, determinar sus
lados y angulos.

Solucion:

Aplicando la ecuacién del teorema para coseno.
Asumiendo que: a =3, b =4. Entonces:

c?=3"+4>-2(3)(4)cos(50?)
c>=9+16 —24 cos(50°) =25 —15,426 = 9,574

Para hallar ¢ extraemos raiz cuadrada, luego:

c?=9574 =>= ¢ =3,09

Ahora podemos hallar el angulo a.
2 2 2
5 a —b" —c

c’=a*+b*-2abcos(a) =>= cos(x) =
— 2bc

Reemplazando:
2 2 2
5 a " —b" —c

c’=a’+b’—2ab cos( @) =>= cos( ) =
— 2bc

cos( @) = 0,669 == a =cos '(0,669) = 48,01°

Para calcular el angulo 8, entonces:

£ =180" - (50" +48,01°) =180° —98,01=81,99°

Ejemplo 2:

Dado un tridngulo T, cuyos lados miden a =80 cm. b=50cm. yc =70 cm.
Hallar los angulos del triangulo T.

Solucion:

C La grafica nos ilustra el caso que se
expone en el enunciado del ejemplo 2.
50 7o Como se conocen los tres lados, se
puede utilizar el teorema de coseno, para
2 g hallar Ay B, ya que C se obtiene por
&0 diferencia como en los casos anteriores.
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2 2 2
a“"—b" —c¢

c’=a’+b*—2abcos( A) =cos( A) =
— 2bc

Reemplazamos:

70> —50% -80>  —4000
—2(50)(80) — 8000

cos( A)=0,5=>= A =cos '(0,5)=60"

cos( A) =

=0,5

Ahora calculamos el angulo b:
2 2 2
b-—a” —c

b> =a’ +c*—2accos( B) =cos( B) =
—2ac

Reemplazando:

50°-70*-80> —8.800
—2(70)(80) —11.200

cos( B) =0,7857 == B =cos '(0,7857 ) = 38,21

cos( B) =

= 0,7857

Finalmente para calcular C:
C =180" — (60" +38,21°) =81,79°
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TRIANGULOS NO RECTANGULOS: PROBLEMAS DE APLICACION

Una vez analizados los principios sobre triangulos no rectangulos, ahora
podemos resolver problemas donde se requiera la utilizacion de estos
principios.

Resolver problemas de esta indole, no existe una metodologia definida, paro
es pertinente tener presente los siguientes aspectos.

1. Leer el problema las veces que sean necesarios para entender lo que se
tiene y lo que se desea obtener.
2. Hacer en lo posible un grafico explicativo, que ilustre el fenémeno.
3. Aplicar el teorema pertinente, segun las condiciones del problema
planteado.
4. Realizar los célculos necesarios, para buscar la respuesta.
5. Hacer las conclusiones del caso.

Ejemplo 1:

Hallar la longitud de las diagonales de un paralelogramo si sus lados miden 50
y 80 cm. Ademaés uno de sus angulos mide 50°

Solucion:
Una gréfica nos ayuda en la solucién

Disgonles Podemos calcular el lado BC, por
A= 507 T medio del teorema de coseno.
] [

(BC)* =50 +80> — 2(50)(80) cos(A)

Aem Cos(50°) = 0,6427

) 80 cm.

Desarrollando:
(BC)’ =2500 + 5400 —8000(0,6427) = 7900 — 5141,6 = 27584

Para hallar la distancia se debe extraer raiz cuadrada:
(BC)* =2758,4 =>= BC =+/2758,4 =52,52

En seguida podemos calcular el lado AD, pero necesitamos el angulo B é C.
Podemos hallar el &ngulo B, asi:

Como A +B + C +D=2360° pero A=DyB =C, por ser un paralelogramo
regular. Entonces: 50 + B + 50 + C = 360, luego: B + C = 360 — 100 = 260
Como B = C, entonces: B = 130°

(AD)’ =50% +80% — 2(50)(80) cos(B)
(AD)’ =507 +80% —2(50)(80)cos130") = 2500+ 5400—8000(—0,64278
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(AD)* =7900+514224=1304224

(AD)* =1304224=>=AD=11420

De esta manera se tiene las longitudes de las diagonales.

Ejemplo 2:

Un Topografo quiere determinar la distancia entre dos casas denominadas con
Ay B, desde el punto de observacién del Topdgrafo, el angulo entre las dos

casas y éste es de 60°. La distancia del punto de observacién y la casa A es de
120 m. y la distancia de este a la casa B es de 100 m. ;Qué distancia separa

las dos casas?

Solucién:

Se debe hallar la distancia AB

B Por le teorema de coseno:

(AB)* =120* +100” —2(120)(100) cos(60")

o Cos(60% = 0,5

(AB)* =14400 +10000 — 24000(0,5) = 24400 — 12000 = 12400

(AB)* =12400 =>= AB =111,355
Las casas distan entre ellas 111,355 metros.

Ejemplo 3:

Un Golfista golpea la pelota desplazandola 220 metros en linea recta, la pelota
queda a 250 metros del hoyo. El angulo que se forma en el punto donde quedo
la pelota, con la ubicacién del Golfista y el hoyo es de 150° ;Cudl sera la
distancia del Golfista al hoyo?

Solucién:
b G = Ubicacion del Golfista
a H H = Ubicacion del hoyo
P = Ubicacion de la pelota
p = Distancia del golfista al hoyo
220m

250 m Por el teorema del coseno se

150°
puede resolver el problema.

p’ =(220) +(250)* —2(220)(250) cos(150")
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Desarrollando:
p2 = 48400+ 62500 —110000(-0,8660) =110900 + 95260 = 206160

p’ =206.160 == p = 454,048

El golfista esta a 454,048 metros del hoyo.
Ejemplo 4:

Un edifico tiene en la cima la bandera de la compaiiia, la altura del edificio es
de 180 metros. El angulo de elevacion de la base del piso y la cima del edificio
esde 55°y el angulo de elevacion de la base del piso y la punta de la bandera
es de 56,5°. ;Cual sera la altura del asta de la bandera?

Solucion:
1 h = Altura del asta de la bandera
h | = Visual del piso a la cima del
| edificio
R m = Visual del piso a la punto del
m - asta de la bandera.
: A = angulo recto.
b B =55
C =56,5°
- b = Altura del edificio 180 metros
e ! ! c = Altura del edificio mas el asta

de la bandera

Por teorema de seno:
sen(C) _ sen(B)
c b

Reemplazando los datos correspondientes:
sen(56,5°)  sen(55%) sen(56,5°)x180m 150,099
= =>D=c= =
c 180 sen(55°) 0,8191

=183,248

La altura del edificio y el asta es de 183,248 meros. Como se conoce la altura
del edificio, por diferencia se haya la altura del asta.

h=c—Db. Entonces: h = 183,248 — 180 = 3,248 metros.

El asta de la bandera mide 3,248 metros.
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EJERCICIOS

1. Una circunferencia tiene un radio de 25 cm. subtendido por el angulo central
de 36° ;Cual seré la longitud del arco de la circunferencia?
Rta: 15, 71 cm.

2. Una persona se encuentra a 120 metros de la base de una torre inclinada, el

angulo de elevacién desde su posicién a la punta de la torre es de 24° a su vez

la torre forma un angulo con el suelo de 72° ;Cual sera la altura de la torre?
Rta: h = 49,08 metros

3. Asumiendo que las orbitas de Mercurio y Tierra con circulares y se
encuentran en el mismo plano. La tierra se encuentra a 9,3X10” millas del sol y
mercurio se encuentra a 3,6X10” millas del sol. Si mercurio se ve desde la
tierra y el angulo entre mercurio, tierra y sol es de 8,35° siendo la tierra el
vértice. ;Qué tan lejos esta la tierra de mercurio?

Rta: 1,25X10° millas

4. Las casas de José y Alberto estan al dados opuestos del rio, un Ingeniero
debe hacer un puente que comunique las dos casas, para lo cual ubica a 100
metros de la casa de José por la misma orilla, el Teodolito (aparato para
visualizar puntos distantes) obteniendo los siguientes datos: El angulo entre las
casas y el teodolito es de 50°, siendo el teodolito el vértice. El angulo entre las
casas y el teodolito es de 40°, siendo la casa de José el vértice. ;Cuél sera la
longitud del puente?
Rta. L = 76, 604 metros

5. Para medir la altura de una montana, un Topdgrafo determina que el angulo
de elevacion desde su ubicacién a la punta de la montaia es de 25°, luego
camina 100 metros y mide el nuevo angulo el cual fue de 15° ;Cual sera la
longitud de la punta de la montafa hasta la ubicacién inicial del Topdgrafo?

Rta: L = 1.490,5 metros

6. Dos autos parten de una intersecciéon de dos carreteras, cuya separacion es
de 80° uno viaja a 80 Km/hr y el otro a 100 Km/hr., al cabo de 45 minutos
¢ Qué tan separados estaran los autos?

Rta: L =87,53 Km
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CAPITULO TRES: HIPERNOMETRIA

INTRODUCCION

La palabra HIPERNOMETRIA, se acufio en este contexto haciendo referencia
a el andlisis de las funciones Hiperbdlicas, de la misma manera como al
andlisis de las funciones trigpnométricas se le denomina Trigonometria, es
posible que la palabra no sea muy técnica, pero la idea es que con ella; en
este material, se identifique el analisis de las funciones hiperbdlicas.

En la parte de funciones trascendentales se analizaron las funciones
hiperbdlicas, sus principios y caracteristicas. Asi las funciones hiperbdlicas
tienen unas identidades bésicas.

Objetivo General

Estudiar los principios y propiedades que identifican la Hipernometria, con el

fin de adquirir los conocimientos necesarios para resolver problemas que
requieran de funciones hiperbdlicas.

Objetivos Especificos:

1. Analizar las identidades hiperbodlicas
2. Conocer los principios de las identidades hiperbdlicas

IDENTIDADES BASICAS:

Dentro de las identidades basicas se presentan las siguientes categoéricas:

1. ldentidad Fundamental: Analogamente a la identidad fundamental de las
trigonométricas.

cosh’(x) —senl (x) =1

Demostracion:

Por la definicion de las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbdélico.
2 2
(ex +€_XJ (ex —e_xJ _ 2k e e -2et e B 2 e e -t 42—

2 2 4 4 4

e +e™ ’ e'—e” ’ de*e™ |
— = =e¢'e =1
2 2 4
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2. ldentidades de Cociente: Estas se obtienen por las relaciones de seno
hiperbolico y coseno hiperbdlico.

a) tanh(a) = ——

Demostracion:

Como tanh(x) = &—¢

X

e’ +e

senh(x) € ~¢ A e’ —e
= = — = tanh(x)
cosh(x) e*+ e_% et +e "

Pero: tanh(x) =

b-) coth( @) = cosh( @)
senh (@)

Demostracion:

Con los mismos argumentos utilizados para la tangente, solo que en este caso
el cociente es coseno hiperbdlico sobre seno hiperbdlico.

e"+e”

Como coth(x) =

X X

e —e

cosh(x) ¢ te A e +e
senh(x) e —e™ e"—e”
(x) 4

Pero: coth(x) = = coth(x)

3. Identidades Reciprocas: Se les llama de esta manera debido a que a partir
de la definicién, al aplicar el reciproco, se obtiene nuevos cocientes.

a-) 1 1
senh (@) = ————— csc h(a) = ——
csc h(&) | Reciprocamente senh ()

Demostracion:

Se deja como ejercicio para hacer en forma individual.

b-) 1 Reciprocamente 1
cosh( ) = —— sec h() = ———
sec h(a) cosh( )

Demostracion:

Como ejercicio para realizar con el grupo colaborativo.
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c-) 1 Reciprocamente 1

tanh( Cb’) = m COth( (1) = m

Demostracion:

Como ejercicio para trabajar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

4. ldentidades Cuadraticas: a partir de la identidad fundamental y las
identidades de cociente, se obtienen otras identidades llamadas cuadraticas.

a-) 2 2
tanh" () =1-sech” ()

Demostracion:

A partir de la identidad fundamental cosh®(a)— senh® (@) =1, dividimos toda la
expresion por cosh’ (), entonces:

cosh’(@) senh’(a) 1
cosh” (&) - cosh’(@) cosh?(a)

== 1—tanh’ () = sech’ (@)

Despejando se obtiene la identidad propuesta.
1—tanh* (@) =sech’ (@) == 1—sech’(x) = tanh*(x)

> coth’(a) =1+ csc’ ()

Demostracion:

De la fundamental, dividimos por sen’(«r), entonces:
cosh®(@) senh’(a) _ 1

= == coth?(x)—1=csch’(x
senh® (@) senh*(a) senh’ (&) ) )

Despejando tenemos:
coth?(x) —1=csch’(x) == coth’(x) =1+ csch’(x)

IDENTIDADES DE SUMA Y DIFERENCIA:

a-) |senh(a t B) = senh(ar) cosh( B) £ cosh(a)senh([3)

b-) |cosh(a = ) = cosh(@) cosh( f) * senh(at)senh(f)

158



IDENTIDADES DE ANGULO DOBLE:

- senh(2) = 2senh() cosh( B)

Demostracion:

Sabemos que senh(a + B) = senh(a) cosh(f) + cosh(a)senh(f), pero como a = 3

entonces:
senh(a + a) = senh(a) cosh(a) + cosh(a)senh(a) = senh(a) cosh(a) + senh(a) cosh(ex)

Operando: senh(a + o) = 2senh(a) cosh(@)
Asi queda demostrada esta identidad.

 cosh(2a) = cosh (@) + senh’ (@)

Demostracion:

Siguiendo la misma metodologia del caso anterior.
cosh(2@) = cosh(& + @) = cosh(e) cosh(@) + senh(a)senh(r) = cosh’ (@) + senh’ ()
Asi cosh(2a) = cosh? (&) + senh* (@)

IDENTIDADES AL CUADRADO:

") (Senh’(x) = cosh(ix) -1
» |COSREC)E cosh( jx) +1
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