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PROLOGO

El siguiente texto esta pensado inicialmente como una guia indispensable para los estudiantes de
Ingenieria y Administracion de Empresas de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia "UNAD",
v en general para todos aquellos interesados en conocer aspectos fundamentales que involucren
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, trabajo con matrices, determinantes, rectas,
planos y vectores.

Dado que la metodologia a distancia exige trabajo independiente por parte del estudiante, el
presente texto trata de ser lo mas claro posible, de tal forma que el estudiante pueda encontrar
respuesta a todas aquellas inquietudes que se van presentando a medida que van apareciendo
las definiciones y teoremas (indispensables, por cierto) en los que se sustenta el curso de algebra
lineal.

La presentacion de los contenidos es un poco novedosa, ya que, el primer capitulo trata de
vectores (en R* y R'), posteriormente, y empleando como base algunos conceptos del capitulo
de vectores, se inicia el trabajo con matrices. En este capitulo, se pretende agotar todo lo
relacionado con matrices: formas escalonadas, operaciones elementales, reduccion, matrices
elementales, inversas, factorizacion y finalmente determinantes.

La Unidad dos, inicia el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Capitulo que resulta mas

sencillo, ya que, toda la teoria de matrices ya esta dada. Posteriormente, se tratan los temas de

ecuaciones de la recta en R’ y ecuacidn de planos. La ultima parte del capitulo es una breve

introduccion al concepto de Espacio Vectorial.

Espero que el texto se convierta en una referencia necesaria para el estudio autonomo, de tal
forma que esta que es la primera version constituya la base para versiones posteriores que

corrijan los posibles errores que esta contenga.

CAMILO ARTURO ZUNIGA G.



AL ESTUDIANTE

El propdsito del curso es que el estudiante apropie de manera significativa los elementos
tedricos fundamentales de Algebra Lineal y desarrolle las competencias pertinentes para
contextualizarlos en su campo de formacion disciplinar.

El Algebra Lineal es un area de las matematicas que en las Ultimas décadas ha tenido un
significativo desarrollo con el aporte de las ciencias computacionales. Su aplicabilidad en
diversos campos del saber ha generado la necesidad de articularla al proceso formativo
del profesional de hoy en dia como herramienta de apoyo para resolver problemas en las
mas diversas disciplinas. En este sentido y por su caracter mismo, el curso hace aportes
significativos al desarrollo de las competencias y aptitud matematica en el estudiante, en
tanto potencia habilidades de pensamiento de orden superior, como la abstraccion, el
analisis, la sintesis, la induccion, la deduccién, etc.

El curso académico se estructura basicamente en dos unidades didacticas. La primera
contempla los Vectores, Matrices y Determinantes, la segunda Sistemas de Ecuaciones
Lineales, Rectas, Planos e Introduccién a los Espacios Vectoriales.

A través del curso académico de Algebra Lineal se dinamizan procesos de resignificacion
cognitiva y fortalecimiento del desarrollo de operaciones meta cognitivas mediante la
articulacion de los fundamentos tedricos a la identificacion de nucleos problémicos en los
diferentes campos de formacion disciplinar.

Es importante que desde ahora el estudiante se compenetre con la dindmica del uso de
los recursos informaticos y telematicos como herramientas de apoyo a los procesos de
aprendizaje. En este sentido, el curso académico de Algebra Lineal articulara a su
desarrollo actividades mediadas por estas tecnologias, como busquedas de informacién
en la Web, interactividades sincrénicas o asincronicas para orientar acciones de
acompafnamiento individual o de pequefio grupo colaborativo y acceso a informacion
disponible en la plataforma virtual de la universidad.

La consulta permanente a diferentes fuentes documentales aportadas por el curso se
tomara como estrategia pedagdgica que apunte al fortalecimiento del espiritu
investigativo. En este sentido, se espera que el estudiante amplie la gama de opciones
documentales que aportan a la resignificacion cognitiva. Estas fuentes documentales son
obviamente de diferentes origenes, a las cuales se tendra acceso a través de: material
impreso, bibliotecas virtuales, hemerotecas, sitios Web, etc.
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UNIDAD 1

VECTORES, MATRICES Y DETERMINANTES



OBJETIVO GENERAL

Que el estudiante comprenda el conjunto de conocimientos relacionados con los
fundamentos basicos que constituyen el campo tedrico y aplicativo de los vectores,
matrices y determinantes a través del estudio y analisis de fuentes documentales y
situaciones particulares en diferentes campos del saber.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Evidenciar en el estudiante una apropiacidon conceptual que refleje el
entendimiento de nociones como la de vector, complementado con un manejo
pertinente de las operaciones con los mismos.

Lograr que el estudiante conozca de cerca el concepto de matriz, lo lleve a
espacios mas generales y reconozca su importancia en aplicaciones mas
especificas. Ademas, debe entender y manejar con propiedad las distintas
operaciones que con ellas puede realizar y que le permitiran utilizar herramientas
como el determinante y el proceso de obtener la inversa de matrices para resolver
a futuro sistemas lineales.



1. VECTORES EN R’

Antes de iniciar resulta conveniente el recordar un producto especial, al que en su momento
(cuando se trabajo con conjuntos) se denomino producto cartesiano.

Sean A y B dos conjuntos, entonces entre ellos podemos definir y realizar varias operaciones
(Union, Interseccion, Diferencia, etc.), sin embargo, existe una cuyos elementos son parejas
ordenadas. Y a partir de este conjunto especial, incorporaremos el primer peldanio para hablar de
vectores.

Se define, pues, el producto cartesiano como:
Ax B = {{r ¥ Y xed ¥y veB }‘

Es conveniente notar que son todas las parejas ordenadas con primer componente en el conjunto
Ay segunda componente en B. Asi, si consideramos los conjuntos

A=1{,23}

B = 13,5

Entonces, Ax B = {(1,3),(1,5),(2,3).(2,5),(3.3).(3,5)}

Recordemos que a partir de la definicion de pareja ordenada ( (a,b)={a.{b}} ) se tiene que

(a,b) # (b,a)

Una de las muchas formas de representar el producto cartesiano, consiste en dibujar dos ejes
perpendiculares (existe un angulo recto entre ellos), de tal forma que en el gje horizontal (en este

caso A), se encuentran los elementos del mismo, y en el eje vertical los elementos de B.



5 [ ] ] ]
3+ L] L] L]
I I I
1 e 3 pat

Ahora, si pensamos que el conjunto A y B, son conjuntos numéricos cuyos elementos son
numeros reales, y ademas hacemos la siguiente asignacion:
A=X, B=Y

Entonces al realizar el producto cartesiano, nos encontramos con el plano R*, cuyos elementos
son de la forma (x, ). De aqui el producto

Xx?’={[x._.1.=}.-"x<—;X y ye ?’}=R3

Por lo tanto cuando pensamos en R*, estamos considerando puntos (parejas), con elementos en
R,y talque (x,v)=(v,x)

1.1 NOCION DE DISTANCIA

Ahora abordemos el problema de dos puntos del plano. Nuestro interés es encontrar la distancia entre
ellos.

Para esto podemos recurrir a un teorema de la geometria elemental, llamado Teorema de Pitagoras, que
nos establece que:

a’=h*+c°

Donde el triangulo en consideracion es rectangulo, con @ como hipotenusa, & y ¢ los catetos.

b

C

Maturalmente, a. b.ceR
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Ejernplo:

Considere el trangulo rectangulo, cuyos lados son los que se muestran. éCual es el valor de la
hipotenusa?

8
a’ =6°+8°
a’ =100
a =++/100

Dado que a es una distancia, entonces consideramos Unicamente los valores positivos, es decir,
a =10 unidades.

Pensemos ahora en dos puntos cualesquiera del plano.

Liamémoslos P =(x,») ¥ =ix,,1,). Nuestro interés es encontrar la distancia entre
ellos.
¥
A
/'-JQ‘[-\;. ¥ )
r/
Pix.v,)
> x
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Para poder emplear el teorema de Pitagoras, debemos hacer una construccion geométrica que
nos permita obtener un triangulo rectangulo. El procedimiento es el siguiente:

Trace una paralela al eje v, que pase por el punto (.

Trace una paralela al eje x, que pase por el punto P.

Al punto de interseccion de las anteriores paralelas, llamelo R .

: Q% %)

| | X

1 Xa

Si consideramos el triangulo POR , este es rectangulo, por lo tanto del Teorema de Pitagoras
[d(P.0)f =[d(P.R)f +[a(RQ)F (V)

Ahora, las coordenadas de R son (x,,v,), por lo tanto

d(P,R)=(x,-x,)

d(R,0) =y, -»)

Sustituyendo estos valores en (1)

3

[a"l[P'._Q']]2 — {-‘fz - X }2 + ['.vz - W }

Tomando raiz cuadrada a ambos lados:

d(P,Q)= "I."I[-rz X }2 +[}:z - }2 (2)
La anterior relacion nos permite, dados dos puntos del plano, encontrar la distancia entre ellos

teniendo como referente tan solo sus coordenadas.

-12 -



1.2 SEGMENTOS DIRIGIDOS

Consideremos nuevamente los puntos P y (. Pensemos en que nos movemos de P hacia O,

a través de la trayectoria descrita en la figura 1. Esta accion de “trasladarse” de P a @, lo

representaremos por PQ, donde se lee " el segmento quevade P a Q7.

Representemos ese traslado por una flecha, en donde la parte inicial de la misma esta en P, vy la

parte final en O, de aqui tenemos

A partir de estas definiciones elementales, vemos que Q_.P 2 FQ, sin embargo la distancia es la

misma .
Al segmento PO lo llamamos segmento dirigido, vy es diferente al segmento OF, ya que tienen

direcciones opuestas.

-13 -



Definicidén 1: Dos segmentos de recta se dicen equivalentes, si tienen la misma longitud
(magnitud) vy direccion. [1]

Consideremos los puntos P=(x,.v,) y ©O=(x,,v,), y mas aun, el segmento dirigido PQ,

como lo muestra la figura

}(

WX, %)

P(x,.y,)

> x

La distancia entre Py Q, es d(P.0)=+(x, —x, ) +(v, - » ) .
Pensemos, ahora en otro par de ejes perpendiculares entre si (digamos x'yv') con su origen en el

punto P, asi:

ot

/QUL" ¥

P(x,.) x!
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Si nos olvidamos por un momento de los ejes xy y tenemos claro que el origen de nuestros

nuevos ejes coinciden con el punto P, entonces el punto Q yva no tiene las mismas coordenadas

que antes, por lo que las coordenadas de Q referidas a los nuevos ejes x'yv’ las llamaremos

Q = (rz s }:.2" }

Q(xLy,)
(X ¥,)

P(x,y) x!
0(0'.0)

Para encontrar la longitud del segmento dirigido en término de los nuevos ejes debemos hacer la
siguiente asignacion:
P'=00) y 0 =)

por lo que la distancia entre P’y Q' sera

d(P,0") =l —0'F + (s -0'F =i f + (5] @

Finalmente, veamos que relacion existe entre los ejes xy y x'y'

Note que el punto Q' = (x}, ;) enlos ejes x' ' es el mismo punto O =(x,,y,) enlos ejes xy;

por lo tanto
X, = X + X} (4)
ya=y+y  (5)

-15 -



De este (ltimo par de relaciones, vemos que si deseamos expresar la relacion (3) en términos de

los ejes xy, debemos despejar las variables "primas” de (4) v (5), es decir:
Xy = Xy — X, (B)
yo=y,-y  (7)

al sustituir en (3) nos queda,

3

diP,Q)= \.'(.rg } + (LJ} = lu'llfxl —x,F +(y, =3 ) =d(P,0)
Por lo tanto, como era de esperar, las distancias medidas en cualquier par de ejes

perpendiculares a los ejes originales xy, es la misma. Sin embargo, analicemos un momento la
ecuacion (3). Note que nuestro segmento dirigido tiene su punto inicial en el origen (de x'y'), es
decir en P’ =(0',0) y su punto final en Q' =(xl,1.), y de esto el calculo de la distancia
(longitud) del segmento es inmediata, es simplemente

2 2

diP,0)= x."(.r; ) + (v; ) , que es un calculo sencillo.

Por otro lado, el segmento PQ tiene el mismo sentido que el segmento dirigido P'Q’, y dado
que tienen la misma longitud, de la definicion 1 se tiene que estos dos segmentos son
equivalentes.

De esto podemos concluir, que un segmento dirigido con punto inicial en (0,0) es equivalente a
otro con punto inicial en [.r,__y, ), ¥ que conserven el mismo sentido y magnitud. ¢ y cuantos de

estos hay? , tantos como elementos de R* = X' =Y, es decir, todos los segmentos dirigidos

paralelos al segmento con punto inicial en (0,0), con el mismo sentido y magnitud.

-16 -



p =

P> x

Note, que a partir de lo comentado anteriormente v es equivalente a un vector cuyo punto

inicial se encuentra en el origen, llamemos a este vector w = O_Q;, donde = (0,0)

Y
A
Q
4
P
QI

N

C P x

Si las coordenadas de Q' son (a.h), entonces el vector E=@ , tiene las siguientes

caracteristicas:

-17 -



1. Su longitud es igual a la del vector v =P_Q ( v no solo a el, sino ademas a toda unas

familia de vectores paralelos a v )

d(0,0')=la—0F +(h—0) = Va? +b*

al ser u y v equivalentes, se tiene:

Va* +b* = J(x, = x, ¥ +(v, = v, ) . Note que en el caso de ¥ tanto P como Q tienen

coordenadas diferentes de cero.
2. La direccion es la misma que la del vector v ( y no solo a el, sino ademas a toda una

familia de vectores paralelos a v )
Por lo anterior, se prefiere trabajar con el vector i en lugar del vector v

1.3 DEFINICION ALGEBRAICA DE VECTOR

Un vector # en el plano xyv, corresponde a una pareja ordenada de la forma [c;._.-‘)]. De aqui

0= (a__f)}.

_—

Lo anterior se desprende del hecho de considerar el segmento (0" =, donde & ={0,0) vy

Q' = (a.b)
La magnitud (longitud) de un vector # es la longitud de &l o de cualquiera de sus vectores

equivalentes. Igual ocurre con la direccion de i .

A partir de la definicién algebraica de vector, i = (a, b}, se tiene que:
a"(()._Q" }: |H =+a® +b*

Donde la notacién || denota la magnitud de i .

b
A

Q(a.b)

|_allD'Y

La direccién del vector i = (a,b), es el angulo & que forma i con el eje x positivo.
Este &« se acostumbra expresarlo en radianes, y ademas, como un angulo de la primera

rotacion, es decir, 0 <@ <271

-18 -



Ejemplo
Dados los vectores i, =(1,3), i, =(2.4), i, =(-2-3); halle
a) Magnitud de cada uno

b) Direccion

Solucion
|H|| = ﬂ,llll[]}l +|[3}—1 = "u'lrm

Para hallar la direccion, debemos encontrar « . De la trigonometria tenemos que:

Tano = f—), siempre que a =0
a

Por lo tanto

o = Tun"{fiw

a )

3\
Aplicando esto ultimo, vemos que «, = Tcm"{TJ = Tan™ (3)

a, =12490457724rad 6 @, =71,565°
liy| = (2) +(4)* =420

4\
X, =Tan™'|=|= Tcm_lﬁ}
Z 2

a, =11071487177%ad o a, =63,434°

lus|= V(= 2) +(=3)* =13
-3 3
o, = Tcm"{—J = Tcm"{—J
' -2 2
a, =0982793723247rad 0 a, = 56309
Sin embargo, este alguno no es el buscado, ya que este corresponde a un angulo del primer

cuadrante, cuando en realidad el vector i, esta ubicado en el tercer cuadrante. (A que se

debe esto?

Recordemos que la funcién tangente y = Tanx, es una funcidn periddica cuyo periodo es = y
en una rotacion ella es positiva en dos cuadrantes y negativa en los otros dos. Mas
concretamente, Tanea  es positiva en el primer y tercer cuadrante, y negativa en segundo vy

cuarto.

-19-



Tana = Tan(a +;T}

De la anterior relacion, si deseamos encontrar el angulo del tercer cuadrante que corresponde

a a, debemos sumarle 7 al valor obtenido anteriormente, es decir:
=0,982793723247+ 7 = 4,12438637684rad ©

a, = 236,309”

Sugerencia: No acepte incondicionalmente el resultado gue le arroja la calculadora. Ubigue

el vector en el cuadrante respectivo, y determine s es necesario o no adicionarle .

1.4 ALGUNAS OPERACIONES CON VECTORES

1.4.1 MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Sea @« <R unescalar,y iv=(c,d), entonces i =(ac,ad).

Si a este ultimo vector obtenido asi, lo llamamos v = aav, la magnitud de v es:

| | a:r_} + :'m'} —x.af e v atd? —1,.::5 e +d2]—'\,"!3tf (r_'2+d2}=|a-u'lr_'2+d2 =|a|w
Recuerde que M:JT.

De lo anterior se tiene que para hallar la magnitud de un vector producto de multiplicar un
vector por un escalar (diferente de cero), es equivalente a multiplicar la magnitud del vector
por el valor absoluto del escalar.

Ejemplo

Sea w=(-1-3) y a=-2,entonces aii=((-2)-1)L(-2)-3))=(2.6).

Por otro lado, veamos la magnitud de cada uno de ellos
W= J(=1)* +(=3F =10

lawf = /(2)* +(6)* =40 = \J4(10) = v2* V10 =|2]4/10

-20 -



Consideremos un wvector V' = I[u, b} con b= 0. La representacion de este vector en el plano

corresponde a:
¥
A
bl
a !
U a h x

La magnitud de V es || = Va® + 5% .

Ahora multiplicamos a ¥ por un escalar tal que a =1
al = a[u,.b}= [aa,ab}

|rxlf'| = \.".[aa}z +ab) = Mfrrxz (az + bz) =la Ja* + b’
El angulo )", lo hallamos asi:

g = tan‘]{ﬂ] c 9= tan‘]{f—}], que es el mismo anqulo del vector original 7, pero ahora al’
or o

en un poco mayor en magnitud que

¥
A

-21-



Por lo tanto, si multiplicamos a un vector por un escalar positivo mayor o igual a 1, nuestro nuevo

vector serd de una longitud mayor al original y apuntara en la misma direccion. Ahora sea & con

donde m<n y m,neZ" de esto nos queda:

o =ﬂ{(,__b]={ﬂ__ﬂJ

H n

| 52 2 2
i ma mb [m (2 2)
=|—J+— =.]—la" +b"|=
1! . N . h 1||||n‘

El angulo de a V, lo hallamos asi:

m

|a17'

"

m 3

—d
6 =tan!| 21—
m

—h

w1
1 b\'

)

f=tan"

{ 2 2
va© +h

. . - . . m
las siguientes caracteristicas (0 < @ < | podemos expresar a « (si este es racional) como a = —,

"

Que sigue siendo el mismo angulo del vector V, pero ahora ) es un vector mas corté en

magnitud que I, esto debido a que 2 <1
n

Y
A

P x

Por lo tanto si multiplicamos a un vector por un escalar positivo y menor que 1, nuestro nuevo

vector sera de una longitud menor al original v apuntara en la misma direccion.

-22-



Ahora sea a con las siguientes caracteristicas, —1 <« <0 , con la misma representacion para

9 . m X .
f como racional, es decir ¢ =—, donde m<n y m<0 0 n<0 (de tal forma que los signos

i
de my nson opuestos).

Y
< om : mea mb
i :—I[a._b}:{
"

noon

' 2 2 3
5 || ma ) mb [m~ [ 2 3 m
|051’|= I | + | =, [—la" +b7)=
W . \ w2 n

n n J

[ 2 4
Va +b°

El angulo de « V lo hallamos como sigue:

m 3
—
-1
f=tan | 1—
m
—h
n
3
-1 f)
d=tan | —
a

Lo que nos daria el mismo angulo de ¥, sin embargo, hay que tener cuidado ya que este no es

el angulo real de @} para ver esto representemos los dos vectores (V y ol )

¥
A

i

AR
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Para hallar el verdadero angulo de ab , debemos tener en cuenta las observaciones hechas en

parrafos anteriores con respecto a la verdadera ubicacion del vector, es decir & =&, +180° o
B=8 +rm
De aqui tenemos que la direccion de a,/ es opuesta a ¥, y ademas la magnitud de al’ es

m

2 g\' m
va© +b | yaque —<].
J

menor
n

|n
Por lo tanto al multiplicar un vector por un escalar negativo y mayor que -1, nuestro nuevo vector

serd mas “corto”, pero su direccion serd opuesta a la de V.

Finalmente consideremos el caso o < -1

aV =ala,b)= (aa,ab)

‘aif' — E.'Ilfau}! +lab) = a’ (a? + 52 i = |Oi va® + b
Como |a¥|= 1, se tiene que a¥ es de mayor longitud que ¥ .

En cuanto al angulo «} tenemos:

& = lan_]{a—IFJ

il |

A

af B . . 0
; 6, =tan ]{—|, pero ocurre lo mismo que el caso anterior, dibujarermos los
)

dos vectores (V' y al )

S

b

I

=

8
d
ol
3
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Nuevamente 8 =6, +180° 0 =6, + 7

Por lo tanto al multiplicar un vector por un escalar negativo menor que -1, nuestro nuevo vector

- & Ir . K B T
tendra una longitud mayor |ela® + 5% con |a|¢ 1, pero su direccion es opuesta a la de ¥

Ejemplo:

1. Sea u=(12)y =2, por lotanto au, sera:

cu = 2(1,2) = (2,4)
| = V1% +2% =5 ~2,23

laae| = 2* + 4% =20 = 4,46

El angulo sera:

_{2“
#, = tan TJ
6, = 63,43
8, =tan {EJ
8, =63.43
hd
A
4_—
A1 S [T e i
2 | .
T
Ejemplo:

Sea u«=(L2)y o« =—, por lo tanto au, sera

1
2

1 (1 1
orid = E{],Q}-{;JJ
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5 J5 1

7142 i
o= | V2 ||l+1= =22 =2 51115
V2 V4 Va4 J4 2

»

El angulo sera:

6, =tan"' IL =tan"'(2)
)
O = 63,43
¥
A

> x

por lo tanto e , sera
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B |"—| 2o-2Y a4 [5_
=5 () =55 =15

El angulo sera:

-2

6, =6343°
6=6,_ +180°
6 = 63.43°+180°
6 = 243,43°

Y
A

Ejemplo
Sea w=(1,2)y e =-2 por lotanto au, sera

au=—-2(1,2)=(—2-4)

-
|oe| = (= 2)* +(—4) =+20=245=~446
El angulo sera:

6, = tan"{%] = tan™'(2)

6, =6343°
g=0,_ +180°
6 = 63,43°+180°
6 = 243,43°
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p <

b

e A

VECTOR UNITARIO

Sea u=(a,b), entonces la norma de u es u|=+a’+b* , y el dngulo & se halla como

af t 1
& = tan ]{—J] ; multiplicamos al wvector « por el escalar azﬂ , es decir
It

o = L{u, b) = ; : (a,b)
|“| 1.."a2 + b2

a h
@=1T 2 2 [ 2
Na  +b" Nat+b

Encontremos la magnitud de este nuevo vector

2 2 f [
|a“ || a N h |I a’ N b2 llaz +h? q=1
— — — — ‘\ —
‘\l 1I‘.'r“-z +h2 ,,i.l'la?- + b2 Va? 462 a* 4% Va® +b°

El angulo de e

h
Va® + b’
o

-
g =tan

L m’raz + b*

i

6 =tan™ E]zg
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Por lo tanto hemos hallado un vector cuya magnitud es 1 y tenemos el mismo angulo que el
vector original. A este nuevo vector lo llamamos de ahora en adelante “vector unitario”, pues su
magnitud es 1 y apunta en la misma direccion del vector original.

Ejemplo

Sea u =(2,-3), entonces un vector unitario en la misma direccién de ves:

1
w=—

oo 1 (o3[ 23
R Y ol (Jﬁﬁ]

Donde [w|=1y 8,, =8, = tan™’ (-2—3)

8., =6,=-56.309° porlotanto

Enr = Ewl + 360°
6, =—56.309°+360°
#,=303.691"

¥
F

U
S
! -t
L

Donde hemos sumado 360°, ya que el angulo dado por la calculadora es un angulo del IV
cuadrante (-56.309°) y necesitamos su equivalente en valor positivo .
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1.4.2. SUMA DE VECTORES

Sean w =(a.b) y v=(c.d) , entonces la suma de v y ves:

H+v= {a,b]+ {r,d] — {a +c.b +a’],
Es decir efectuamos la suma de los vectores v y vcomponente a componente.

Graficamente tenemos dos alternativas a saber:

> Metodo del paralelogramo

<

Procedimiento:

= El origen de los vectores debe ser el mismo
= Trazamos un segmento de recta que sea paralelo al vector vy que inicie en la punta

del vector

|

= Trazamos un segmento de recta que sea paralelo al vector &y que inicie en la punta

del vector v
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T

£l

v
El vector suma de w +v sera el vector que va desde el punto inicial de u y v (origen

comin) hasta la interseccién de los puntos paralelos.

Método del vector desplazado:

u

<l

v (desplazado)

Procedimiento:

Desplace uno de los vectores (origen comun) de tal forma que el punto inicial de este

vector desplazado coincida con la cabeza del vector no desplazado:

¥V (desplazado )

>

e

by
Ahora la parte inicial del wvector desplazado coincide con la parte final del vector sin
desplazar; por lo tanto el vector suma de «+v sera el vector que tiene como punto
inicial el punto inicial del vector sin desplazar y como punto final, la cabeza del vector

desplazado.
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Lo gue nos produce inmediatamente

-

=
+ 4
=

MNota: A partir de las definiciones, es claro que lo vectores a sumar deben estar expresados en

forma rectangular

Ejemplo:
Dados lo vectores w =2 230° y v =1 £45°, efectuemos u« + v, analitica y graficamente:

i\

Este procedimiento que es analogo al del paralelogramo es Gtil cuando nos dan los
vectores en la forma trasladada, es decir, la parte inicial del segundo vector coincide con

la parte final del primer vector, asi:

.1'_'.‘

=)
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Lo primero es presentar ¢ y v en forma rectangular

u = (2c0s30°)i +(25in 30°);

[f ] 1)

U= ~.|'f3:?+j

u=(v3.1)=(1.73,1)

~
=
I I

v=(2cos45°) +(2sin45°)]
V2. 2.
1L,:—.r+—.r"
'3
- 2
. [x# wf)] (0.70,0.70)

Como ya se encuentra en forma rectangular podemos efectia la suma, es decir:

. > >
u+v= [u"3,1]+(%,£] ( i3 +£ 1+ ‘“2]

v+v=(1.73+0.7,1+0.7)=(2.4

4

3.1.7)

1,70
.//-(/
e~
2/— = A
2 | v M0
J"/l-i |

O JEZ

E) ﬁ 2.43

IS

Mote que si el angulo de v es a; el de v es «,, entonces el angulo del vector suma w+v

(lamémoslo & ) estara dado por @, <O <a, Si @ <a, O

ﬂ']{:g{:ﬂ'zr si ﬂ'gﬂfﬂ”. Si

) = x>, el angulo ¢ =@, = &>, que corresponderian a la situacion en que « + v estan sobre la
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misma recta (son paralelos)

1.4.3. DIFERENCIA DE VECTORES

A partir de la definicion de suma de vectores y de producto por escalar, la operacién de resta dos

vectores surge de manera natural.

Sean u = {aJ:) Yy v= [c,a’] , entonces la diferencia de v y ves:

u—v=u+(-1)=(a,b)+(-ec~d)=(a—-c,b—d), en cuanto a la representacién grafica tenemos:

=)

b

—

¥

Si deseamos realizar, por ejemplo & —v, podemos multiplicar a v por el escalar —1, lo que nos

invierte la direccion de v asi:

1
4 >
¥ 7
Ahora podemos efectuar la suma de ¢ vy de {— f-‘)
ST T
/ H—V
.
‘\\ I;E
= >
= 5
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Regresando al primer grafico tenemaos:

e Tl
7 | s 1
f
u
= »-
v
Se acostumbra, trasladar el vector « — v de tal forma que coincida con los puntos finales de « vy
de v, asi:
/ U—v
2]
Vv

Otra forma de hallar el vectorresta de v v v 0 de v y u, es la siguiente:

w,

» Partiendo de los vectores vy v el vector que nos piden determinar (u#—v 0 v—u ), le

asignamos un nombre a dicho vector

oo,

=
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Mote que en el grafico anterior estan determinadas las dos posibles direcciones para la

diferenciade v y v 0 v y v (las he llamado w; y w- ).

En estos esguema SIEMPRE se satisface una suma (en forma grafica). Entonces la

escribimos y despejamos w; y w, segln corresponda.

En el grafico de la derecha, se cumple (empleando la suma grafica de vectores ¢ “suma de un
vector desplazado™) :

u+w =v,porlotanto wy =v—u
En el grafico de la izquierda se cumple :

v+w, =u,dedonde wy, =u—v

Para evitar confusiones acerca de la direccion sugiero se emplee este método.
Ejemplo

Dados u =(2~1)y v=(1,3) efectué u—v
u—v=02-1)+(-1,-3)=(2-1-1-3)=(1,4)

- S

-7 (remsiadad o)

-
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MNote que si nos dan el esquema siguiente, y nos piden determinar cual es el nombre del vector,
el hallarlo empleando la forma alternativa es sencillo. Veamos:

@-5) 6 b-a

—

b

De la suma de vectores se tiene a+ 1 =5, por lo tanto w=h—d

1.4.4. PRODUCTO ESCALAR

Definicién: sea u = a,h y v=(c,d), entonces el producto escalar de u y v, que se denota u -v,
es:

v =ac+bd

De esto ultimo, se tiene que w-v=v-u (debido a las propiedades de campo de los numero
reales).

De la definicion se tiene ademas que:

TRITES [a._f;}- [cr.,b}: I[a}[u}+ {f)}‘:h} =a’+b?
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Paor lo tanto
I| a “¥
|'H =+va +h"
3
|H “ =a®+ b2

De lo que podermos escribir que:

2 y f
.|H =n-u 0 H|=\'H'H

Interpretacion geométrica del producto escalar

Consideremos los vectores u = a.b y v=(c.d)

- W
u

—_—
Y tenemos el vector w=v—u (podria emplearse naturalmente, u—v ), ahora encontremos ala
norma de vy v

[ 2 3

|H =+a“ +h*
2

|H =q® + b?

[ 4

|1.= = \n'("' +d"

|1.=2 =c'2 +a‘12

£ es el angulo entre los vectores ¢ y v para hallar @, note que conocemos los lados que lo
conforman, por lo que podemos acudir al teorema de coseno.

-38 -



uz = bz + £'2 —2hecos A

Para nuestro caso tenemos:

v —ul* =[uf +[v|* - 2up|coso
Despejando

e i

(1)
S

cosf =

Ahora encontramos |v - n|2

|,_,. - H| = v.u"l{c'—a)z +(d - .El}z
|F—!‘:‘|2 = {r_'—u}z +{d—b}2

Sustituyendo en (1)
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{E'—{I}E +{d—f)}2 —|4::2 +h? —|<-3 +d2|

cos@ =
= 2ful
. ¢2 —2ca+@® +d* - 2bd + B2 — 4° — B —¢* — 4>
=2l

cos 6 = —2ac —2hd

= 2
cos @ = —2(ac + bd)

—3|H||1=|
cos 0 = ac + bd

[

El numerador es precisamente « -v = ac+ bhd , por lo tanto

Para encontrar el angulo hacemos:

u-v

# = cos™ {—

el

El angulo @ esta definido como el angulo no negativo mas pequefio. Este siempre es posible

.

Y

elegirlo de maneraque 0 <@ <x

=1
=}

=l
¥
.
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<l

Note que todas estas representaciones nos permiten elegir siempre un angulo positivo (En el
sentido contrario a las manecillas del reloj)

Ahora de la formula del angulo

(2)

cos@=2"
e
» Si =107, entonces cos0°=1 y nos queda

u-v

I

1=

» Si #=180", entonces cos(’=—1 y nos queda

L
[

Es decir si dos vectores son paralelos el lado derecho de la ecuacion (2) serd 1 0 -1
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— OD
i = 4
o 7 >
= / D
Vv
2
- 180¢f
- £ .
e |::> F _ = r
i V £
v

De la formula del angulo

cosf=_——
el
cos & =90°
cos =0
Por lo tanto
vy
o

M= 0)

u-v

=0 0 lo que es equivalente «-v=0,(ya que al ser u #0 y v= 0, sus magnitudes |u|+0 y

A

3

=
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Ejemplos

I. Dados u=(-1 (2.1), encuentre el dngulo entre ellos.

u-v=_(-13)- {"1} -2+3=1
|n|:~."" ]:I"+|[3}2 =410
||— ]} —\.3

Por lo tanto

cos@ =2

IHI |

Cﬁﬁg—ﬁ
1045

cosd = 7
VA0

3
&’:cos"{ .-] |
~a0

6 =81.869°

Y
A

=
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II. Dados u=(1-2)y v=(2.1), encuentre el angulo entre ellos.
u-v=(L-2)-(2])=2-2=0

Por lo tanto el angulo entre ellos es 90°

¥
A

III. Dados w =(J?==]) y xsz[—],a},encuentre e tal que el angulo entre v vy vsea de S?ﬂ-

De la formula del angulo tenemos

ST u-v
COS—= ——
3] |r:||~.:
=3 _un
2 ‘H|1 |
Ahora
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Remplazando

oi -3

Wi+a? 2
a -3 =-3V1+a>

Elevando al cuadrado
,
7 [ -
- =[5
a3+2aJ§+3=3@+a2)
a’-2a\3+3-3-3a> =0
—2a?-2a3=0
—at—av3=0
= a{a +«ﬁ)= 0
Por lo tanto
a++3=0

o =1}
:3-11:—'\,@

De manera que, para que « Yy vformen un angulo de 1509, se requiere que a =0 0

@ =—+/3 , en cuyo caso los vectores seran:
o M= (\EJ) ¥y v= I[— ],U}

o r:=(\u"l3._]) i 1.==(—]._~.,-'r3)

%;
3__
2__
1_——
——f-— F | ! > %
S =
1.1
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3__

2__

1_——
| | T{ H > x
-1 e
it

-3

Lo

1.5 PROYECCIONES

Consideremos el siguiente esquema, y deseamos encontrar la “sombra” del vector v que cae
perpendicular al vector v. A esta “sombra” la llamaremos la proyeccion del vector & sobre el
vector v vy sera de la forma:
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Para hallar este nuevo vector, llamado proy,u, primero consideremos esta situacion:

[. Como escalar.

Compu

Agui conocemos la norma de ¢ v la longitud de la “sombra” la llamamos componente de v
sobre v (Comp,u), naturalmente Comp,u es un escalar.

De trigonometria elemental tenemos:

comp i

[

comp u = |H| cosd

cosf =
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II. Caso vectorial

bl

&

proy U ¥

Para obtener el vector prov,u dado que ya conocemos su longitud (Comp,u) ,
multiplicamos la componente de v sobre v. por un vector que no afecte su longitud, v
este es precisamente un vector unitario que debera ir en la misma direccion de v ya que

proy i , va en esa direccion. Es decir:

) o
(_'rmapvn[— ‘= |H|C059{— ‘
|]':|_.-Il |1:|/I

proy,u = |'H| v cosd
M

ﬂ, por lo tanto

Sabemos que cosd =
jelv]

(URPTRRY
proyu = |;ir| —_——
Ml el

m-v .

PRE
v

Por lo tanto

proyu =-—5

™
-y |.

o
2

vl

M)

Ahora, podemos escribir Comp i un poco mejor.

pray 'y'“ =
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Comp u = |n‘c05e‘?

Compu = MW

(2-v)
i

Compu =

Observacion: si deseamos encontrar la proyeccion de vsobre ¢, basta con sustituir ¢ por

v y vpor ¢ en la formula de proyeccion.

Graficamente pueden ocurrir dos casos:

[. Elangulo entre uy ves menor a 90°

7!

&

—_

¥V

>

II. El angulo entre ¢y ves mayor que 909, pero (naturalmente, a partir de la definicion de

angulo entre vectores) menor o igual a 1809

—_—

V

Entonces prolongamos la linea accion del vector v
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proyLt

Ejemplo:

Dados u =(1,-2) y v=|2

2), encuentre:

L prov,u
Il proy,v
Solucion:
L proyus= % it
i
u-ve=(1-2)(2,2)=2-4=-2
M = @F +(@F =8
Proyu = —& {2,2)
proyi = . (2,2}
4
proy u = _—1 _—1]
K v 2 ’ 3
II. proy,v= “1‘;];}

f?
w-v=(1,-2)(2,2)=2-4=-2

WP =0 +(=2)*=5

proy.u =

-2 4
oy = —,—
proy, P
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2. VECTORESEN R’

’ . 2 .
Analogo al trabajo efectuado con los vectores en R°, obtenemos una correspondencia que
permite definir un vector en R . Serd esta pues, una terma de numeros {.x._y._ z), de la cual
podemos pensar en un segmento dirigido, que va del origen al punto en cuestion.

Si denominamos al punto (x, v,z), el punto P y el origen del sistema tradicional O (D.,U__U},

—_ >
entonces el segmento dirigido OF |, sera.
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Entonces para cada punto del espacio R3 , existe un vector que va desde el origen al punto,

razon por la cual la notacion para vectores y puntos es indistinguible. Entonces nos referimos a

un punto en R” como (x, v, z), de la misma forma que un vector con punto inicial en el origen.

Los ejes x, y,z se acostumbran a representarlos por el esquema siguiente:

z
A

Que es un sistema de mano derecha, en el cual el dedo indice apunta en la direccion positiva del
eje x, el dedo medio (o corazon) apunta en la direccion positiva del eje y, v el dedo pulgar
apuntara en la direccion positiva del eje z este procedimiento debe realizarse con la mano
derecha.
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REPRESENTACION DE PUNTOS EN R’

Para representar puntos en R~, un procedimiento eficaz es representar inicialmente, las primeras

coordenadas que representan un punto en el plano x, y(en el cual se basa todo el trabajo del
capitulo anterior), y posteriormente ascender en forma paralela al eje z el nimero de unidades
que indica la respectiva coordenada.

z

A

s Oy, 02

o~

x

Ejemplo
Representar el punto (1,2,3)
Inicialmente  representamos el punto  correspondiente al plano x,» es decir

z

A

U‘u,e.un

o~

P'(1,2,0) *

Finalmente debemos subir tres unidades en forma paralela al eje z a partir del punto P’
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|

Fin

£ L

L PIL,220

2 al

&

a0 =

i % iy Emplennas Lo medldo w
25 .

. I

\‘/;L_/E'"[LE,[I)

y 3

X

Ejemplo 2

Representar el punto (- 1,-3,-2)

-

}_
.__’__/"

= fat

Pri-1,-2.00 A -

L 5
1 1 ! ! ] 1

-z e 1 B 3

2
F—1,~3,~E
o _al
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2.1. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS (Euclides)

Consideremos inicialmente los puntos 0(0,0.0), y Pla.b.¢)

z

A

Poakc

Para hallar la distancia entre Oy P (d(OP)), consideramos inicialmente un punto P'(a,b,0)

z
'y

le,b0)

Flia, b
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Para obtener el punto P(a,b,c), a partir del punto P'(a,b,0), requerimos desplazarnos paralelos
al gje z vy al ser los tres gjes lfx,_v.:}, perpendiculares entre si, este desplazamiento de P' a £,

sera perpendicular al plano(x, y), de aqui que el triangulo OP'P, sea rectangulo.

Para hallar la distancia O a P, podemos emplear el teorema de Pitagoras, que quedaria:
[d(0P)F = [a(0P)} +[a(PP) (3)

La distancia ' a £ la conocemos, pues es el valor que debemos desplazamos de Pa P’ en
forma paralela al eje z es decir d(P'P)=c
Para hallar d(OP'), nos remitimos al plano xy, es decir:

z

A

" Plig,b0)

Aqui la distancia de O a P', es la hipotenusa representada por el triangulo OaP', por tanto:
[d[()P'}]E =a® +b?
d(OP")=~a® + b

Remplazando en la ecuacion (3), tenemos:
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[d(oP)F =[d(oP)} + [d(P'P)P
d(opP) = \,"I[d[()P'}]E +[a(PP)P

dl[()P}= 1|LIIll(w‘."a2 + b2 ] + I[c'.}E

d(OP) = Va? + b +¢?

Para encontrar la distancia entre dos puntos P(.r]._y]._:]} y Q{xz._.vg._:g}, procedemos de la

f 2 f f : | 8
misma forma que en R°, es decir, consideremos una terna de ejes perpendiculares entre si
(llamados x'v'z"), en los cuales el punto P corresponde al origen.

El‘l

A

-l

iy, v )
.

/

== v
b ol oy ¥

™

El procedimiento es similar al realizado en EE, de donde

[ 3

d(P,0)=(x; =%, ) + (32 =31 f + (22 - 1)
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Ejemplo:
Encuentre la distancia entre los puntos (2,,-1) y (3,-1.2)

d(P,0)=(2-3) +(1+1) +(~1-2)

d(P,0)=V1+4+9
d(P,0)=14

De la forma analoga a R?, se tienen las definiciones para vectores equivalentes, vector unitario y
magnitud.

Ejemplo.

Dado u = (~2,3,1), halle un vector unitario en la misma direccién de w.
¥

"

ol = =27 + BF +(1)* = 14

Por lo tanto

1
w= ﬁ(' 231)
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2.2. VECTORES BASE

En RS, contamos con tres vectores unitarios que van en la misma direccion de los ejes
coordenados a saber:
i =(1,00); j=(010); k=(00,1)

F

A

"
Que son de gran utilidad, ya que formalmente hablando, cualquier vector en Rs, puede ser
escrito como la suma de ello tres, multiplicados por unas constantes apropiadas.
Ejemplo.
Exprese el vector u = (2,~1,4), en términos de los vectores base i, | y k
u= L']:'ﬂ+c'3j"+c'3!;

Donde ¢, ¢4 ¥ ¢4 son constantes apropiadas, para nuestro caso:

(2,-1,4)= 2(1,0,0)+ (- 1)(0,1,0)+ 4(0,0,1)
(2.-1,4)=2i - 1]+ 4k

Definicién altemnativa: la direccidn de un vector v en R°, esta dada por el angulo &, Byvy,
que son los angulos que conforma en vector ¢ con las partes positivas de los ejes x, v y 2
respectivamente.

-59 -



y 4
)
;S —
i
-'llllr H
/
<& 7 i
e
b
z
5E t
wzl?
JE r A
x
B of
s 1
Entonces
|': . ™y
(1.0.0)- { . |
ZRZNC
COSs of = = L
7] 1 Jee]

Note que con los vectores base i, j y k podemos encontrar estos mismos angulos y serda mas
sencille aun, si en lugar de trabajar con el vector dado v trabajamos con un vector unitario en las
misma direccion de w.

Muestro problema se limitaria a:

= (c:._ b, c'}

{ 2 2 2
|H‘='\.I(J' +bh° +¢e

a b C

2 2 27 [ 2 2 N 2
a“+b"+c¢° NaT+b " +c° AVaT+ b+
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&

]
: 1
Entonces
- (1.0,0)- [ b , <
COS r = i-w | | |"| |”| LA
|ﬁ|| H'i 1 |n'|
(0,1,0) [ |
oS o = _ |r." |r." |n| b
|~f |“-i ] I
b e
) (0,01)| —, —+—
k-w |n‘ |u‘ |z.'| e
oS =——= -5
|k ] 1 "]
De aqui
3
a=cos ! [i
] )
B =cos”
[h

¥ == CO0Ss ][i
| )

Los cosenos de estos angulos son denominados “cosenos directores del vector o'
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Ejemplo.

Dado el vector u = (2;],4}, encontremos los cdsenos directores del vector y los angulos &, 5y
y.

Solucion:

Primero hallemos un vector unitario en la misma direccion de

Ju| = \."'(2}2 +(=1)* +(4)* =421
Por lo tanto

" 1 . 2 -1 4 )
W= —= (2-14)=| —, )
W V21 ) {_«.-'21 V21 JHJ

Ahora calcularemos el angulo entre i y W

\
2 -1 4
(1,0,0)- et
!-“1}1_. \."rﬁ V21 |\"I21 q
OS¢ =—= L= =
i 1 21|
a—cm_][ 2 1
- W21
o =04.12°
Angulo entre j y W
. g —
(0,1,0)| —, L, 4_
Fow V21721 ‘421‘ _1
COS@ =—— = =—
|;||u| I ‘\-"2 1‘
o= cos_]{__lw
~21)
o =102.6
Angulo entre &£ v i
Y
[U,tu]{ i -1 , 4
cosgx:‘{;"“= 217 21 ﬁ.-’21|(}: 4
|ﬁ; || 1.-|.-'| 1 |'\.-"'§|
or = cos_][ 4 )
«u-'rEIJ
a = 29 _2°
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e—102
e T -
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Las definiciones de paralelismo, ortogonalidad, proyeccion de un vector sobre otro y componente

de un vector sobre otro son andlogos a las obtenidas para R*
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Opcional

Sea u=(a,b,c)y v=(d.e.f)

lu|=a® +b* +c*

V= *Jm

M=d* +e* + f?
w-v=_ab,c)(def)=ad+be+cf
v-u=(d.e,f)-(a,bc)=(d-ae-b,f~c)
o =l +le—bP 4]/ —cf

Del teorema del coseno

{d—a}z + {E*—."J]z +{‘f‘—c'}2 —|uE +b? +¢? ‘— |dE + e’ +f3

cos =
- 2|H||1=|

cos 8 = 0% =2ad + @* + ¢* = 2be+ B> + 2 =2cf +¢* —@* =B —¢? —¢? -

T — 3|H||1=|
cosf = 2ad -2be-2cf
T —3|H||1=|
cosf = 2(ad + be + ¢f)

T —E|H||1f'|
cos = v

e
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2.3 PRODUCTO VECTORIAL

Definicién: Sea u = (u,u3.u3) y v =(v;,v2,v3), entonces el producto vectorial (cruz) de & y v,
notado por wxv, es:
Hxy= {H2V3 i Vzlq'j)f ""(Hﬂ-’j — Wi, )}+{H1V2 i 'I-’ﬂc'z)k

cuyo resultado es un vector [4]

Llamemos a este Gltimo vector w; es decir w = u x v vy realicemos estos dos productos escalares:

I weu
II. wov
Veamos

weu = ({ng_g = Valiy,—HjVy + Vi3, W Vs — Vilia l}'l:;i!] ._Hg._i:;)
WOl = WliaVy — W Vally — WalijVy + WaViliy + Ul Va — H3Vyida

wep =10

Ahora
Wwey= (Hgv_; —Valiy,— U Vy + Vg, 1V —1=]H3}-<H] ._ng._n3:3
WoV = HWliaVy — W Vally — WaligVy + WVl 151V — WV Ha

wowr=1

£ T"‘L
7

~
= 3 b t

"

Note que en ambos casos w=u x v, producto escalar con vy v respectivamente, nos dio cero, lo
que indica que w es perpendicular a ¢ y ademas es perpendicular a v. En otras palabras uxv es
perpendicular & u y a v simultaneamente.

La forma de encontrar la direccion de wx=v, es nuevamente empleando la regla de la mano
derecha, es decir el dedo indice ira en la direccion de u, el dedo medio (o corazon) en la direccion
de v por lo tanto el producto vectorial ira en la direccion que va el pulgar. Hagamos un par de

ejemplos
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Imagen obtenida de: ALGEBRA LINEAL
Autor: Stanley Grossman. Quinta Edicion.
Pag. 251

Ejemplo
Indique la direccion de « xv, dados los vectores segun el dibujo

A

u

3

De lo anterior es claro que dados dos vectores ¢ y v (no colineales), existen dos vectores
perpendiculares a ellos dos simultaneamente (realmente existen infinitos, basta con multiplicarlos

por un escalar). El sequndo vector va en la direccién opuesta al primero, es decir, si w=uxv,

entonces el otro vector serd —w = —(wxv)
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U

Note que para obtener — (u xv) basta, con apuntar el dedo indice en la direccion de v, y el dedo
medio en la direccion de v De agui, dado el orden en que se efectle la regla de la mano

derecha, se tiene que uxv = —(uxv)

Imagen obtenida de: ALGEBRA LINEAL
Autor: Stanley Grossman. Quinta Edicion.
Pag. 263
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Algunas propiedades de producto vectorial

I wxv=—(uxv), (propiedad anti-conmutativa)
L (car)xv=ealuxv)
L wx(v+w)=(wxv)+(ux w), (Propiedad distributiva)
IV. (uxv)-w=u-(vxw), (Triple producto escalar de u, v y w) [5]

Ejemplo

Dados los vectores u = (3,1,2) y v =(-2.1,-1), halle un vector unitario que sea perpendicular a v

VA
Primero hallamos « = v, que sabemos es perpendicular a v ya v
uxv=[(1)-1)-()F - [E)N-1)-(-2182)li - [3)X1) - (- 2)1)k

uxv=-3i —j+5£‘
W= —3:?—“?+51l'1T

Verifiguemos que w-u y w- v, Sean cero:

weu=(-3-15)-(31,2)=-9-1+10=0
wev=(-3-15)(-2,1-1)=6-1-5=0

Ahora hallemos el vector unitario de la misma direccion de w

|1r|.|— 1)2 }2

|H"| = 1,135

Por lo tanto
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PROBLEMAS

Encuentre la magnitud v direccion de los siguientes vectores:

a. it = (=2,5)
b. v=(-+5.-3)
Respuestas: a. |u|=+v29 ; 4=111.8" b. =414 ; 6=2333°

Dados los vectores i, =(=1,3), i, =(-2,-3) y i, =(4,1), realice:
a. 2u, —3u,

b. -2u, +4u, —u,

Respuestas: a. 2ii, —3ii, = (4,15)  b. —2ii, +4ii, —ii, =(-15-17)

Dados los vectores i, =(—1,3) y i, =(4,1), encuentre en dngulo entre ellos.

Respuesta: & =94,39"

Dado el vector #, =(-1,-8), encuentre un vector unitario en la misma direccion de #,.

(-1 -8)
Respuesta: w:( J

V65" V65

Encuentre un vector i, cuya magnitud y direccion sean la de |u|=2; 8= %

Respuesta: i =+/2i ++/2]
Dados los vectores ii, =2i =3/ -2k y wu,=—i —3]—4k, encuentre:
a. Elangulo entre i, y u,

b. El producto escalar entre u, y u,

c. El producto vectorial entre u, y u,

Respuestas: a. 0=44,48" b. (u, eu,)=15 ¢ wxu, =6{+10j-9%
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7. Encuentre la magnitud y cosenos directores del vector dado.
a. u= :'H—f+4£
b. u=-2f —j -4k
L'n:*n:nw;,-‘_’i‘—_—l'u:*u:mw;;rf— 4

o =7636"4=10363":y=19,47"

Respuestas: a. CosSa =

-2
b. COs & = 1CO0SY = —

2 -1
——cosff=——
V21 J21 V21
a=11587" f=102,60";y =150,79"
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AUTOEVALUACION

1. Encuentre dos (2) vectores unitarios que sean ortogonales tanto a w=2i + j — 2k como a
v =47 + 3k (simultdneamente).

2. Dados u=(1,-2,4) y v=(2,-1,2), encuentre proy,u

3. Sea P=(-112)y R=(013). Encuentre un vector unitario cuya direccion sea opuesta a

la de PR

4, Determine si los vectores dados son paralelos u ortogonales.
u=4i-Tj—6k , v=i-2j+3k

SOLUCION:

1. Por definicion el vector buscado es precisamente el producto vectorial de w v+, es decir,
Sea u=1(21,-2) y v=(0,4,3), entonces el producto vectorial (cruz) de & y v, notado
por mxwv,es.
uxv=(13) = (D-=2)¥ = (23— (=)} + (2@ = (OD))k =11 — 6] + 8k
Ahora, este ultimo vector, lo hacemos unitario. Sea W, este vector unitario, es decir,

P (11-68) {11=—5,3}=[ 11 -6 3]

¥
i

JayT et +® V221 \V221 V221 2210

Finalmente, el otro vector unitario pedido es el que apunta en la direccion contraria, es

S - . 11 6 8
decir, w, =-w,. Entonces, w, =| -—,—,—— .
) 221 221 +/22]
De manera que, w,,w, son dos vectores unitarios que son ortogonales a « y v
simultaneamente.

2. Dados u = (31—14] ¥ v= [2,—],2}, encuentre prov,u

A
#ev |,
proyu = -V

¥ J
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2
proy,u :1;{2,—1,2}

9

24 -12 24
proyy=|—,—,—

9 9 9

8§ —4 8
proyu=|—-,—,—

3 3 3

Sea P=(-112)y R=(513).

Primero hallamos el vector en la misma direccion de PR .

Sea i = PR =(5+11-13-2)=(6,0.1)

Ahora hallamos el vector unitario en la misma direccion de PR . Sea este i . Entonces,

5 (6,0.,1) _(6.0]) _[ 6 | ]

0,
J37 7 A37

VO + (02 +()* 37

Finalmente, el vector pedido, que va en la direccion opuesta, lo obtenemos multiplicando
a w par (-1), es decir,

B ) 1 ) 1

e _(E’“’EJ - (‘ E’“"E]

Determine si los vectores dados son paralelos u ortogonales.
u=4i -T7j-6k , v=i-2j+3k

Empleemos la relacion del angulo entre dos vectores, es decir:

H-v

e

(uov)=(4,-7-6)e(1,-23)=4+14-18=0

cosf =

Como el producto escalar es cero (0), los dos vectores son ortogonales.
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3. MATRICES

Definicion: Una matriz es un arreglo de filas y de columnas organizados de manera tal, que
cada entrada contiene una determinada informacion.

Motacion: las matrices usualmente se notan con letras mayusculas v en algunas ocasiones con
doble rayado.

Ejemplo:

Jorge un tendero de la zona registra la venta neta en Kg de cuatro (4) de los articulos mas
solicitados de su tienda, y los dias en que estos ocurre. La informacion puede resumirse como:

T Lunes Martes Miercoles
Aneja 20 32 40
Papa 15 8 20
Yuca 10 12 15
Tomate 5 8 10

Note la informacion anterior, puede entenderse como un arreglo de informacion ordenada por
medio de filas y columnas. Si las revisamos verticalmente (es decir, por columnas), la primera nos
brinda la informacion de la cantidad (en Kg.) vendidos de los cuatro (4) articulos el dia lunes, la
columna dos (2) la del dia martes y la tres las del dia miércoles.

Ahora, si revisamos la misma tabla en forma horizontal, la primera fila nos indicara la cantidad de
Kg de arveja vendido en los dias lunes martes y miércoles. Igual ocurre en la segunda fila donde
la informacion suministrada seria la de la papa y asi sucesivamente para la yuca y el tomate.

La informacion anterior podriamos representarla de la siguiente forma.

200 32 40
{= 15 8§ 20
10 12 15
5 9 10

Donde el significado de las columnas v filas es el mismo que el especificado anteriormente.
Presenta la ventaja de haberse extraido la informacion relevante, lo que permite eliminar los

rotulos o etiquetas de columnas y filas
ENTRADAS DE UNA MATRIZ

Regresemos al ejemplo anterior.

La cantidad de yuca vendida por Jorge el dia martes y miércoles respectivamente es 12 y 15 Kg.
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La informacion de los 12 Kg. de yuca vendidos el dia martes, se halla en la fila 3 y en la columna
2. De la misma forma los 15 Kg de yuca del dia miércoles se encuentran en la fila 3 v en la
columna 3.

El numero de datos contenidos en la tabla 1, es de 12 que corresponde al producto del numero
de elementos que hay en cada fila, por el numero de elementos que hay en cada columna, de
esta forma en cada fila hay 3 elementos y cada columna hay 4 elementos.

De esta forma, si tenemos una matriz con m filas y n columnas, el nimero de entradas serd
mxn , a esto lo denominaremos tamano de la matriz.

Simbdlicamente, seria:

[columna(l) columna(2) - columna(j) - columna(n)]
2 4 v i
fila(l) >
fila(2) —
fila(i) —

fila(m) —
A partir de lo anterior, resulta natural pensar que para referirnos a una posicion particular de la
matriz sera necesario hacer alusion al nimero de fila y al nimero de columna.

Si regresamos al ejemplo de Jorge, lo vendido el dia martes (12 Kg de yuca), podriamos

representarlo como a,, =12, donde el numero 3 hace referencia al numero de fila y el 2 al

numero de columna.

En general, una posicion cualguiera de una matriz m xn se representa por a,, donde /representa

la fila i-ésima de la matrizy j la columna j-ésima.

[columna(l) columna(2) - columna(j) - columna(n)]
\) \) \) !
fila(l) = a, a, a; a,
fila(2)—> iy, a5 dy s,
fila(i) — ay a,, e ay T a,
fila(m)— a,, s o s v a,.

En nuestro ejemplo de Jorge, las respectivas entradas
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(f” ZEU (]'“:]5 '“.H =][_} 'ﬂ_”=5
a, =32 dy, =8 a, 12 ay =9
a, =40 a,, =20 iy 15 ag; =10

3.1 OPERACIONES CON MATRICES
Mejoremos un poco el ejemplo de Jorge vy supongamos que los datos contenidos en la matriz 4,

corresponden a las ventas de la primera semana de Enero, las ventas de la segunda semana son:

TT— Lunes Martes Miercoles
Areja 12 14 18
Papa 20 18 25
Yuca 6 9 12
Tomate 10 10 12

Que podriamos representarlos por la matriz B asi:

12 14 18

200 18 25
B =

6 9 12

10 10 12

Si en algun momento dado, quisiéramos conocer los Kilogramos de arveja vendidos en las dos

semanas el dia lunes, necesitamos sumar 20+12 =32Kg . De la misma forma podriamos obtener

la cantidad de Kilogramos de cierto producto vendido en un dia particular en esas dos semanas y

tan solo bastaria sumar las respectivas posiciones en cada matriz.
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3.1.1 SUMA DE MATRICES

Es decir cada entrada de la matriz suma, se obtiene sumando los respectivos elementos a, y b,

de cada una de las matrices.
Nota: el tamano de la matriz debe ser el mismo.

Ejemplo 1:
1 23 -2 5 7
55&‘*{4 5 ﬁ]""&{g 1 13]
1+(-2) 245 3+7]_[-1 7 m]

Entonces ‘”B:[ 449 5411 6+13] [13 16 19
Algunos autores acostumbran a emplear el término “suma componente a componente”, para
significar la suma de los respectivos a, de cada matriz.

Ejemplo 2:

Si Jorge quisiera saber lo que vendid en las dos semanas, deberd realizar la operacion A+ B, es

decir:
20 32 40 12 14 18
e 15 8§ 20 B 20 18 25
1 12 15 6 9 12
5 9 10 10 10 12
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35 26 45
A+ B=
21 27
15 19 22
Ejemplo 3:
1 -1 2 4 6 _
Dados A= y 3= , realice A+8
4 3 8 10 12

Respuesta: no es posible, ya que el tamano de las matrices no es el mismo. Los elementos b, v

h,;, no tienen elementos en A con quien sumarse.

Forma alternativa de representar una matriz
1. Forma de fila

Consiste en pensar en cada fila de la matriz, como un vector con n componentes (si la

matriz es de tamafio n x m)

(II i HIE (II 3 s (l‘nl (II
fyy  fay  lyy vl |, i,
A=| : : " | oenformadefila, A=| " |, donde:
o [ ) (£ . (2
a, :[“H G . o “ln]
a."r = [ﬂ."ﬂ aml (;."73 o “.'vr.rr ]

2. Forma de columnas

Consiste en pensar cada columna de la matriz como un vector con m componentes, (si la

matriz es de tamano m x n)

¢ iz dp Gy
L A A -
A=| * = " “ |, 0 en forma de columna
L Qs Lo R L
da, a,
oy iy,
] L
.'I=[u| a, a, -+ a, ],dﬂr‘tde a = ce. @, =
L ] L]
] L
Lo LEp-
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Nota: De estas definiciones es claro que, por ejemplo, si deseamos sumar dos matrices A
y B, representada en alguna de las dos formas anteriores, se requiere que cada vector
tenga el mismo nimero de componentes ,lo que coincide con la definicion de suma de

matrices dada inicialmente (esto implicaria, que el tamafio de las dos matrices sea el

misma).

Es decir sea:

"’=[ a a, a, -4 ] Y B=[ b, b, b, --- b, ] , entonces
A+B=[ a +b a,+b, a,+b, - a,+b, ]

Ejemplo 1:

1 35 4 6 11
A= ; B=|
2 4 6 59 12

Entonces A y B en forma de columnas serian:
A=la, a, ag] s B = [f)l b, bg]

1 3 5
Donde a, = a, = a, =

2 - |4 ' 6

4] 6 11
Y b = b, = h, =

5 - 9 ' 12

De donde A+ B = [c:l +b a,+bh, a+ .Elj]
1 4 3

a +b =| |+| _|=
3] [e] [9

a, +h, = + =
5] [11] [16

a,+b,=| |+ =

R N [] E—I |718—|

5 9 16
7 13 18

Por lo tanto .»I+B={ —l , Que obviamente debe coincidir con la suma

componente @, componente.
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Ejemplo 2:
Si expresamos Ay B en forma de filas, tenemos:

a, b,
A= B= , donde
a, b,

a =l 3 5 a,=[2 4 ¢

h=[4 6 11] b, =[5 9 12]
’7{:l+b|“ )

Entonces A+ B = , es decir
a, + b,

a+b =[1 3 5]+[4 6 11]=[5 9 16]

a,+by,=[2 4 6]+[5 9 12]=[7 13 18], por o tanto

5 9 16
A+B=
7 13 18

Observaciones
En algunas oportunidades para referirnos a una matriz A del tamafio m x n, también se
emplea la notacion:

i=12,....m
A= lc:gJ con
i=12,..,n

3.1.2 MULTIPLICACION POR ESCALAR
Sea una matriz de m x n, de la forma:

G dp 4 T Gy
Gy gy yy vt gy .

A=| , ¥ @ un numero real, entonces el producto de e y A, que se
[ - L2 g il R o

nota a4, es una nueva matriz de m x n, en donde cada una de las entradas de la matriz original
(A), se multiplica por « , veamos:

aa,, oaa, ada; - ad,

Clclyy Oy, O,y oo O, .
od=| . . , 0 en forma equivalente a«::a:ﬂ:[mxg], para
i=12,....m
i=L2,...,n
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Ejernplo 1:

1 5 4
Seaa=|2 6 6|, realice —44
3 7 8
Solucion
1 5 4 -4 -20 -16
—44==42 6 6|=| -8 =24 =24
37 8 =12 -28 =32

Mota: es claro que a partir de la definicion de suma de matrices y de multiplicacion por escalar, se

tiene inmediatamente la resta de matrices es decir, 4—B= A+(-1 )B
Ejemplo 2:
2 6 7T 2
Dadas A= v B= , realice A-8
4 8 -1 4
Solucién:

e, 37 )

Dado que A— B = A+(-1)B, entonces
2 6 -7 =2 -5 4
A=-F= + =
4 8|1 —4| |s 4

3.1.3 MULTIPLICACION DE MATRICES
Definicion: Sea A una matriz de m x n y B una matriz de n x p, entonces el producto de de Ay B,

que lo notamos AB, en una nueva matriz digamos C de tamafnio m x p, en donde cada entrada de
la nueva matriz la obtenemos al multiplicar (producto punto) la fila i-ésima de A con la columna j-
ésima de B, este resultado (que es un escalar) corresponde a la entrada ¢, de la matriz C.
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a,, ap a; a,, DI b,i b,
dy dy; a,, b, b, by, b,
{ = B =
o, dp, a, a, b, b, by b,
Ay Ay Gy Ay B bpy 0 by o b
Fila i-ésima Columna j-ésima
AB = c; ¥ Posicion ¢,

Cy = (u“ By vvelly orr Oy } (‘F’nf’;z . . }
¢y = ayby +anby +...+agh; +...+a,b,,

Note que para el producto escalar anterior tenga sentido, el numero de elementos que hay en
cada fila de A debe ser igual al numero de elementos que hay en la columna de B.

Como consecuencia de lo anterior, se tiene que para poder realizar el producto de 2 matrices,
debemos verificar que el numero de columnas de A coincida con el numero de filas de B, ya que
el numero de columnas de A nos indica el numero de elementos que tiene cada fila de A y por
otro lado el numero de filas de B nos indica el numero de elementos que tiene cada columnas de
B, y a partir de la definicion de producto escalar, que requiere la igualdad de estos dos resultados.
Si la matriz A esde mx ny B de n x p, podemos encontrar el tamano de la matriz, realizando la

siguiente comparacion:

A B
—— ——=
myn Hip

Ll'—+

Esta igualdad verifica que es posible realizar el producto.

-82-



A F:
—t— —t—

mxn han

+_|'_+

Tamano de la matriz producto mx p

Ejemplo 1:
_ -1 1 2
1 3 5 )
Dadas A= y B=10 2 9|, realice 4-8
2 46
4 5 3
Solucion

Primero verificamos que el producto A8 tenga sentido, es decir,

L 2
2x3 Ax3
| S |

Como el nimero de columnas de A coincide con el nimero de filas de B, es posible realizar el
producto.

El tamafio de la matriz producto sera:

— 2
2x3 3x3

+—EB_+

Ahora llamemos C al producto de A y B, es decir ' = A8, entonces C es de la forma:

Donde para poder hallar cada ¢, de C debemos realizar el producto punto entre la fila /de Ay la
columna 7 de B. hallémoslos:

ey =1 3 5][-1 0 4]=-1+0+20=19

co=[1 3 5]l 2 5]=1+6+25=32

cp=[1 3 5)[2 9 3]=2+427+15=44

ey=[2 4 6-[-1 0 4]==-2+0+24=22

cp=[2 4 6]l 2 5]=2+8+30=40

cn=[2 4 6][2 9 3]=4+36+18=58

Ubicamos los valores en C, tenemos:
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9 32 44
AB=C= ’
2 40 58

Observaciones: el producto BA no tiene sentido, puesto que B es una matriz de 3x3 y A es una de
2x3, y no existe compatibilidad entre el numero de columnas de B y el numero de filas de A
(3%2)

Ejemplo 2:

1 s] . [-1 2
7T 3 4 6

Si llamamos F = DE, entonces F es de la forma F = H" ‘f"" w, ya que
S 21 S22
D E D E
o, o, o, o
2x2 2x2 2x2 2x2

Cﬂmpﬂ&gte fio de la matriz F

fu=[t s][-1 4=-1+20=19
fo=[ 5][2 6]=2+30=32
fu=[ 3)[-1 4=-7+12=5

fu=[1 32 6]=14+18=32
Por lo tanto

. [19 32
F=|"
{: 32]

) . (€} (€}
Ahora si llamamos G = ED , entonces es de laforma G=| ' " |, Yaque
1y Gy
E i E i
ey ey o, —
2x2 2x2 2x2 2x2

tﬂmpﬂﬁgtﬁ‘ +—Tamaﬁu*de la matriz F

. -1 21 5
ED=0G=
4 67 3

g”:[—] 2]'[1 7]=—1+]4=13
gu:[_] 2]'[5 3]:—5+5=]

£21 =[4 E:J']‘[] 7]=4+42 =46
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g,=[4 6][5 3]=20+18=38

Por lo tanto

) 13 1
o=
|746 BH—I

Definicion: Dos matrices A y B son iguales si vy solo si tienen el mismo tamafo, y si ademas

a, = b, , para cada iy j, en Ay B respectivamente.
En otras palabras las entradas de A y de B debe ser iguales, para cada posicion.

Regresando al ejemplo 2, note que DE = ED, ya que

19 32 131
DE =| ED =
5 32 46 38

El tamanio coincide pero, la igualdad en las posiciones de la matriz no se tiene, es decir,
1913

321

546

3238

La anterior situacion y la ilustrada en el ejemplo 1 nos dice que, en general, el producto de
matrices no es conmutativo, es decir A8 = BA.

Ya que se requiere:
1. Compatibilidad para realizar el producto, ya que, puede ser posible realizar AB, pero

puede resultar que a partir de los tamarios de las matrices BA puede no ser posible.

2. Igualdad en las entradas de la matriz producto. Lo que en la mayoria de casos no se tiene.

3.2. OPERACIONES SOBRE MATRICES

Dada una matriz A de tamano m x n, sobre ella es posible realizar, tres tipos de operaciones (que
denominaremos elementales), los cuales son operaciones fila (o renglon). Estas operaciones
elementales son:

1. Multiplicar una fila por un nimero diferente de cero.

2. Multiplicar una fila por un numero y a este resultado sumarlo a otra fila.

3. Intercambiar dos filas.
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Cuando aplicamos las operaciones elementales por fila a una matriz, obtenemos una nueva matriz
(que conserva muchas de las propiedades de la original), vy a este proceso lo denominamos
“reduccion por fila”.

La notacion que empleamos para referimos a las operaciones elementales fila, son:

1. ¢f,: significa que la fila i-sima la multiplicamos, la multiplicamos por el numero real ¢
2. f, <> [, significa que intercambiamos la fila / con la fila J

3. [, +cf;: significa que sustituimos lo que se haya en la fila i por el siguiente resultado:

multiplicamos la fila 7 por cy este resultado se lo sumamos a la antigua fila &

Ejemplo 1:
21
Considere la matriz 3 5" y realice la siguiente operacion elemental:
5

= Multiplique la fila 1, por 4

Solucion:
2 1 |8 4
71
3 5 3 3
Ejemplo 2:
2 3
Dada lamatriz |5 9 |, realice la siguiente operacion elemental.
5 -2

= Intercambielafilaly3

2 3 5 =2

5 9,5 9

5 =2 2
Ejemplo 3:

1 3 .
Dada la matriz L ?—', realice la siguiente operacion elemental:

» Multiplique la fila 1 por -2 y sumesela a la fila 2

1 2 ?’,r ”f‘] 2 3
2 4 70 TYMo o 1
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Revise cuidadosamente la notacion general dada para las operaciones elementales y contrastela
con la dada en estos tres ejemplos. Esta es la forma en que debe representarse dichas
operaciones.

La forma de notar la operacion numerada como 3, es la que mayor dificultad presenta, y en la
que se presentan los mayores errores, por lo que daremos unas caracteristicas.

fi+ E:f;.

La fila j no cambia, sigue siendo la misma. Por lo tanto se sugiere que se escriba antes de hacer
la operacion.

La fila 7 (la que no cambia), se encuentra a la “derecha” de la expresion que representa la
operacion elemental. La nueva fila /, es el resultado de multiplicar la fila 7(que no cambia) por cy
sumarsela a la antigua fila £

Aungue sabemos que la operacion [, +cf;, es una suma y como tal es conmutativa, es decir,
I+ c:,f;. = n;,f;. + /,, significaria que la fila / (no cambia) y la nueva fila jse obtendra la antigua fila

Jjpor ¢y sumandosela a la fila /. Lo que claramente es distinto.
Por esta razon es muy necesario ser muy cuidadosos, en el momento de escribir una operacion
elemental.

5 2

]46f‘+3f‘] 4 6
5 2 9f* g 14 27

Ahora de la misma matriz, realice la siguiente operacion: 3/, + f,

1 4 ""3;~+1~3 14 27
5 2 9" s 2 9

Que obviamente produce matrices distintas.

] 6 . . .
Considere la matriz [ (;', y realice en ella la siguiente operacion: f, +3 f,

Sugerencia: lea con atencion e interiorice los resultados de la forma en que se notan las
operaciones elementales, porque como observo, el intercambiar el orden de una operacion como
1 +¢f; produce matrices distintas.

Ejemplo 4:

0

2 3
Dadalamatriz| 5 2 , realice en el orden dado las siguientes operaciones elementales:
1

2
5
1. Multiplique la fila 1 por V2

2. multiplique la fila 1 por -5 y el resultado simeselo a la fila 2.
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3. sumelafila 1y la 3y el resultado serd la nueva fila 3.

2 B A
30 3 3 2
5 2215;’15 2 210n-57] 0 -T” 2 ;3+f10'7”2
1S 5
IR 12 s 0 2 s

3.2.1 FORMA ESCALONADA Y FORMA ESCALONADA REDUCIDA.

Ejemplo:

Las siguientes matrices se encuentran en forma escalonada
420 1 2 31 05 2 8

a=|® 2 o0 4 s . C=[0 0 9 7
0 00 0000 00 0 3
0 0 0

Ejemplo:

Las siguientes matrices se encuentran en la forma escalonada reducida

-88 -



e | n
=

1 0 0 4
A=0 1 0 B={0 1 0 0| ;:C= D=0 1
00 1 3

—
L=
—
L
—
=
—
L

Definicion 3: Dos matrices son equivalentes por fila (o renglén) si existe una secuencia de
operaciones elementales por fila que transforma a Aen B
Ejemplo: reducir la matriz siguiente a la forma escalonada

(-
|
Lkd

50 2

Comenzaremos introduciendo ceros en la primera columna abajo del 2 principal (el pivote) en la

primera fila.
2 1 -3
2 1 -3 2 1 -3 i
4 3 1 |f,=2/0 1 ?xﬂ—%ﬁ 0o 1 7
50 2 50 2 - ~5 19
0 o

La primera columna ahora esta como la queremos, de modo que el siguiente paso es avanzar a
ala siguiente fila y seleccionar la primera posicion (vista de izquierda a derecha) que sea distinta
de cero, este serd nuestro nuevo pivote, en este caso el 1 de la siguiente fila.

Ahora, con este pivote creamos un cero en la parte inmediatamente inferior del pivote, es decir:

2 1 -3
21 -3
0 1 7 |A+2f0 1 7 |=B
_5 - (o 0 27
I
2 2

La columna dos ya esta lista.
El paso siguiente sera avanzar a la siguiente fila y en ella seleccionar la primero posicion (vista de

izquierda a derecha) distinta de cero, ese sera nuestro nuevo pivote. Con este pivote creamos
ceros en las posiciones que se encuentran por debajo de el. Para nuestro caso, no hay posiciones
por debajo de el, por lo que alli finalizamos y la matriz obtenida se encuentra en la forma
escalonada por fila.

Si a esta (ltima matriz la llamamos B podemos afirmar a partir de la definicion 3, que A y B son

equivalentes por fila.
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Ejemplo
Reducir la siguiente matriz a la forma escalonada reducida
-1
A=|3 0 1 1
2 =3 2 0

N
N

Comencemos trasformando en 1 la primera entrada de la matriz en la fila 1. (Este sera nuestro

pivote)

W
o
k3 = i
:n—.

1
4
(

1-3

-p‘-lul

[

Proseguimos creando ceros en las posiciones que ese encuentran debajo de nuestro pivote

_] 15 -1] _, 15 1] _, 15 -1
4 4 4 4)} 4 4 4)} 4 4
; 11 ) i 11 f)
300 1 1|36 0 — — Z|fi-2fl 0 —= — =
I 4 4 4 4 4 4
2 =3 0 2 32 0 L R
i | i | i 2 2 2 |

La primera columna esta ahora como la queremos, de modo que el siguiente paso es avanzar en

la siguiente fila y seleccionar la primera posicion (vista de izquierda a derecha) que sea distinta

3
, de la segunda fila.

. . -3
de cero, este sera nuestro nuevo pivote, en este caso el {T
. A

Ahora con este pivote creamos un cero en la posicion que se encuentra por encima del pivote y
creamos otro cero en la posicion que se encuentra debajo del pivote, pero antes de esto debemos

transformar nuestro pivote en 1.

[ 1 ! > ;, L o2 -
4 4 4 4 4 4
_1 _ _ _
4 4 4 |3 72 33 477
o - -1 1 g —L =t 1
2 2 2 2 2 2
1 o r I 1 0 L 1
3 3 3
1 -7|. 7. 1 =7
0 1 — —lr+=rl o 1 — L
3 3 f z‘f' 3 3
_ —_ .
o =L 1 1 0 o X =B
2 2 2 3 3
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La columna 2 ya esta lista.
Ahora avanzamos a la tercera fila y seleccionamos como pivote, la primera entrada (vista de

izquierda a derecha) distinta de cero, con este pivote debemos crear ceros en las posiciones que

se encuentran por encima del pivote. Pero entonces debemos transformar el pivote en 1.

i 1 1 ] i 1 1 ]
1 0 — — 1 0 — -
3 3 3 3
11 713 . 11 =71, 11
0 1 A 0 1 — L -—
3 3 3?‘“ 3 3 £ £
. ) |
0 o 2 £3 0 0 1 £
3 3 37
. . . .
1 0 L L] 1 0 o =2
3 3 37
0 1 0o 2 f ],f‘ 0 1 0o =2
37 |1 377 37
. |
0 0 1 23 0 0 1 <
37 37

Con este Ultimo procedimiento finalizamos el proceso, ya que todas las posiciones por encima de
este (ltimo pivote son cero, y habria que avanzar a la siguiente fila para seleccionar la primera
entrada distinta de cero, pero al no haber mas filas se tiene la finalizacion del proceso.

Note que una matriz que es escalonada reducida es a su vez escalonada, pero al revés, no

necesariamente se tiene.
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3.2.2 INVERSA DE UNA MATRIZ
Pensemos inicialmente el las siguientes matrices

1 -8 5

1 2 -2 9 9 9
(=|-1 4 1 .pg=(L L 1
9 9 18

0 6 2 -1 -1 1
303 3

Y realicemos el siguiente producto
1. AB

2. BA

Note que ambos productos estan definidos, vamos con A8

Sea (= AR, entonces Ces de la forma

Cyp G O
C=|e, ¢, 0y, donde
Ty Cap Ly
11 -1] 1 2 2
9 9 3| 9 9 3
-8 1 -1] -8 2 2
ep =1 2 -2)|= — _1:_ )
9 3 9 9 3
i 5 g 7
e, =l 2 -2)|2 L 12242 2 9
9 18 3] 9 18 3
ey =[-1 4 1] L __]1=__] 21y
9 9 3 9 9 3
-8 1 -1 8 4 1
e, =[-1 4 1}|— = —|=2+"-==1
2 = ] 9 31 9 9 3
(5 1 1] -5 4 1
cn=[-1 4 1]|= = —|=—+—+==0
= 9 18 3] 9 18 3
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501 1 6 2
e, =[0 6 ﬂ{a ﬁ;§1=wﬁﬁ+§=]

Por lo tanto:

Ahora realicemos el producto B4

Sea D= BA, entonces Des de la forma:

dll dll dlj
D=\d, d, dj]|,donde
d.'%l d.u d.'%j
1 -8 5] 1
d,=|= — =[]t -1 0]==+=+0=1
9 9 9 9
1 -8 5] 232 30
d, = o '[2 4 '5]:___ - =0
9 9 9 9 9 9
(1 -8 5] -2 8 10
dy=|- — =|'F2 1 2]=—-=+—=0
Yl 9 9 9 9
dy = LI J—~h —ltﬂ=l—l+u=u
9 18 9 9
dyy = 11 L—l [2 4 f,]=:+i+i:]
- 9 9 18 9 9 18
11 1 -2 1 2
d =- — —|= —2 ] 2l=— —+_=U
2‘ 9 m1[ } 9 9 18
4,:21 | % [1 —1¢ﬂ=:l+—+n=n
-1 -1 1] -2 4 6
d.=|"= 2= 2|.[2 4 ¢]=_=2-2+2=9¢
- 3 [ } 3 3 3
(-1 =1 1] 2 1 2
i 3 3 3 [ } 3 3 3
Por lo tanto

D=B4A=0 1 0
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En los dos casos, el producto era posible y ademas nos dio la misma matriz. A esta matriz
especial que contiene unos en su diagonal principal y ceros en las otras posiciones, la llamamos

matriz identidad de orden n (7, ), y obviamos el nen el sub-indice cuando el contexto no de lugar

a confusiones.

La matriz identidad podria ser representada como:

1 si i=jf
r= {u si ;i:
Definicion: Una matriz 4 de m x n se dice cuadrada si m = n. Esto nos indica que el nimero de
filas y columnas es el mismo.
Nota: la matriz identidad es una matriz cuadrada vy el subindice "' nos indica el nimero de filas o
columnas.

e | iz identidad

Regresemos al ejemplo inicial, y realicemos los productos 24y AL

1 0 o1 2 =2 ] 2 =2
fA=10 1 0f=-1 4 1 [(=1=-1 4 1

g 0 110 &6 2 n 6 2
Es decir /4= A
Y ahora AT

1 2 =211 0 0O ] 2 =2
fA=]1-1 4 1 0o 1 0i=-1 4 1

0 6 210 0 1 n a6 2
Es decir Af = A

En otras palabra, la matriz identidad (o idéntica) realiza el papel del modulo de las matrices para
la operacion producto.
Recordemos en los nimeros reales se encuentra la siguiente propiedad:

Dado ae R, Jec R, talque a-e=ay e a=ua

A este numero e lo denominamos "modulo” con respecto al producto v en el caso de los reales
e=1

Entonces la matriz identidad juega el papel de modulo en el espacio de matrices.

Ahora recordemos otra de las propiedades de los nimeros reales:

Dado he R,con b= 0, 3e'eR,talque b e'=ecy e'-b=¢

Es decir existe un real siempre que (b = 0), tal que al multiplicarlo por & nos da el modulo.

A este nuimero lo llamamos el inverso multiplicativo.
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tn
Il

Dado 5 € R, existe l_,talque 5.—=1y
5

'-...l"ll-—-
'J||‘—'

Si revisamos mas cuidadosamente los resultados obtenidos de ABy B4, tenemos:
AB =1
BA=1
Es decir la matriz £ esta jugando del papel de inversa de la matriz 4, ya que AB =17y de la
misma forma BA =1
Antes de proseguir es necesario decir que no siempre existe dicha matriz inversa, pero en caso de
existir esta resulta Unica.
Definicion: Sea 4 v B dos matrices de n x n y suponga que AB=RBA=17, entonces B se
denomina la inversa de 4 y se denota .4~'. Si Atiene inversa se dice que Aes invertible.[7]
Teorema: Si una matriz A es invertible entonces su inversa es Unica.
Demostracion: supongamos que A" y A", son dos inversas de 4 Debemos ver que
A"= A" . A partir de la definicion se tiene si A’ es la inversa de 4, entonces:
Ad'=A'd=1 (1)
Si ademas también A" es una matriz inversa de 4, entonces:
AAd"=A"A=1 (2)
Ahora expresemos a A', en términos de Ay A", asi:

A'=AT , pero de (2) tenemos que [=A4" de  donde

A'= AT = A'(44")=(A'A)A" = [4" = 4"

Por ley asociativa dj la multiplicacion de matrices
Entonces A'= A", y el teorema quedo demostrado.

Teorema: Si Ay Bson matrices invertibles de 17 x 7. entonces ABes invertible y (48)™" = B~ 4™
Demostracion: lo que debemos demostrar es que existe una matriz C tal que
(AB)C =1 =C(4B)

Sea (=B~ 4™, veamos que esto verifica la igualdad:

(4BYB'a™ )= A(BB™)A™ = Al4™ = 447 =1

Y (B 4"\ 4B)= B (4" A)B=B"IB=B"'B=1

Donde hemos utilizado la asociatividad para manipular los paréntesis. Ahora dado que la

inversa es Unica, se tiene que la inversa de ABes A4~'B™
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¢Como encontrar la inversa de una matriz?

Podemos realizar operaciones por filas sobre A e I de manera simultanea, mediante la

construccién de una matriz “aumentada” | A|/ ], esta matriz es de la forma:

ay ay o A 01 - 0

o

nl

2. Por medio de operaciones elementales, se lleva la matriz A a su forma escalonada

reducida.

Si esta forma escalonada reducida de A, coincide con la matriz identidad, entonces A es
invertible.

Si la forma escalonada de A contiene una fila de ceros, en la parte izquierda de la matriz a
amentada, entonces A no es invertible.

El procedimiento anterior recibe el nombre de “reduccion de Gauss-Jordan para hallar la

inversa”
Ejemplo 1:
Hallemos la inversa de la matriz A dada la inicio de esta seccidn, es decir:
1 2 -2
Dada A=|-1 4 1 |[,hallas 4~
0 6 2
Matriz aumentada [:I|f ]
1 2 =211 0 0 1 2 =211 0 0
-1 4 100 1 0|f,+f,]0 & =111 1 0
0 6 210 0 1 0 6 20 0 1
i ] i -5l2 -1 ]
1 2 =211 0 0 1 0 —= — 0
303 3
1 . =111 1 . . -1]1 1
—/ 0 1l —— — 0/ =2/ 0 1 —|= = 0
6" 66 6 |7 T 616 6
(0 6 20 0 1 (0 i} 210 0 1
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3
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0

—
L
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W|L“C|““CH,:
w|-—-c|§«c|u.

el

Como la matriz A puede se llevada por medio de operaciones elementales a la matriz

identidad, la matriz que se encuentra a la derecha es la inversa de A es decir A~ es:

Otra forma de hallar si 4 es invertible es la siguiente: “A es invertible, si es equivalente por filas a

la matriz identidad”

Ejemplo 2:

Dada la matriz B =

Matriz aumentada [B|f

[ Y O T v

0]l
30
910

31, halle B7', si existe.

0o 8 0
-1 2
-3 2 9
0 0 -1
1 0ffi« /5] 0
01 =3
-2 =310 -1
8 0l 0
2 o0 0

b3 S b

0

30
01
910

1 0

0
0

-1

/5 +3/,
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0o -1 0 -1 0

%f} 0 1 u% 0 0 |fi+2A0 1 0 0 0
0 -4 0 0 -4 0
0 -3 1 0 -3 1
] | ]
— -1 0
1 0 -3)4
f+4h0 1 012 00
00 0]
L
2

Aqui podemos detenernos, ya que, la ultima fila del lado izquierdo de la linea vertical, es cero,
esto nos indica que no es posible reducir 8a la matriz 1

3.2.3 MATRICES ELEMENTALES.
Definicion: Una matriz elemental es cualguier matriz que puede ser obtenida al realizar una

operacion elemental por filas sobre una matriz identidad.[8]
A partir de la definicion de operaciones elementales por fila, vemos que solo puede haber tres
tipos de matrices elementales.
Las matrices elementales se encuentran notadas por la letra £
Ejemplo 1:
1 0 0 0
01 0 0

00 4 0
00 01

E, es una matriz elemental ya que, la podemos obtener multiplicando la tercera fila de I'por 4.

Es decir:
1 0 0 0 1 0 0 0
o1 0 0 4 7 01 0 0
00 1 070 0 4 0
o0 01 00 01

-908 -



1 0 0 0
0 1 0 0 .
=E,
0 0 1 0 )
=3 0 01

E, es una matriz elemental ya que, la podemos obtener multiplicando la fila 1 por -3 vy

sumandola a la fila 4: Es decir:

1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0f. 10 100
00 1 o
00 0 1 -3 0 0 1
Ejemplo 3:

1 0 0 0]
01 0 0
00 0 1
00 1 0

£, es una matriz elemental ya que, la podemos obtener intercambiando la fila 3 por la fila 4: Es

decir:
I 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 [ af 01 0 0
00 1 0" o o o0 1
00 0 1 00 1 0

Inversa de la matriz elemental.
Como existen 3 tipos de matrices elementales, veamos como es la forma de cada una y cual es
su inversa.

i. Matriz elemental obtenida al intercambiar dos filas.

1 0 0
Tomemos como referencia una matrizde 3x3 |0 1 0,
0o 0 1

ahora intercarmbiemos cualquier par de filas, digamos la primera v la tercera.

-99 _



1
0
0

0
0
1

0
1
0

0
1
0

0

OLfy & f

I

11
010
010

0
1
0

0
0
1

0 0 1

0 1 0]y encontremos la inversa de esta ultima matriz.
1 0 0

Empleado el método de Gauss-Jordan:

, como necesitamos que la primera entrada de la matriz sea distinta

de cero intercambiamos la fila 1y 3

1 0 00 0 1
0 1 00 1 0
0 0 I o o0

, la matriz del lado izquierdo ya es la matriz identidad, por

consiguiente la del lado derecho es la matriz inversa.

0 01 0 0 1
E=l0 1 0|, entonces £~ =|0 1 0
1 0 0 1 0 0
Es decir la inversa de una matriz elemental de permutacion (intercambio de filas) es ella

misma.
Matriz elemental obtenida al multiplicar una fila por un escalar.

Tomemos como referencia una matriz de 3x3

Ahora multiplicamos la cualquiera de sus filas por el escalar AT 0). Digamos la fila 2

1 0 o] [0 o 1
0 1 Olagfh]0 @ 0
0 0 1 1 0 0

Entonces la inversa de esta ultima matriz. Empleando el método de Gauss-Jordan

1 0 0O 0 0
0 a 00 1 0
0 0 110 01

Como necesitamos que el segundo pivote sea 1, multiplicamos por el inverso

1
multiplicativo de « , es decir —.
4
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&=

0

L

La matriz del lado izquierdo es la matriz identidad, por lo tanto la del lado derecho es la
matriz inversa.
Tenemos por lo tanto que si

1 0 0
1 0 0
E={0 a 0|, entonces E”'=|0 LI
o
0 0 1
0 0 1

Es decir, la inversa de una matriz elemental obtenida de la multiplicacion de una fila, por
un escalar, es otra matriz de la misma forma, salvo que en la entrada que se vio afectada
por el escalar « , ahora se halla su inverso multiplicativo.

Matriz elemental obtenida una fila /y sumarsela a una fila j.

Tomemos como referencia una matriz de 3x3

Ahora multipliquemos alguna de sus filas por un escalar y su resultado sumémoselo a

otra de las filas. Digamos por ejemplo que multiplicamos la fila 2 por £ y se la sumamos

a la fila 1.
1 0 0 0 ﬂ ]
0 1 Ofi+f8,0 1 0
0o o0 1 1 0O 0

Y encontremos la inversa de esta Ultima matriz. Empleando el método de Gauss-Jordan.

1 g 01 0 0
0 1 0 1 0
0o o0 110 0 1

Note que lo Unico que hace falta es volver cero la posicion que se encuentra arriba del

segundo pivote. Para lograr esto hacemos:
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1 g o)1 0 0 1 0 0ol =8 0
0 1 0P 1 0off=440 1 00 1 0
0 0 110 0 1 o o0 10 0 1

La matriz del lado izquierdo ya es la matriz identidad, por lo tanto la del lado derecho es
la matriz inversa, tenemos por lo tanto que si:

I 1 =5 0
E=|0 1 0|,entonces E'=| 0 1 0

0 o0 1 0 0 ]

A partir de lo mostrado anteriormente, espero que sea evidente la forma de cada inversa dada la
matriz elemental.

Ejemplo 1:
0 1 0
Encuentre la inversade £,=|1 0 0
0 01
Solucién
0 1 0
E7'={1 0 0|, yaque E™' es una matriz obtenida al intercambiar la fila 1 y 2.
0 0 1
Ejernplo 2:
1 0 0
Encuentre la inversade £,=| 0 1 -5
0 0 1
Solucion
1 0 0
E;'=|0 1 5|, ya que E,, es una matriz obtenida al multiplicar la fila 3 por 5 y
0 0 1
sumarsela a la fila 2.
Ejernplo 3:
1 0 0
Encuentre la inversade £, ={0 1 0
0 o0 L]
3
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Solucion
1 0 0

E7'={0 1 0], yaque E,, esuna matriz obtenida al multiplicar la fila 3 por 1/3.
00 3

Importante: para realizar una operacion elemental en una matriz A, se multiplica A por la por la
izquierda por la matriz elemental adecuada.

Ejemplo:

-7

[

Dada A=|-1 4 1 |, sume lafila 1 a la fila 2 y después muestre esta operacion como el
0 ] 2
producto de una matriz elemental y la matriz A.
Solucion
2 =12 1
-1 4 1 |f+f]0
0 ] 2 0

b2
I

tad

Ahora para ver esto como el producto de una matriz elemental v la matriz A, realicemos la
operacion f, + f, sobre la matriz identidad y el resultado de esta operacion sera nuestra matriz

elemental, es decir:

1 0 0 1 0 0

0 1 0ff,+/|1 1 0f,porlotanto si efectuamos el producto
0 0 1 0 01

1 0 0) 1 2 =2 1 2 =2
E-4A=[1 1 0|-1 4 1 |=| 0 6 -1

0 0 1) 0 6 2 (0 ] 2

Ahora vamos a utilizar la multiplicacion de matrices para obtener, un punto de vista alternativo
acerca de la reduccion por filas de las matrices.

Consideremos nuevamente la matriz

-
A=|-1 4 1 | y reduzcamosla mediante operaciones elementales de fila hasta obtener su
6

-2

forma escalonada reducida.
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1 2 =2
1 2 =2 1 2 =2
o 1 -1 ‘
-1 4 1 |fi+fil0 6 =1|=fl0 1 —|f-21
I+, 3 6 | I
0 6 2 0 6 2
0 6 2
10 2 10 2 10 2
3 3 3
0 1 _]f 64 0 1 _]]ft} -
6~3 S 2 E:,l 3~3 6
0 & 2 0o 0 3 0 0 1
1 0 0
) ] ] 1 0 0
f+=flo 1 —|fi+=7l0 1 0
S 3&.1 6~_ ﬁxi
0 0 1
0 0 1

El resultado obtenido ya lo conocemaos, es decir, la matriz A es equivalente por operaciones fila a
la matriz identidad, por lo tanto es invertible, sin embargo eso no es lo que deseamos ver ahora.

Veamos de izquierda a derecha las operaciones elementales que se efectian sobre la matriz A, es
tas son:

. . | . . . . 1 . - R
S+ S gfz? S =21 Ji=06f,; Ef_z? ~f|+§f_a} fg"‘gxfg

Y apliguemos cada una de estas operaciones sobre la matriz idéntica, el resultado por definicion
es una matriz elemental.

1 0 0 1 0 0
01 0|f,+f]1 1 0|=E
0 0 1 0 0 1
. } 1 0 0
1(101 ]
01 0|=£]0 — 0|=E
6}2 6 2
00 1
0 0 1
1 0 0] 1 =2 0
01 0lf,—=fl 0 1 0]|=E
0 0 1 0 0 1
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0
0

0
0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0]
01f; =6/,
|
i} 1
0

1 .
0l=/10

3~3
1

0

0 )

. Do
01/, +§h
|
0

S
(1] /i +gh

0

0

0

0

0

0

ad | —

0

Ya tenemos todas las matrices elementales, que nos permiten reducir la matriz A en la matriz

identidad, ahora realicemos el siguiente producto:
E,-E,-E,-E,-E,-E,-E = A

1

0

0

0

0

0

0

I

0

0]-

L}
6

I

0

| Ln

1 0

-0 1

0

ted

L= T

01

ad | =

1 0 0 1 -2 0
0 1 0 0 1 0
0 -6 1 0 0 1

Realicemos el producto de izquierda a derecha de dos en dos, es decir empezamos con £, - E,
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1 0 E 1 0
3
]
0o 1 —|-|0 1
6
0o 0 1 ]
10 o][1 2
1 1 0} -1 4
0o 1 0 6
Continuando
] 0 -E
Q 1
0 1 J—
1
0 0 l
I 3 -
Seguimos
B ] — 10 5
3 9
2 ]
0 — -
3 15
0 -2 -l
3
Seguimos
i | =16 5
3 9
2 ]
] — —
3 1%
] -2 l
3
Seguimos
‘] -8 5
Q 9
o L L
Q 15
0 .:l_ l
3 3

01

Ld | =

0
0

-0

0

0

= N

0

0
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3 A
De la Gltima linea se tiene que la matriz de la izquierda (que es el resultado de realizar
E,-E,-E.---E ) debe ser 4™, ya que al realizar el producto de ella con A nos dio la matriz

identidad. En general se tiene que:
E E E_,...E-E, =4
Es decir, que la inversa de una matriz A (si existe) se puede expresar como el producto de las

matrices elementales. Pero note que ese producto finito de matrices empieza con la Ultima matriz
elemental y asi sucesivamente hasta llegar a la primera matriz elemental [E,}. Ademas debe

realizarse el producto de izquierda a derecha (recuerde que en general AB = BA).

Partamos nuevamente de la expresion:

E, B Ep . .EE,=A"
¥ tomemos la inversa a ambos lados, es decir:

(E,-E, -Ey,..E -E,)" =(47)
Del teorema que nos indica que (AB)"' = 47 B™', se tiene su generalizacion, es decir:
(E,-E, - E,...E,-E,)' =E E;'...E_", -E{\, - E,”
¥ por otro lado es claro que (.«I - }_' = A (para ver esto, notemos que debemos tener que existe

una matriz Xtal que A7'X =7 = XA4"', pero A= X satisface estas ecuaciones de tal forma que

i es invertible y 4 es una inversa de A~ . Dado que las inversas son (nicas se tiene que

(47)" = 4)
De lo anterior se tiene que

EFI‘E;“'-Eﬁz‘Eih‘E&
Es decir, la matriz 4 también puede ser escrita como el producto de matrices elementales (mas

concretamente de inversas de matrices elementales).
Veamos esto Ultimo, con el ejemplo que traiamos.
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1
E =|1
0
1
E,=|0
0
E, =
E,=
1
E,=|0
0
1
E,=|0
0
1
E,=|0
0

lel—‘ o

o wlo

H

R ol O

1 O
,porlotanto E;'=|-1 1
0O O
1 00
,porlotanto E£;'=|0 6 0O
0 01
0 | 1
0 |, porlotanto E;*=|0
1] 0
0 | 1
0 |, porlotanto £, =|0
1 0
1 00
,porlotanto E;'=|0 1 O
0 0 3
1 0
,porlotanto E;'=| 0 1
0O O
1 0
,porlotanto £;'=| 0 1
0O O

Ahora realicemos el siguiente producto

E*-E;'...E;*-E;
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Realicemos los productos de izquierda a derecha, tenemos:

Seguimos

Seguimos

Seguimos
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Seguimos

1 2 -> 1 0 O
3

104 2||o 1
3

0 6 3 0 0 1

Finalmente

1 2 -2

-1 4 1

0 6 2

En conclusidn, hemos visto que dada una matriz A, si esta es invertible, tanto A como su
inversa pueden ser escritas como el producto de matrices elementales (ya que, las

inversas de las matrices elementales son a su vez matrices elementales.
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MATRICES TRIANGULAR SUPERIOR Y TRIANGULAR INFERIOR.

0 0 1

Ejemplo 2:
(1 5 6 10
0 2

B 7 9
0 0 3 8
0 0 0 4

Ay B son triangulares superiores.

4 2 -1
C=|0 3 4

00 1
Ejemplo 2:

[0 0
D=

Ey

C y D son triangulares inferiores.
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Definicion 4: una matriz diagonal en la cual todas sus entradas diagonales son iguales, se
denomina una matriz escalar.
Escrito de otra forma

{ﬁ si 0=
{"1_',.' =

0 s i#j

0 -2
Nota: si el escalar de la diagonal es 1, es decir f=1(para i = j), la matriz se denomina matriz

identidad.

3.24 LAFACTORIZACION LU
Al igual que factorizamos numeros naturales en un producto de otros numero naturales

(36 =2-3.6), resulta conveniente factorizar matrices (en el caso que sea posible). Entonces

diremos que cualquier representacion de una matriz como el producto de dos o mas matrices se

denomina “factorizacion matricial”

Ejemplo:
8 -1 I 08 -1 . .-
= , €5 una factorizacion matricial.
32 -6 4 110 -2

Es claro que algunas factorizaciones son mas Gtiles que otras. Agui nos concentraremos en que
dada una matriz A, podamos escribirla como el producto de una matriz triangular superior (la que
denominamos {/ del ingles "Upper”) y una matriz triangular inferior (la que denominamos L, del
ingles "Lower™)

Consideremos la matriz

2
A=|4 -2 3
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¥ por medio de operaciones elementales llevemosla a su forma escalonada. (NO escalonada

reducida)

2 1 -1 2 1 -1 2 1 -1
A= 4 -2 3|f,-27|0 -2 3|f-37/0 -2 3|=U
6 3 5 6 3 5 0 0 5

MNote que U es una matriz triangular superior.

Ahora encontremos la matriz escalonada E, y £,, que logran esta reduccion de A a la forma

escalonada U
1 0 0 1 0 0
1 0[f,-2f]-2 1 0 |=F
0 1 0 0 1
(1 0 0 1 0
01/5=340 1 0|=E
0 1 -3 0
Tenemos pues
E, E-A=U (Verifiquemolo)
[ 1 0 0 1 0 0 2 14 -1
0 1 0f1-2 1 0 0 -4 5
-3 0 1 0 0 1 0 0 8

Realicemos los productos de izquierda a derecha

(10 o][2 1 -1 2 1 -1
2 1 0fl0 -4 5|=l0 -4 5
-3 0 1|0 o 8 0 0 8

Ahora tomemos nuevamente la ecuacion £, -E,- 4 =U , y resolvamosla para hallar A para lograr
esto, multiplicamos a izquierda por Ez" , es decir:

E;]'E,-E -A=E;'U

Nos queda

E -A=E;'U

Finalmente multiplicamos a la izquierda por El"

ET'E, - A=E'E;'U

Entonces
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A=EEJU
Al producto ET'E;' llamémoslo L y veamos que E'E;' =L es una matriz triangular inferior

unitaria (con unos en la diagonal principal)

Como:

10 1 (1 0 0]
E=(-2 1 0|, se tieneque E7' =|2 1

] 0 1 0 0

10 ] (1 0 0
E,=[0 1 0], se tiene que E3' =

-3 0 1 30

Ahora realicemos el producto E'E]"

1 0 01 0 0 10 0
21 0p1-10 1 0|=(2 1 0
00 1113 0 1 301

Finalmente verifiqguemos que 4= LU

1 0 0 2 1 -1 2 1 -1
21 00 -4 5 |=14 -2 3
301 0 0 8 6 3 5

Veamos otro ejemplo. Sea

i 1 3
A=|5 9 2
2 -1 5

Encuentre una matriz superior {/ y una matriz inferior Ltal que A=LU

Primero reduzcamos A a su forma escalonada.

3 1 3 3 1 3
3 1 3
i=|s 9o 20n-2710 2 slp-270 2 _3
_ = = 2 1 3 S 3 3.| 3
2 -1 5 _5
2 -1 5 0 = 5
3
3 1 3
. 5 22 )
fa"‘E.fz 0 3 -3 |=U
-5
0 0 -5
22
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Ahora sabemos que Lesdela forma L = E;' -E;'- E;', donde:

1 0 0 1 0 0
100
.5 |-5 LS
0 1 0lf,-3f|5 1 0 |=F Por lo tanto £ =| 2 1 0
00 1
0 0 1 0 0 1

Mote que otra manera de encontrar la inversa de este tipo de matriz elemental, es considerado la

3 3
operacion f, + ‘Ej; en lugar de f, — ‘}f', , de esta forma

1 0 0
100 ]
0 1 [lj'3+§ji 0 1 0|=E
0 1 2
Z 0 |1
3
1 0 0
1 00 .
01 0lfi==fo| 0 1 0 |=E
0 0 1 o -5
0 — 1
22

Por lo tanto E -E;'- E]' sera.

1 0 01 0 0 1 0 0 1 0 0
5 5
— 1 00 1 0O} 0 1 0 |=| = 1 0 |=L
3 3
2 -5 2 =5
0O 0 1]]|= 0 1 0o — 1 - — 1
3 22 3 22
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Por lo tanto

10 0 3 1 3
3001 3
5 22
LU = 3 10 0 5 ~3 (=[5 9 2
2 -5 -5 2 -1 5
= 0 0o —
30022 22

Observacion: la forma escalonada por renglon de una matriz no es Gnica. Sin embargo, si A es
una matriz invertible y por medio de la reduccion de fila (matriz escalonada) podemos expresar a

A como 4= LU, entonces esta factorizacion si es Unica.

FACTORIZACION PA = LU

Consideremos la siguiente matriz

2 -4 3
A=|4 -8 5
6 1 7

E intentemos llevar a cabo el procedimiento que nos permite expresar a Acomo LU .

Reduccion por fila.

2 —4 3 2 -4 3 2 -4 3
A= 4 -8 5 |f,i-2fl0 0 -1|f-3f0 0 -1
6 1 7 6 1 7 0 13 -2

Note que esta dltima matriz NO es triangular superior, sin embargo, si permutamos

(intercambiamos) la fila 2 y la 3 si lo sera. Veamos

2 -4 3
fLiefilo 13 -2(=U
0 0 -1

Enfoquemos el problema de manera distinta. Si aplicamos sobre A el intercambio de la fila 2 y
tres antes de inicial el proceso de reduccion por filas, veremos que la matriz obtenida es
directamente un matriz triangular superior. Ahora, esta operacion de intercambio de la filas 2 y 3,
la podemos lograr empleando una matriz elemental (que llamaremos matriz de permutacion), asi:

1 00 1 00

0 1 0|fe 50 0 1(=P

0 01 0 1 0

Entonces si hacemos (antes de iniciar el proceso de reduccion por filas) £ .4, resulta:
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1 0 0
0 0 1)
0 1 0

o bo
|
oo
L L
[}
1
=
—
th =1

Y ahora reduciendo a la forma escalonada:

2 -4 3 2 -4 3 2 -4 3
PA=l6 1 7|fi-3f]0 13 =2|fi-2f£l0 13 -2(=U
4 -8 5 ~8 5 0o 0 -1

MNote que esta nueva matriz {P, A) pudo reducirse a Usin realizar permutacion. Ahora hallemos a

L

(1 0 0] (1 0
1 0f,+3f,3 0|=E
0 0 1 0 0 1
1 0 0] (10 0
1 off,+2410 1 0|=E
0 1 2 01
L0 o1 0 0 10
L=E'E;]'=|3 1 0f|0 1 0]|=|3 1
0 0 112 0 1 2 01
Por lo tanto AA=LU
I 002 -4 3 2 -4 3
LU=(3 1 0|0 13 =-2|=|6 1 7
2 01 o 0 -1 4 -8 5

La pregunta natural que debe seguir es ¢Por qué multiplicar a A por P, antes de inicial el
proceso y no considerar la permutacion como una matriz elemental mas en el procedimiento?

La respuesta a esta pregunta la podemos obtener a partir del procedimiento que iniciamos con la
matriz A (en la primera parte de esta seccidén). Realicémoslo nuevamente. (Ignorando lo que

hicimos anteriormente, es decir, A4 = LU ).

2 -4 3 2 -4 3 2 -4 3
A=l4 -8 5 |f-2fl0 0o -1|A-3£0 o0 -1
6 1 7 6 1 7 0 13 -2
2 -4 3
Lrefil 0 13 —2|=U
0 0 -1
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Veamos la matriz L = £ - E;' - EJ'

1 0 0] 1 0 0
01f,+2f2 1 0|=E

0 1 0 0 1

1 0 0] 10 0
0|/, +3£4(0 1 0|=E]

0 1 0 1

(1 0 0 1 0 0
1 0ff, > £]|0 0 1|=E]

0 1 01 0

= 2
= =0

Realizando la multiplicacion de izquierda a derecha

1 0 01 0 0 1 0 0
2 1 010 0 1|=12 0 1L
30 1(j0 1 0 31 0

Esta dltima no es una matriz triangular inferior.

En general se tiene el siguiente resultado:

P=pPP P _,..PPF

Donde P es la matriz de permutacion. La cual es el producto de las matrices de permutacion

elementales.
Esta P sera (til en el momento en que conozcamos con anterioridad las permutaciones que deben

realizarse. Cada permutacion se lleva a cabo multiplicando a A por la izquierda por una matriz de

permutacion elemental, la que denotamos P,.

Vamos a hablar de P en el caso en que sea necesario efectuar mas de una permutacion.

0 3 1
Sea A=| 3 -—-15 4
1 -5 3

Para reducir A por filas a la forma triangular superior primero intercambiamos los renglones 1 vy 3,

asi:
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A=| 3 -15 4 || 3 -15 4 [f,-3f/0 0 -5

1 -5 0 -3 1 0 -3 1
1 -5 3

fref0 3 1
0 0 -5

Al realizar esta reduccion por filas fue necesario hacer dos permutaciones. Por lo tanto

0 0 1
1 0|f, & f
0 1
1 0 0 1 0 0]
01/, < 0 0 1|=PF
0 1 0 1 0
Entonces
1 0 0|10 0 1 0 0 1
P=PB=(0 0 1[-(|0O 1 0O|=(1 0 O
0O 1 01 O O 0 1 0
0 0 1 1 1 -5 3
Deaqui, que PA=|1 0 0]} -15 4 0 1
01 0 -5 3 3 15 4

A esta ultima matriz A4 nos permiten obtener una matriz triangular superior y triangular inferior
sin hacer permutaciones adicionales. De aqui P4 = LU .

Nota: si se elige una P diferente, entonces se obtiene matrices L y U diferentes.
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éExiste alguna forma mads sencilla de obtener la factorizacion LU?
La respuesta es si. Suponga que A es una matriz de n x n que se puede reducir a una matriz
triangular superior sin realizar permutaciones, entonces una forma mas sencilla para hallar las

matrices L v U debe tener en cuenta lo siguiente:

1. la primera fila de la matriz U es la primera fila de la matriz A.
2. los elementos de la diagonal de la matriz L son todos 1.

3. los otros elementos distintos a los enunciados en los numerales 1 y 2 se presentan por
medio de variables y su valor sera determinado a partir del producto de matrices y de la

igualdad de matrices.[10]

Ejemplo:

Considere la matriz

Emplee el producto descrito anteriormente y encuentre la matriz L y U.
Desarrollo:

Sabemos que L es de la forma:

1 0 0
L=la, 1 0
a, a; |

Ya que es una matriz triangular inferior unitaria.

U es de la forma:

1 2 =3
U= 0 B f,| yaque la primera fila de U es la primera fila de A.
0 0 g

Por lo tanto la ecuacion LU = 4, tenemos:
1 0 0 1 2 -3 1 2
a, | 01-10 g pB,=-1 4 1
a, oy | 0 0 4 0 6 2

Realizamos el producto matricial e igualando a cada entrada de la matriz A, tenemos:

ep=[l 0 o]t 0 0]=1
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e, =1l 0 0]t B 0]=2

ey =l 0 o)t B, B]=-2

ey =le, 1 0}l 0 0]=q,=-1

e, =la, 1 0l B 0]=2a +8 =4
Como a, = -1, entonces f, = 4-2a,
B =4-2(-1); p =6

en=la, 1 0[-2 B Bl=-2a +p,=4
Como a, = -1, entonces g, =1+ 2a,
B =1+2(-1); B, =-1

ey =le, a, 1t 0 0]=a,=0

cn=la, a, 12 B 0l=a,+a;8 =6

-2
6-2a,

I

Como @, =0,y £, =6, entonces a, =

6-2{0
e

; oy =1

ew=lan a 1)[-2 B Bl=-2a,+a:p+8 =2
Como @, =0, @y, =1, f, =—1, entonces f, =2-2a, —a,f,
B =2+2(0)-1(=1); B, =3

Armando las matrices L y U a partir de los resultados obtenidos:

0 0 I 0 0

L=lg, 1 O0|=|-1 1 0
a, o |1 0 1 1
1 2 -3 1 2 -3
U=|0 B B I|=(0 6 -1
0 0 pg 0 0 3
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Es decir:

1 12 In
v o o
i e 2" , entonces
aml amz amn THYR
dy dyy iy
ya= dy;  dp dya
aln anZ amn HYXIH
Ejemplo 1:
1
Sea fal=Lz ], halle A’
Solucién:
1 2
A =3 4
5 6
Ejemplo 2:
2 8 14
Sea B=|4 10 16/, halle B
6 12 18
Solucién:
2 4 6
B'=/8 10 12
14 16 18
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Ejemplo 1:

[2 5 2 5
A= —l, entonces A’ :[ —l
5 4 5 4
Ejemplo 2:
(2 -1 2 3
-1 0 1 4 »
B= , entonces B
2 1 3 7
4 7 5
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4. DETERMINANTES

Ejemplo:
Encuentre el determinante de A =B i]

lucion:
4= (1)4)- GY2) =4-6=2
Ejemplo 2:

-1

Encuentre el determinante de B =[ . i ]
Solucion:

E =(-1)4)-(-2)5)=—4+10=6

[v) 1)
Teorema: si A=L“ a”}, entonces A es invertible si a,,a,, —a,a, #0, en cuyo caso
21 z

4 = ! |:azz ‘a12i|
Gty —djpty | —dy Oy

Si a,,a,, —ay,a,, =0, entonces A no es invertible. (ver demostracion en apéndice)

Note que se uso lo que se sabia de un determinante de 2x2, para definir el de 3x3. de la misma
forma se emplean estos resultados para definir de manera inductiva el determinante de una

matriz n x n.
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Ejemplo:

2 -5 -1
Sea A= 4 2 3 |, caleule |4|
6 9 2
Solucion:
2 -5 -1
2 3, 4 3 4 2
4=|4 2 3|=2 —{—:;{ [—1;{
9 2 6 2 6 9
6 9 2

=2(4-27)+5(8-18)-1(36 —12)=—-120

Otra forma para calcular determinantes de 3x3
Dada A como antes, es decir:

oy

A=|a, a, a, |Seescribe A nuevamente y al lado derecho se re-escriben sus dos primeras

iy Ly gy

columnas

‘:I| = [a,,c:_,!‘::_H + ity tly) 050 ]— [c:_;,uzzc:,_; s EORs TS P ol PP DTS Y ]

"'I| = dy iy dyy + dyythyyddy T a3y dy — Ay Ayt = dydyyd) = dydy d)
Ahora se calculan los seis productos indicados, por las flechas, teniendo cuidado de anteponer el
signo menos [—}en los productos que llevan las flechas hacia arriba, y el signo mas [+} en los
productos que llevan las flechas hacia abajo. Finalmente se suman estos seis productos.

Advertencia: este procedimiento Unicamente es valido para determinantes de 3x3

Ejemplo:
-1 3 2

Sea B=|2 5 1 |, calcule |B|
4 T =3

Solucidn:

Escribimos
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B = (=1)5)=3)+ BJ1X4)+ (2)2)7) - (4X5X2)- (7J1Y-1)- (= 3)2)3)

|B|=15+12+28-40+7+18 =40

1 5 -1 5
Sea A= 2 6 -2 -6
i 7 -3 7
4 8§ 4 8

Encuentre M, , M,,, M,, y M,

Solucion:
Suprimiendo la tercera fila y la primera columna hallamos M,

5 -1 5
My=l6 -2 -6
8 4 8

De la misma forma:

2 -2 -6
M,=3 -3 7

4 4 8|

. s 1]
My=|3 7 -3

- 8 4_

1 -1 5
My=|2 -2 -6
3 -3 7

Note que el cofactor es un nimero que cambia de signo dependiendo del exponente i+ ;.

Ademas, de ser claro que la notacion ‘M ;| hace referencia al determinante del menor M.

Se tienen, pues, dos situaciones para el signo del factor, esta son:
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il 2 o

-1 si i+ esimpar

Ejemplo:

Dada la matriz A del ejemplo anterior, es decir
1 5§ -1 5

6 -2 -6

7T =3

8§ 4 8

,encuentre A, , Ay, Ay y Ay

NENER VR S

5 =1 5
Ay ={‘1)3+1|M31| =|M31|= 6 -2 -6/=336
8 4 8

2 -2 -6
A12={_1)1+2|M12|=_|M12|= 3.-3 T7|=156
4 4 8

1 5 -1

toy =DM =3 7 -3 =
4 8 4

1 -1 5

Ay =(-1)"*M,|=Mg|=|2 -2 -6=0
3 =3 7
Tenga cuidado con el signo del cofactor.
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1 5 -1 5
Dada A = 2 6 =26 lcule el det 4
= 3 7 _3 7 , Calcule e
4 8 4 8
Solucién:

De la definicion anterior se tiene que podemos calcularlo por cualquier fila o columna.
Vamos a calcularlo por la fila 3 y por la columna 4. En ambos casos nos deben coincidir los

resultados.
Por la fila 3:
|A|= 34, + Ty, +(=3)4,, +74,,
Donde
5 -1 5
A51={—1)3+1|M31|=|M31|= 6 =2 —f=336
8 4 8

1 -1 5
Ay = ()M, | = My =2 -2 -6=-128

4 4 8
15 5

A33={_1)3+3|M33|=|M33|= 2 ﬁ -6 =—144
4 ® B

1 5 -1
A14={_1)3+‘|M14|=_|M34|=' 2 6 -2=32
4 8 4
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Por lo tanto

|4|=3(336)+ 7(-128)+ (- 3)144)+ 7(32) = 768

Ahora calculémoslo con la columna 4.

|4|= 54,4 +(=6)4,, + 74, +84,,

Donde:
2 6 =2
Ay =) M| =M =|3 T -3|=32
4 8 4
I R
Ay =107 M, | =M |=(3 7 -3=-64
4 8 4
15 -1
"'13-1 = [_ 1F+4 JM_}.;| =—|;"r'f3_1|= 2 i) —2{=32
4 8 4
I
Ay ="My |=Mu|=|2 6 -2{=0
37 -3

Por lo tanto

|4|= 5(32)+ (- 6 X~ 64) + 7(32) + 8(0) = 768
Definicion: sea A una matriz de n x n triangular superior o inferior. Entonces
detA=aa,ay,a,, [13]

Es decir, el determinante de una matriz triangular es igual al producto de los componentes de la
diagonal.

Teorema: si A y B son matrices de n x n, entonces det(48)= (det.4 det B)
Para demostrar este teorema hay que demostrar lo siguiente:

1. Sea B una matriz de n x n y E una matriz elemental de n x n, entonces:

det(E£B)= (det £ )det B)
Para demostrar lo anterior hay que demostrar 3 cosas mas a saber:

a. Sea E la representacion de f <> f;, y B una matriz de n x n. Entonces

det EB =det £ -det B

-129 -



b. Sea E la representacion de Jf,+¢f, y B una matriz de n x n. entonces

det EB =det £ -det B

c. Sea E la representacion de ¢f, y B una matriz de n x n. entonces

det EB =det £ -det B

Por lo extenso de la prueba tan solo vamos a aceptar el resultado.
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4.1. ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Sea Auna matrizdenxn
1. Si Atiene una fila o columna cero, entonces detA =0

2. Si Bse obtiene al intercambiar dos filas o columnas de A, entonces det B = —det A
3. Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces det A =0
4. Si B se obtiene al multiplicar una fila o columna de A por &, entonces det 5 = adet A

5. Si B se obtiene al sumar un multiplo de una fila o columna de A a otra fila o columna,

entonces det B = det A

Ilustracion de las propiedades. (Estas propiedades se tienen para matrices de n x n, en particular

para 2x2)

2 3
1. Sea .»1=L} L}],entﬂnces, 4| =(2)(0)+ (3)(0)=0

(3 4
2. Sea A= ] ,}]. e intercambiamos las filas 1 y 2. Esto nos da una nueva matriz, que

podemos llamar B.

3 4]
B= [ 2 , entonces:

4| = (1)4)-(3)(2)= -2
1B]=(3)2)-(1)(4) =2

De donde det B = —det A, es decir 2= —(—2)

-

. —
3. Sea A=| |, entonces
7 7

4] =(=2)7)-(7(-2)=-14+14=0

q

I
4. Sea A:L —l vy multipliquemos la fila 2 por 3. Esto nos produce una nueva matriz,

llamémosla &.

-131 -



1 2
B = , entonces:
g 12

4] = (1)4)-(3)2)= -2

1B = (1)12)- 0)2)= -6

De donde det B = 3det A, es decir —6 = 3(-2)

Nota: hay que tener mucho cuidado al emplear esta propiedad. Si nos dan una matriz y

deseamos calcular su determinante y por alguna razon debemos multiplicar una fila (o

columna) por un escalar & , entonces para no alterar el resultado del determinante

I
original deberemos multiplicar el determinante resultante por —.
(4

1 3
Por ejemplo, considere la matriz A = L J, y suponga que deseamos multiplicar la fila

2 por —, entonces, para que el det.d sea igual a la nueva matriz afectada por

b | =

1 1
[; |debem+:-5 multiplicar el determinante por —, es decir por
=} o

Veamos:

1 3
2 4

= 2[(1)2)- (1)3)] = -2

1 3
— 2
1 2

1 3
5. Sea .1=L —| y multipliquemos la fila 2 por 3 v sumémosela a la fila 1. Esto nos
2 5

produce una nueva matriz, lamémasla B.

7 18
B = |, entonces:
2 5

4] = (1)(5)-(2)3)= -1
|B|=(7)5)- (2)18) = -1

Donde det A =det B
Observacion: esta es quizas la propiedad mas Gtil para generar ceros en un determinante.
Note ademas, que esta es por definicion una operacion elemental por fila, sin embargo,

en los determinantes podemos aplicarla también a las columnas.
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4.2 INVERSAS
Teorema: Sea A una matriz de n x n. entonces A es invertible si y solo si det 42 0. Si detA=0,

entonces

A7 = ﬁ- adj4 [15] (Ver demostracion en el apéndice)

Teorema: sea A una matriz de 2x2. Entonces:
i. SeaAesinvertible si y solo si det A4 =0

ii. SidetA=0, entonces:

At = L |4 - [16] (Ver demostracion en el apéndice)
detd|-a, ay,

Ahora vamos a considerar una matriz de 4x4 y hallar su inversa empleando la matriz adjunta,
aprovecharemos la oportunidad para emplear algunas de las propiedades de los determinantes
listadas anteriormente, de manera que, intentaremos transformar la matriz en una triangular
superior o inferior, ya que, su determinante es inmediato.

Ejemplo:
2 1 3 3
3 -1 2 1

Sea A= . 5| determine si A es invertible vy en caso de serlo encuentre su
7 2 9 0

inversa.
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Solucion:

i. Para determinar si A es invertible debermos calcular su determinante y si este es distinto
de cero, A es invertible,

2 1 3 3
3 -1 2 1

|:I| =ls o ] 3l va que hay un cero por debajo de la diagonal principal, vamos a
7 2 9 0

emplear las propiedades de los determinantes para transformar a A en una matriz
triangular superior. Esta es una decision libre, pero en general, se esta tentando a generar
la mayor cantidad de ceros por encima o debajo de la diagonal, dependiendo de los ceros
que ya tenga la matriz.

2 1 3 3 2 1 3 3
3 -1 2 | ey 3 -1 2 1
21, =
5 0 1 =3 5 0 1 =3 :
7 2 9 0 13 0 13 12
1 2 3 3 1 2 3 3
-1 3 2 ]';‘ ~ 0 5 5 4
— [ 5 + —
0 5 -3 e s 1 =3
0 13 13 12 0 13 13 12
Porgue intercambiamos dos columnas
l -13 3 3
| —-13 3 3
0 ;] :
0 =20 5 4 - T
(©@=3¢)=1y o 1 32T oo
|- 0 0 1 =3
0 =52 13 12
0 -52 13 12
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1 =13 3 3 1 =13 3 3

1 1 1 1

0o -1 - = 0o -1 - =

— 20 4 2 Jra -52f, 4 ]
0 ( 1 -3 - ) ( 1 -3
.y
0 =52 13 12 0 0 0 :_j,_

2

Porque multiplicamos una fila por 1]—[}, y para que el determinante no se altere hay que

1
multiplicarlo por T= 20

20
Note que ya es una matriz triangular superior, por lo tanto su determinante, es el

producto de los elementos de la diagonal, multiplicados ademéas por el factor (- 20), es

decir:
4] = {—2(1{[1]{—1]{1{?W =168

Dado que el determinante 4 = 0, se tiene que A es invertible.

Vamos a hallar su matriz cofactor.

La matriz de cofactores de A es de la forma:

K
ek L)

|
|
l
|

A5 A,

n o Ay
A, A,
..

3
Mgy Ay

Donde debemos hallar esto del6 cofactores.

-1 2 1
A, =) |My =My =[ 0 1 =3|=-41
2 9 0
3002 1
Ay = 1) My | =M, | =-|5 1 =3=-77
7 9 0
3 -1 1
‘JIIR = |[_].}I-H|J'Ilr‘:f|3|= |J"r‘f|3| = 5 U —3 = 49
7 2 0
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3 -1 2
= (=1)"|M,|==M,|=-[5 0 1]|=-52
7 2 9
1 3 3
Ay = (11" My | =My =0 1 -3]=-3
2 3 0
2 3 3
= (1) My | =|Mpul=|5 1 -3]=105
7 3 0
2 1 3
= (=1)°|My|=|Mu|=—5 0 -3=-21I
7 2 0
21 3
Lo = ()™ | My | =My|=]5 0 1]=-12
729
1 3 3
= (1) My | =My |=-1 2 1|=-42
2 9 0
2 3 3
Ly, = (=1)7 | My, | =My, |=3 2 1|=-42
790
2 1 3
= (=17 |My|=|My[=[3 -1 1|=42
7 2 0
2 1 3
= (=1 | M, | =My |=-|3 -1 2(=0
7 2 9
1 3 3
Ay =(=1)"My =My |=--1 2 1|=19
0 1 =3
2 3 3
A, =) M, |=|M,|=|3 2 1|=7
5 1 -3
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Ly b
|

Il

I

L

h

.'i‘_” — {_ 1 }-1+3

M|=—M;|=-

N
-
=
I
L

I

"I-H = {_ ]}-H.‘ "W.H | =

M=

L ld
= |
= g Ll
Il
(]
—
S

Ya hemos calculado todos lo factores, por lo tanto nuestra matriz de cofactores es:
-4 =77 -49 -52
-3 10 =21 =12
B=
-42 -4 42 0
19 7 —-35 20
Ahara, si hallamos la transpuesta de B, estaremos encontrando la adjunta de A:
-4 -3 -4 19
] =77 105 -42 7 ,
B = |=adj4
49 =21 42 =35 ’
=52 =12 0 20

Finalmente la inversa de A, sera:

47 =

-adj A
detd
-4] -3 =42 19
N ] =77 105 =42 7

C —168] 49 —21 42 =35
-52 12 0 20

Naturalmente la forma de verificar este resultado parte de la definicion misma de la
inversa, es decir:

A-A'=I=4"-4

2 1 3 37[-41 -3 -42 19
Lo L |3 -1 2 1177 105 -4 7
1685 0 1 -3|| 49 -21 42 -35
7 2 9 0]|-52 -12 0 20
—168 0 0 0
L 0 -168 0 0
47 =TTl o 0 -168 0
0 0 0 —168
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Ejemplo:

Dada la matriz A = t

2 9
—', determine si A es invertible, y en caso de serlo halle su inversa.

Veamos si det 4 = 0

|,:|=ﬁ 2]:{3](3}—{1](9}:—3

Como det 4 = 0, entonces A tiene inversa.

La inversa de A, a partir del teorema para matrices de 2x2 es:

- ! Gy —4pp
A7 = , entonces:
detAd|—a,, a,

. 3 -9
T 23]=1 2

Veamos que enefecto 4- A7 =7=47". 4

ﬁ_—li 91[3 -9]_-1[-3 0
T 311 3||-1 2| 3]0 =3
- 1 0

o o

Observaciones: Note que cuando empleamos determinantes para hallar la matriz inversa

de A, las entradas de la matriz adjunta son nimeros enteros lo que facilitan el producto
con A (en el caso en que las entradas de A sean también nimeros enteros). Sin embargo,

si alguien lo desea puede realizar el producto del escalar que multiplica a la adjunta

| , )
{d - 4 |, y de la misma forma realizar el producto con A. Aqui hemos recurrido a la
detAd)

siguiente propiedad de las matrices:
(J'” EIH '”In
Si A=| : : : |, entonces

dy 4 - 4

nl nn
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ﬂ’ﬂ” fHI'__-, ﬂ:ﬂ'n ﬂ'” ﬂ'” (Ih‘_
ad=| : : Y l=al :

oa,,  ddg, v G a

nn il a.rri o o

Ejiemplo:
La inversa en el ejemplo 2, tenemos

i -9 .
A7 = —[ , —l, la cual podremos escribir también como:

-1 2

-1 3

> 1=] 4 |+ Por comodidad en las multiplicaciones, se prefiere |a

primera forma, sin embargo son equivalentes.

Complemento

1. Recordemos la definicion dada en el capitulo 1 sea w=(u,u,.15) ¥y v="{v,v,, 1),

entonces el producto cruz (producto vectorial) de vy vdenotado como wx v, es un nuevo

vector denotado como:

uxv= {nzr_; =V, ity )i - (n|1=3 - W, ]} + {n,rz -V, )i

Si empleamos determinantes podemos derivar la misma relacion para u xv.

Teorema
ik
UXV=(u, U, U, =|[u_31=_; — Vot i —[Hﬂ-:; -V, lf+|[u|1=_, — v, K
ll 1:3 1'3
Demostracion
i J k
te, w B I T Y TR TN
W, u, uy|=i|" - T+ k "
) ) ¥y 1 VW,
L P B i}

= {“21:3 - ‘:z“.x}*?_ [“ﬂ:.: — Vil };"‘ (“ﬂ:z L }'!l
Que coincide con la definicion dada en el capitulo 1. [17]

Nota: el teorema ayuda a recordar el resultado del producto cruz, sin embargo, siendo

rigurosos no se tiene un determinante, yaque i, ; y k no son nimeros.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO CRUZ

1. Area de un paralelogramo.

Consideremos los vectores @ y v, como en la grafica, y pensemos que son los lados

adyacente de un paralelogramo.

|
\
}

4

b

Entonces, de geometria tenemos que el area de un paralelogramo es:

}3 A=b-h

O

b

Donde £ es perpendicular a b.

Entonces para nuestro caso tenemos:
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=
b
.

] e

Fal

(7
De donde el area del paralelogramo sera
A=a|-h

Entonces sen = |£; por tanto
1.!

h= |v|.s‘€n [
Finalmente se tiene que
A= |r:||v|:;€n9

Ahora, el siguiente teorema nos relaciona (desde el punto de vista geométrica) el area de

un paralelogramo, con el producto vectorial.
Teorema

Si #es el angulo entre u y v, entonces
HXy = |H||1»‘|.'r€n9

Demostracion:

Primero debemos demostrar lo siguiente:

|r:>< 1.»'|2 = |r:|2|1»'|2 —{rr . 1»‘}2

Para esto vamos a comprobar las coordenadas de los dos lados de la ecuacion:

SEE! = {“I!“}_!“J } 151" V= {F”F}_ ,1"3 },
ik

Hxv= i'!" !'!‘2 !'!'3 = {H}_FJ L 1*'2!'!‘3 ); L {H|FJ L F|H3 ); + {Hﬁ*’z - 1*'|i'!2 }JE
L PR

|r:>< 1-»'|= q,i.lll{np_v:* -V, +{n|v3 = Vi, }2 + {rflvz =V, }2

|r.* * u-‘| = r:iuf —2u,vyv,u, + u-‘iu? + u-‘fuf — 2wy, v,

2.2 2..2 - 2.2
+uy vy Fuvy = 2uv, it + v, {1}
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Ahora veamos el lado derecho de la ecuacion es decir

2 2
|H| |1|*'| —[H‘F}z

Tenemos
|r:|2 = +r: +r:2
|1.»'|2 = vl‘j' +1»‘§ + 1»'_.5'

|r:| |1. & ( + r:j + r:j‘ K}sf + vj + vj)
2 2 2 3
|r:| |1.»'| & +r:1 +r:1 +r:1 +r:1 +r:1 +r:1 +r:1 +iu v, [2}
ey = {n, Sy 1y }-I[v, ,vz,v3}= WV ULV, LV,
{r:-v} {rn +u,v, +u 13}2 —nflf +u v, v, vy,
oY 2.2 LTI TIY eTeT
F ULV V) T ULV T U VRV T U VIV T U VULV,
FUIVE =iV vy s vy 4+ 20 v vy + 201, + 20,510,y {3}
Vs = | z¥z THaly 1ta Vs 1Vi¥a by 2Valia¥y
Restando (2) vy (3)
2 2 2 2 22 22 2 2 22 22 2.2 22
(AR o TR U o P U o TR I o I D o T L o T P U o PR LA o T B
- (ﬁfr‘f + r:jl«'j + H_-f'v_-f + 2u vty vy + 201,y + 21, v, H31|"3)
2.2 2.3 .2 2 2
=5 Vy — 2U,VyVally + Vil + VY r:3 = 2wt vy +r: vy +r: 1 =2u v, vty + V5
. - . . 2 22 2
Que es el mismo resultado obtenido en (1) de alli se tiene que |ux | =|u| |[|" —(uev)
Continuemos con la demostracion:
Sabemos que u v = ju|v|cos@, por lo tanto
21 2
(1 @ v)’ =|n| |1.«'| cos® @
Entonces
2
‘HX\| —|E'|‘||| H.‘i}
2 72 22
‘rtxv| :|n'| |1»'| —|H| H cos® 6
2 22
‘r:xv| :|r.'| |1.»'| (l—cosz 9)
2 22
‘rrxv| =|r.'| |1.»'| send

De la identidad sen @ +cos* & =1
Por lo tanto

2 22 2
‘nxv| =|r.'| |1.»'| sen @
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Tomando raiz cuadrada a ambos lados nos queda

venld

Hxy= |H||1=
Note que sen® =0, ya que por definicion @ es el menos angulo medido en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, portanto 0 <@ <7

Lo anterior establece (desde el punto de vista geométrico) que [ux1|= Area del

paralelogramo.

Eiemplo:
Encuentre el area del paralelogramos cuyos lados adyacentes se hallan determinados por
el origen y los puntos P=(-13)y 0 =(23)

La solucion grafica muestra la situacion:

.f/ l.l'
i
; a
4 \
p '
(/I I"-
i Y
).I II'
b
3 o
<
|," s
|.II o
YA+ i
\:l.lll. ;/}J ~
S "
LY &
o
I - -
-1 1 2
+-1

Sea i, =OP=(~13) y ¥ =00 =(2,3)
Ahora supongamos que nos encontramos en R’, pero nuestro paralelogramo esta en xv,

de aqui que nuestra coordenada z = 0. Entonces:

i, =(-12,0) y %, =(2,3,0)

De |ux v|=Area, tenemos
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i fE
-1 3
2 3 0

HXV=

) |= [[l3X0)- GXo)l- jl=1X0) - 2(0)]+ &= 1)3)- 2)3)]
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2. Volumen de un paralelepipedo.

[
=

Volumen A, -h

ase

Note que h es perpendicular a la base.

Ahora consideremos el siguiente paralelepipedo y los vectores u, vy w.

.
h/
=
U

Mote que @, © y v son paralelos a los lados de del paralelepipedo, y tienen su misma

=>

v

longitud.
La base del paralelepipedo es a su vez un paralelogramo y por lo dicho en el numeral 1 su

area es:

Area = |z.' » 1=|
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Para establecer h que es perpendicular a la base, podemos recurrir al producto vectorial
entre v y v (recordemos que este producto nos permite obtener un vector que es

ortogonal a & y a v simultaneamente), asi:

‘ —(uxv)

4« K

El volumen del paralelepipedo, es:
-

“Lprca

V= |E|‘ ® 1=|~fr
Note que h es la componente del vector W en la direccién de - (i xv).(recuerde que la

. N . Xy
componente de x en la direccion de y esta dado por comp x =——)

b1

Por lo que para nuestro caso, basta con constituir 1 por £ y —(uxv) por 7, de lo cual:

e {H X 1’}

h=comp, \W=
z

[ xx) |r:>< 1=|

Las barras del valor absoluto son para garantizar que /1 sea positivo.
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Entonces

V= |H>< 1=|~fr

Wwe {H x 1-:}

| =|H>(1:|‘ = 1.1.-.[;;}(15}

<]

Es decir el volumen de un paralelepipedo determinado por los tres vectores u, v v wes:

V= welux v) (Valor absoluto del triple producto escalar de ¢, v y W)

Advierta que a partir de la grafica, el producto cruz de & y v (siguiendo la regla de la mano
derecha) estaria dirigido en la direccion opuesta al que se represento. Si se desea una
representacion con wxv positivo, invierta los papeles de o v v . Ademas, note que el valor
absoluto nos elimina esta dificultad.

Ejemplo

Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por lo vectores 2i —3j,—i — j+2k.2 ]+ 5k
Solucion:

i, vy w no depende de la eleccion que se haga de ellos. Por tanto tenemos:

Recordemos que V' =|we (u xv)

i ]k
uxv=[2 =3 0|=i[-3)2)-(=1)0)]- f(2)2)- (=)o) + £[(2X~-1)- (- 1)(-3)]
-1 -1 2

=—6i —4] -5k
uxv=—6i —4j—5k
Ahora realicemos: we (1% v)
we(uxv)=(0,2,5)® (- 6,4,-5)=-8§-25=-33
Finalmente, tomemaos el valor absoluto

[we(uxv)=|-33=33 Unidades cilbicas.
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PROBLEMAS

1. Dadas las matrices:

2 3 -7 -2 0 4 7 -4 -4
A=|-1 5 4 |; B=|3% 1 2|y C=5 1 W realice:
4 0 4 5 -1 9 8 6 3
a. A+B+C
b. A-3B-2C
7 -1 -7
Respuestas: a.A+B+(C= 1% 7 1%
17 5 16
-6 11 =11
b. 4-3B-2C=|-16 0 =3
-27 -9 =29
2. Dadas las matrices
5
10 5
-1 5 0 5 —4 )
A= , B= ,C=[-9 2 6] y D=0 8| realice:
4 2 -3 6 -2 )
-3 a
a. AB
b. BC
c. CD
d DA
—-45 10 30
—40 36 -8 -4
Respuestas: a. AR = b. BC=
0 18 -4 -12
27 -6 -18

10 60 —15 80
c. CD=[-84 -17] d. DA=|32 16 -24 48
7 9 -6 17

. Encuentre la inversa de la siguiente matriz, empleando para ello en método de Gauss- Jordan.

2 3 -7
A=|-1 5 4
4 0 4
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Respuesta:

2 _ﬁé]4%¥n
A=\ Mo o Vo
_}{ﬁ }én 1}540

4, Encuentre la forma escalonada reducida de las siguientes matrices

-1 5 0 5
a. A=
4 2 -3 6

10 5
b. B=|0 8
1 2
-2 0 4
—| 5 2
cC'_Blu
5 -1 9
Respuestas:
a.
-15 10
Yo
, 3 13
22 11
b.
1 0
01
o 0
1 0 0
C 01 0
0 0 1

5. Encuentre la inversa de la siguiente matriz, empleando para ello en método de Gauss- Jordan.

2 -1 0 -2

3 -6 4 -1
A=

0 -1 3 -5

-1 2 1 1

-149 -



Respuesta:

T a1 " A
| N2 W Hm A
Ky Uy Y% %
A Y P Y

Encuentre la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal, y una matriz triangular
superior [V talque A= LU

-1 8
5 6
Respuesta:

1 0. |-1 8§
L= =
-5 1 0 46

Encuentre la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal, y una matriz triangular
superior [V talque A= LU

1 2 3
A=|12 4 -5
3 =5 7
Respuesta:
1 0 0 1 2 3
L=13 1 0yjU=0 -11 -2
2 0 1 0o 0 -11

Calcule los siguientes determinantes (sugerencia: emplee algunas de las propiedades para
intentar transformarla en una matriz triangular)

-2 0 0 7
—-12 3 10
I 2 -1 0
a 6 5 b
5 0 -1 5
0o 2 1
4 2 3 2
R -1 0 4 1
31 -1 2 0
cl2 2 -2 5
0o o0 4 -1 6
3 02 6 -11
Respuestas: a. 116 b. 410 C. 1283

Determine (empleando determinantes) si la matriz dada es invertible.
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2 1 1 11 6 2
a |4 -1 2 b.|-2 3 5 C
[3 1 4 7 0 -4
1 -3 0 =2
5 -2 =2 6
-2 10 2 0
-1 6 1 1
Respuestas: a. No es invertible 4] =0
b.  Siesinvertible|4|=-12#0
c. Si es invertible|4| = 10 # 0

10. Encuentre la inversa de la siguiente matriz, empleando para ello determinantes (Recuerde:

1

A7 = —— AdjA
det A4 i4)
-2 1 -1
4= 3 -1 2
1 7 2
-16 -9 1
Respuesta: A":l -4 -3 1
g 22 15 -1
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AUTOEVALUACION

2ex 4
1. Para que valores de &« la matriz ( ) ) es no invertible?
L I—X

2. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores PQ, PR', ¥ PS", donde
P=(-221), 0=(-4,14), R=(-153) y S=(3,4-5)

SOLUCION:
1. Para determinar los valores de « de tal forma que la matriz no sea invertible, calculamos
su determinante y el resultado lo igualamos a cero.

2ex 5 5
=10 -2 —8=a" —5a+4

2 S5-a
Igualando este ultimo resultado a cero, obtenemos
a’-Sa+4=0

(@ —4)a-1)=0

a=4 y a,=1

2. Hacemos las siguientes asignaciones:
fi=P0=(-4+2]1-24-1)=(-2,-13)
b=PR=(-1+25-23-1)=(132)

Ww=PS =(3+2,4-2-5-1)=(52,-6)
Ahora, empleamos el valor absoluto del triple producto escalar, es decir:
V = |w- e 1’)|

Realicemos w = v

= i[-D2)- B3] - f[=2)2) - 3]+ &[(=2)3) - ()= =

*
=
Il
I
()
I
—_
b el F

11 +7j -5k

Ahora realizamos |we (uxv)

|(5,2,~6)e(=11,7,—5) = |- 55+14+30| =11 Unidades cubicas.
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UNIDAD 2

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, RECTAS, PLANOS Y
ESPACIOS VECTORIALES
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OBJETIVO GENERAL

Que el estudiante comprenda los fundamentos tedricos que soportan la concepcion de
los sistemas lineales, rectas, planos vy los principios de espacio vectorial, a través del
complejo ejercicio mental de abstraccidn, estudio, analisis e interpretacion de fuentes
bibliograficas referenciadas y casos especificos de aplicacion en diferentes areas del
conocimiento.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Evidenciar en el estudiante una apropiacion conceptual que refleje el
entendimiento de nociones como la de un plano o de una recta en el espacio.
Complementado con un manejo pertinente de las diversas formas en que son
obtenidas y empleadas las ecuaciones que las representan.

e Lograr que el estudiante conozca de cerca el concepto de lo que es un sistema de
ecuaciones lineales, lo lleve a espacios mas generales y reconozca su importancia
en aplicaciones mas especificas. Ademas, debe entender y manejar con propiedad
los distintos procedimientos que le permiten obtener una solucion del mismo (en
el caso en que sea posible)
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5. SISTEMAS LINEALES

Antes de dar una definicion de lo que es un sistema lineal, conviene recordar algunas
caracteristicas de unas curvas de R ° muy particulares, estas son las rectas.

La ecuacion cartesiana de una recta de la forma
ax+by=c {1]
Donde a, & y c¢son numeros reales.

Si despejamos y de esta ecuacion tenemos:

y= _—hx +< {2]
a a

, 5& acostumbra a designarlo por la letra m, es decir m = —, y representa la
ol a

. —D —u
Al cociente —
pendiente de la recta (que no es mas que la inclinacion de esta con respecto al gje x).
. © . . c . .
Al cociente — lo podemos designar por b*, es decir #* =—, con estas dos asignaciones
o a
podemaos reescribir {E} asi:

y=mx+hb¥*

Para realizar la grafica de una recta es suficiente una de las dos condiciones siguientes:

1. tener minimo dos puntos que pertenezcan a la recta.
2. tener minimo un punto vy la pendiente.

Ejemplo:

Realice la grafica de la recta 2x—4y =8
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Solucion:

Vamos a encontrar un par de puntos que pertenezcan a la recta. Para esto vamos a darle un
valor a una de las variables y obtenemos el valor de la otra despejandole. Este procedimiento lo
repetimos para hallar el otro punto.

Si x =0, entonces la ecuacion 2x—4y =8, se transforma en —4y =8, de donde:

Es decir el punto (0.-2), se encuentra en la recta.

[

Si v=0, la ecuacién 2x -4y =8, se transforma en 2x =8, de donde x=—;
=4

Por lo tanto tenemos el segundo punto, con coordenadas {4._(]'}.

La grafica es la siguiente.

4

L]

Ahora recordemos un concepto importante, el de paralelismo. En términos de sus pendientes

podemos afirmar que dos rectas L, y L,, son paralelas si sus pendientes son iguales, es decir, si

m = m,
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Si las rectas L, y L, no son las mismas (es decir, una no es multiplo escalar de la otra) y sus
pendientes no son iguales (m, # m, ), entonces, necesariamente se intersectan en un punto, a

este punto lo llamamos solucion del sistema.

¥
: A

+ -4

Notese que este punto pertenece a la recta L, (por lo que debe satisfacer la ecuacion cartesiana
de L ) y también pertenece a la recta L, (por lo que debe satisfacer la ecuacién cartesiana de
L,)

Lo que nos interesa en adelante es precisamente el hallar este punto comun.

Nuestra intuicion (acerca de lo que hemos mencionado de lo que es una solucion) nos debera

indicar tres posibles situaciones:

1. Que exista un Unico punto de interseccion de las rectas:
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e

I'__---.__ SOLUCID

1 ."J [

m; #m,

Que no exista un punto en comun entre L, y L,

Loy, =m+h
Ly, =m,+b,

Con m, = m,, pero b, # b,
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Recuerde que £* se denomina ordenada al origen, y representa el valor (sobre el eje ),

donde corta la recta.

3. Que exista una familia infinita de puntos comunes.

¥
. A

L iy, =m +b

Ly, =m,+b;

Se tieneque m, =m, y b, =b,

De esto naturalmente se desprende que las dos rectas son las mismas (L, = L, ).
Regresemos nuevamente a la ecuacion cartesiana de una recta cualquiera
ax+by=c¢ paralL, ¥y
de+ey=f para L,

Por comodidad (dado que el abecedario es finito), se acostumbra a representar esas mismas

constantes &, b, ¢ d e y £ Por las letra a con subindices. Asi:
L:ax+a,y=h

L:a,x+a,y=h,
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Que es una notacion que ya nos es mas familiar.

Cuando consideramos a L, y L, simultineamente estamos pensando en un sistema de

ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incognitas (xy M) v lo que nos interesa (cuando
las pensamos simultaneamente) es hallar la solucion de este, que no es mas, que los puntos que
pertenecen a las dos rectas y que naturalmente satisfacen sus ecuaciones. Por lo descrito
anteriormente, pueden suceder tres situaciones:

1. Que exista un Unico punto (que llamaremos de ahora en adelante “solucion Unica™).

2. Que no existan puntos en comun. (que denominaremos de ahora en adelante “sistema

inconsistente” o “sistema sin solucion”).

3. Que existan infinitos puntos comunes (que llamaremos de ahora en adelante: “sistema

con infinitas soluciones™)

Teorema 1: El sistema

a,x, +apx, =b

a, X, +dynx, =b,

De dos ecuaciones con dos incégnitas x y » , no tiene solucién, tiene una solucion Unica o

tiene un numero infinito de soluciones. Esto es:

i. Tiene una solucion Unica siy solo si a,,a,, — a,a, #0

ii. Mo tiene solucion o tiene un numero infinito de soluciones si y solo si

a0y, — ay,a,, =0 [24]
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Veamos tres ejemplos que ilustren estas situaciones:
Ejemplo 1:
Sea
L :x—y=4
Li:—x+2y=8
Encuentre el punto de interseccion (si lo hay) de las dos rectas.
Solucion:
En principio, podemos emplear uno de los cuatro procedimientos, usuales para resolver
sistemas (igualacion, adicion, sustitucion o determinantes)
Vamos a emplear adicion:
x—-y=4
—x+2y=28

Sumemos las dos ecuaciones

x—y=4
-x+2y=38
y=12

Sustituyendo el valor de y=12 , en cualquiera de las dos ecuaciones (digamos en la

primera) obtenemos el valor de la otra variable.

-x+yv=4 ,; x=4+ y, entonces

x=4+12 ;x=16

Por lo tanto el punto (16,1 2) satisface ambas ecuaciones (verifiquelo)

En esta oportunidad hay un Unico punto, por lo que decimos que la solucidn es dnica.
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SOLUCTON: (16,12) o

L i—6x+3y=-12

Encuentre el punto de interseccion (si lo hay) de las dos recta.

Solucion:

Empleemos nuevamente el método de la adicion:
x—-y=4 {1}

-x+2y=8 (2)

Multipliquemos la ecuacion (1) por 3 y sumémosla.

6x—3y =12
-x+2y=-12

0 =0
Pero esto nos arroja informacion adicional acerca de las soluciones. Sin embargo, si

revisamos lo que sucedio al multiplicar la ecuacion [1} por 3, nos damos cuenta que la

-163 -



ecuacion resulto idéntica a la de la ecuacion (2)con los signos opuestos... ison la misma
ecuacion!
Por lo tanto al graficarlas una a una deben coincidir en todos lo puntos, es decir, es un

caso de infinitas soluciones.

4

Ejemplo 3:
Sea
L :=3x—9y=18
Loix+3y=4
Encuentre el punto de interseccion (si lo hay) de las dos recta.
Solucion:
Empleemos nuevamente el método de la adicion, tenemos:
-3x-9y=18 (1)
x+3y=4 (2)

Multipliquemos la ecuacion (2) por 3 y sumémosla.
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=3x-9y =18
=3x+3y=12

0 =30
Lo cual es falso (absurdo ya que, 0= 30) . Note que las rectas L, y L,no son las mismas

y el procedimiento no nos arroja mas informacion que la inconsistencia 0= 30.

Veamos las pendientes de L, y L,

-3 15
L|: .}:| =—X——
9 9
¥y =_—1r—2
3
-1 4
L,: y,=—x+—
2 L2 3 3

Las pendientes de L, y L, son iguales, pero las ordenadas al origen no {— 2# %] , por lo

tanto las rectas son paralelas y no son las mismas

i+ 3y =4

//

I
N

De aqui tenemos que no hay puntos en comun, por lo tanto, el sistema no tiene solucién o

lo que es equivalente, es inconsistente.
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Ahora analicemos los tres ejemplos anteriores un poco mas.
Para el ejemplo 1
x—-y=4
—x+2y=38
Formemos la siguiente matriz, en donde, en la columna 1 se encuentran los coeficientes

de la variable x y en la segunda columna los coeficientes de la variable y: asi:

1 - .
.«I:{ " w, a esta matriz dada la naturaleza de sus elementos en cada una de sus

entradas, la llamaremos matriz de coeficientes del sistema.

Calculemos el determinante de A
l4|=0)2)--1)-1)=2-1=1
Para el ejemplo 2
x—-y=4
-x+2y=38
Su matriz de coeficientes es:
2 =1
A=
-6 3
Calculemos el determinante de A
|4|=(2)3)-(-3)-1)=6-6=0
Para el ejemplo 3
=3x-9y=18
x+3y=4
Su matriz de coeficientes es:
-3 -9
A=
] 3

Calculemos el determinante de A
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4= (=3)3)-(1)-9)=-9+9=0

Note lo siguiente (no es coincidencia)

> En el caso en que el sistema tiene solucion Unica, (en el ejemplo 1), el determinante nos

dio 1 que es diferente de cero.

> En el caso en que el sistema tenia infinitas soluciones (en el ejemplo 2), el determinante

nos dio cero.

# En el caso en que el sistema resulto inconsistente (en el ejemplo 3), el determinante nos

dio cero.

Los resultados de los determinantes en los tres casos anteriores no son coincidencia, de hecho
hay un teorema (el cual tiene su demostracion en el apéndice) que nos permite conocer con

anterioridad si el sistema tiene solucion Unica o no.

Por ahora pensemos en un sistema lineal de dos ecuaciones y dos incognitas, este tiene la forma:

ayx+ay,, =b

a,Xx+a,,y=bh,

Su matriz de coeficientes es:

Y los términos b, y b,, los podemos escribir como un vector columna asi:

; b,
= b,

Para las incognitas x vy y, podemos recurrir nuevamente a una presentacion tipo vector columna,

es decir:
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Note que a partir de estas designaciones, el sistema

a,x+a,y=b

ayx+ayy=h,

Puede ser escrito como una matriz 4 (de coeficientes), un vector X (de incognitas) y un vector

de términos constantes (o independientes) el vector b

Al escribirlo de esta manera, se satisfacen las condiciones del producto matricial. Veamos

a, dap||=x b,
ay ayl||v| |k
Realicernos el producto matricial del lado izquierdo.
agx+a;,y b,
ayx+danyl,, fz‘; 2l
De la igualdad de matrices se tiene:
ayx+a,y=bh
ayx+a,y=h,

Esta presentacion no es exclusiva para sistemas de dos ecuaciones y dos incognitas, sino, en

general, para sistemas de /7 ecuaciones con 7 incognitas (esto lo veremos mas adelante).
Antes de proseguir, es conveniente definir adecuadamente lo que es un sistema lineal.

Definicion: Una ecuacion lineal con n variables, x,,x,,x,,---.x,, €5 una ecuacion que puede
escribirse en la forma

X +a,%, +ax; +ax, =b

De donde los coeficientes a,.a,,a,,---,a, ¥ el termino constante & son constantes. [18]

Observacion: Las ecuaciones lineales no contienen productos, inversos de las variables u otras

funciones de las variables. La potencia de la variable es uno (1).
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Ejemplo. Las siguientes ecuaciones son lineales:

2.18x-4.15y =1.5

Ejemplo 2. Las siguientes ecuaciones no son lineales.

—

2 +2y+2x=4 Nx—-2y=3

3xy-2x+3y=10 siny—2y=2

Otra forma de expresar lo que presenta la solucidn de una ecuacion lineal, es la siguiente:
Dada la ecuacion lineal:

ax, +a,x, +ax, +oax, =b

Una solucion es un vector [u.-,,1,1.-!,1,1.-_“-~-,u-n], cuyos componentes al ser sustituidos en la

ecuacion la satisfacen, de tal forma que, x, =w, .x, = w,,x, =w,, -~ X =W .

Definicion: Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto finito de ecuaciones lineales, con la
caracteristica de que en todas las ecuaciones estan las mismas variables.

Cuando hablamos de resolver un sistema nos referimos al procedimiento que nos permite
encontrar el conjunto solucion (el conjunto de todas las soluciones del sistema).

Un sistema de m ecuaciones con n incognitas, es de la forma:

a, X, +apx, ++a,x, =b

Ay Xy + gy Xy +o02+ 4y, %, =h,

(1)

A Xy + Ay X+ +a,X, =b,
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Entonces podemos definir:

[P [ oy,

o

P e

o o

2

- , como la matriz de coeficientes del sistema.

o ol o

ml m2 e

b

X
X =|"?|; Como el vector de incognitas.

b,
b, . . .
b= . |+ Como el vector de términos independientes.

h

L

Note que A es una matriz de mx 1, X es una matrizde n x 1, por lo tanto el producto matricial

AX esta definido y resulta ser una matriz de m x I. Que naturalmente, es el tamafo del vector &.

dy oy Ty, X by
Ay Ay v Gy, | [ Xy | b,
o amz Tt um:r 'r:r 'F)m

Por lo tanto el sistema [1}, puede escribirse como:

AX =b

Forma que denominamos representacion matricial de un sistema lineal.
Ejemplo 1:

Escriba el siguiente sistema lineal en su forma matricial.

—2x +5x,—x,=4

2x, =10x, = =2

8y, +5x, =10
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Solucion:

-2 5 -l X, 4
A=| 0 2 -10 P X =|x, i h=|-2

b 0 5 T, 10
Ejemplo 2:

Escriba el siguiente sistema lineal, en su forma matricial.

3x, —=2x, + 5x, - 8x, =10
-x, +3x,+4x, =8

Solucion:

3 -2 5 -3 x, 10
A= P X = ih=
-1 0 3 2 X 8
Concentrémonos momentaneamente en los sistema que tienen igual nimero de incognitas y de

ecuaciones. Estos son de la forma:

apx, +dappx, ++a,x, =b

Ay X, + X, +:+ ay, X, = b, . -
. . . ., su matriz de coeficientes es:

AyX) + X+ +a,x, =b,

ay dy By
a a a )

A=|"H 7% 1 que es un matriz de n x n.
dy o L.
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Como A es una matriz cuadrada, podemos encontrar su determinante, herramienta importante si
queremos determinar a priori, si el sistema tiene solucion Unica o no. Esto lo podemos ver de la

siguiente manera:

Sabemos que A es invertible si v solo si det 4 =0 (ver demostracidn en el apéndice), por lo tanto

consideremos el sistema de 7 ecuaciones y 7 incognitas.
AX =b (1)

Supongamos que A es invertible (lo que es equivalente a decir que det A4 = 0 ). Entonces el

sistema (1), podemos multiplicar a la izquierda por A~', nos queda:

A7'AX = A7

Por definicion sabemos que A4 = [, por lo tanto

A'AX = A7

IX = A7'b
Y dado que [X =X (ya que, la matriz identidad juega el papel de modulo de las matrices) nos

gueda:

IX = A7'b

X=4" (2)

Lo cual es la solucion del sistema AX = b

Veamos que en efecto X = A~'h, resuelve el sistema AX = b, para ver esto sustituyamoslo en

AX =bh.
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AX =b ; Al47'b)=b (447 p=b
Ib=b th=b

Ahora veamos que esa solucion [X = .fr'b], es Unica. Supongamos que existe otra solucion para
AW = b, esta seria (reproduciendo el proceso anterior).
W =47 (3)
De (2) y (3) setiene como
AVb=W y A'b=X
Entonces w= X (entonces la Unica solucion es (X =4 "b})
Por lo tanto podemos afirmar lo siguiente:
Si A es invertible, el sistema .4X = b, tiene una solucion tnica X = 47'b
Medite cuidadosamente las consecuencias de lo anterior, v vea lo importante que resultan las
matrices inversas para resolver un sistema que tenga solucién Unica.
Para empezar consideremos el ejemplo 1 nuevamente.
x-y=4
-x+2y=K
La matriz de coeficientes 4 es:
A:{l —W
-1 2
Su determinante es
4] = ()2) - (- 1)-1) =1
Como A # 0, entonces el sistema tiene solucion unica.

Hallemos esa solucion. Para esto debemos hallar la inversa (que ya sabemos que existe).

Para hallar la matriz de 2x2, su inversa (empleando determinantes) es:
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-1 ! fyy  —
A , por lo tanto

detd|-a, a,

Verifique que en efecto A~'A =1

Con la inversa encontramos la solucion, asi:
2 14 X 16
118 y| |12

Es decir x=16y y=12

Otro ejemplo

Consideremos el siguiente sisterna lineal.

2%, +3x, —x, =8
=-3x,-x,+x,=—0
dx, —5x, = -2

Determine si tiene o no solucion Unica y en caso de tener solucion Unica encuéntrela.

Solucion:
2 3 =1
[=]-3 -1 ]
0 4 =5

Como det 4= 0, el sistema tiene solucion Unica y ademas existe 4~ . Ahora tenemos dos

procedimientos para encontrar A~'. El primero empleando la reduccion de Gauss-Jordan, y el

segundo encontrando la matriz adjunta de A.
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Vamos a emplear el método de reduccion de Gauss-Jordan.

fy +3,

h=5 1

1+

-1
A =

De aqui que la solucion del sistema es:

:fg

=
e

0

==

[ -1
31
15
31

12

| 31

1[0
=50

e

0

0

=2 =g
- o QO

e 2] 52|

Ll

b | =1 bka | w2

0 0
1 0|=/
0 1

|
L

h.'l| l hJ|

2
LI
2
3
2
2
0 0

—2]-1
a7
—h3
7|7
-5/ 0
-1 =3
39
bog

1 31

~11
31 3
10
31
i_
31 3

S L
2 22
3 -1 110 1 0
4 =50 0 1
0 A 1]
2 2|2
2 -11[3
o=l 0 1 —F
v 7
1 0 4 =50
=3 1
7
2 ‘ ‘
5 0 |fi—4f| 0
0 1 0
0 1 0
R
0 |fy+=fi| O 1
-7 0 0
31 | I
.
1
1
1
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(-1 -11 =2
31 31 31 [38
x| 13 1o -1}
31 31 31
12 8 -7[-2
31 31 31
_.rl 2
X=xz =2
Xy 2

EQUIVALENCIA ENTRE SISTEMAS LINEALES Y MATRICES.

A partir de la construccion que se realizo de la matriz A, del vector X y del vector b, se tiene que

existe una relacion entre los sistemas lineales y las matrices. Es decir:

//Sgt;n;r;a les F/ﬁ'a—;'chg (1)
N NI

Ejemplo:

G ——CT o)

X, +5x,
Sin embargo, si el contexto asi lo permite,(eso depende del tipo de problema que estemos
considerando), dada una matriz B, a ella podemos asociarle un sistema lineal, si ademas

conocemos el vector X'y el vector 4. Es decir, estamos considerando el camino de regreso en el

esquema (1). As:

@i&mas ITfﬁB: l@nfj;
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Ejemplo.

/—1 2 X, \ _rl—_r2+2_r3=1\
| A= 0 4 X= !
& 3

9 X, |; b= 4x, +9x, =2
3

&r, +5x, +3.r3y

r

El camino de regreso, implica identificar que los elementos de la primera fila de A, son los

coefidentes de las variables x,,x,.x,,---x, . De la misma forma con la segunda fila y asi

sucesivamente.

Como en el contexto en el que s ubican las variables del sistema lineal no da lugar a confusiones,
es decir, es facil determinar el nimero de variables, se acostumbra a presentar la informacion

mas relevante del sistema lineal, en una matriz que contiene la matriz de coeficientes y el vector
de términos independientes, en una sola matriz que llamaremos la matriz ampliada o aumentada.

La separacion entre la matriz A y el vector 4, hacen por medio de una linea vertical o una linea

vertical punteada, asi:

ay Xy + X, +oo+ aXx, = b

Ay X + Ay Xy +++++ Ay X, = b,

2 mrT R
ay dyy a, |b,
da, d d,, |b ) ) )
X > "2 |, la matriz ampliada del sistema (1)
uml um:{ 'um.rr bm
iy oy dy 5 b
dy  dp o N
'unm 'umE 'umrr 'rn 'F"lm
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5.1 PRIMER METODO PARA RESOLVER ECUACIONES LINEALES.

ELIMINACION GAUSSIANA
Consiste en dado un sistema de ecuaciones, escribir su matriz ampliada y aplicar operaciones

elementales para transformar la parte correspondiente a la matriz A, en su forma escalonada.
Después (como existe una correspondencia entre las matrices y los sistema lineales), volvemos a
escribir el sistema lineal resultante, y por medio de sustituciones hacia atras, hallamos la solucion
del mismo.
Ejemplo:
Resuelva el siguiente sistema lineal, empleando el método de eliminacion Gaussiana.

3x, +4x,—5x, =2

2x, =X, + x,=2
=5x + x, + x,=-3

Solucion:

Matriz ampliada.

3 4 -5 2
-2 =1 112 |, ahora llevemos la matriz A a su forma escalonada.
-3 1 1 -3
e e | s
A b
3 4 =52
3 4 5|2
.3 -1 13|12 |,. 5 .
| — 7 - = [ 1= -
.: 1 I = j.; 2Jrl| 0 3 3 Jrl.¥+3~1rll
-3 1 1 -3
=5 1 1 -3
3 4 =52 3 4 -5|2
— 7 7 — 7
] _] ]_ . Jr"¥+£f“3 ] _] E —
3 330 1177 3 313
23 -22]] 19 |19
0 —— = 0 n ——
3 3 |3 11111
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La matriz A, ya se encuentra en su forma escalonada por filas, por lo que el proceso de reduccion
termina alli. Ahora escribimos el sistema lineal, que nos resulto en esta dltima matriz.
3x, +4x, = 5x, =2

-11 13 2
X, +—x, =—
3 - 3 3

19 19
—xy=—

9 )

Note que de la Gltima ecuacion obtenemos x,

19 19
— Xy =— ;X =l

9 9

Conocido x,, podemos hallar x, de la siguiente ecuacion, asi:

=11 13 2
—xi,+—x,=— Como x, =1
3 " 3 3 '
=11 13,4 2
—x+—l)==
- 3[} 3
=11 2 13
X, = ———
3 3 3
—11 =11
r, = ——
3 3

Y finalmente conocido x, y x,, podemos dirigirnos a la primera ecuacién y hallar x,.
Ix, +4x, —5x, =2

3x, +4(1)-5(1)

I
b

3x, =2-4+5
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Observe que lo que hicimos fue sustituir “hacia atras” empleando para ello el valor de la variables
que vamos hallando.

Nota: en el proceso de reduccion de la matriz a su forma escalonada, pudimos haber convertido
el primer pivote (entrada 1,1) en 1 para facilitar los calculos posteriores. Esta es una decision que
depende unicamente de la persona que este reduciendo la matriz.

Sin embargo, recuerde que si lo que esta es reduciendo la matriz para realizar una factorizacion
tipo LU alli no debe transformar los pivotes en 1.

Agui en el método de eliminacion Gaussiana puede o no hacerlo (si asi lo desea)
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5.2. SEGUNDO METODO PARA RESOLVER ECUACIONES LINEALES.

METODO DE GAUSS-JORDAN
Consiste en dado un sistema de ecuaciones, escribir su matriz ampliada y aplicar operaciones

elementales para transformar la parte correspondiente a la matriz A, en su forma escalonada
reducida. Después (como existe una correspondencia entre las matrices y los sistemas lineales)
volvemos a escribir el sistema lineal. La idea puede ilustrarse como sigue:

Dado el sistema lineal.

ag X, +apx, -+ a,x, =b

Ay X + dyy Xy +o00+ay, X, = b,

a, X, +a,%, ++a,x, =b,

Y su matriz ampliada.

a, oda, a, |b
iy a,, coa, |b,
a, da, - a,lb,

Por medio de operaciones elementales

Transformamos la matriz A en su forma escalonada reducida. Es decir:

R a b L0 - 0
ay Ay Ay, b 0 1 « Ol )
a, a, - 4a,lb, 0 0 - 1li,

De donde los ¢, (para i=123,--,n), son los nimeros (términos independientes) resultantes

después de llevar a cabo el proceso de reduccion.

El sistema representado en la Gltima matriz, es:
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Que es la solucion del sistema (ya no se requiere hacer sustituciones hacia atras).

Naturalmente, la forma representada en [2}, es posible solo si A es de 7 x n e invertible. En caso

contrario, por ejemplo en caso que A sea m x 7 se debe llegar a su forma escalonada reducida,

y a partir de alli escribir la solucion del sistema.

Eiemplo:

Resuelva el sistema lineal, por el método de Gauss-Jordan

Vg =y =, =
2x, —x,—xy =1

oy

3x, +x, = Sx,

=7

4x, + 2x,

Solucion:

La matriz ampliada es:

[ =1 -1f1] [, =1 -1f1]
2 -1 =11 2 2|2 2 212
1 . _ . . 5 -7|1-7
5 |— 7| — 2 — — |
3 ] 5 h2j|3 ] 5 216,34 0 > > 3
0 4 212
] 4 2|2 ] 4 212
| __] __] l | 0 j__]
2 2|2 515
2 . -7|- . . 71— . .
-/ 0 I —f—=fi+=S] O 1 —|—|fi -4/
5°° 515 27° 515 [
0 4 2|2 0 4 2|2
1o 22 Lo 22 N
5 515
=T70-715 . =-71-=-71. 7T .
0 1 —f— =/ 0 1 ——=\h+=S 0 I 00
515 [38°° 505 [° 57
0 0 EE ] ] ] ] ] ] 1 |1
515
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1 0 0l

2700 1 o
=

0 0 1l

De la dltima matriz (que se encuentra en su forma escalonada reducida), se tiene

X =1

x, =0

X =1

Ejemplo 2: Resuelva el siguiente sistema, empleando el método de Gauss-Jordan
3x, +5x, —xy—x, =3

—4x —x,+5x, +x, =-1

Solucion:

La matriz aumentada es:

) R |
305 -1 -1|371 = el \
= _Jrll 3 3 3 \f_r""jtﬁ
-4 -1 5 137 _, ;s I
I 5 -1 -1 i 5 -1 —1] ]
"33 3, 3 3 3
g 17U ;UlTjt} Ll |
3 3 3 17 1717
—24 —4]|2
. 1 0 — =
g2 17 17 17
17 17 17

La matriz A, ya se encuentra en su forma escalonada reducida, por lo que el método finaliza alli.

Escribamaos el sistema resultante:

24 4 2

X = Xy ——X, =—
17 17 17

11 I 9
Xt —Xy ——X, =—
17 17 17
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Note que las wvariables x, y x, estan presentes en las dos ecuaciones. A x, ¥y x, las
llamaremos variables libres.

Para encontrar un vector que satisfaga las dos ecuaciones se requiere asignarle a x, y x_,
valores arbitrarios, con eso obtenemos lo valores para x, y x,.

Despejemos x,en la primera ecuacion.

Despejemos x, en la segunda ecuacion:

o 11 1
———x, +—1x,

= x
17 17 ° 17

o

x; Y x,son arbitrarios (cualquiera). Recuerde que lo que buscamos es un vector [.r|._.r3.x3._.r4],

que satisfaga el sistema. por lo tanto podemos escribirlo asi:

2 24
X, = —+—X,+—X,
17 17 ° 17
9 11 !
Xy =———X; +—X,
17 17 17
X, =X,
X=X

4 4
Que escrito como vector fila seria:

2,24 4 9 11 1 ()
— —X —X,,———X — X, 5h.X
17 17°° 17 Y17 177 gy

Observe que para cada valor que se le asigne para x, y x, (las variables libres) se obtiene un

vector que satisface las dos ecuaciones.

Como podemos asignar a x, y x, todos los valores que deseemos, se trata pues un caso de

infinitas soluciones.
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La forma de la solucion escrita en I[]}, recibe el nombre de solucion general , ya que contiene la
forma de todas las posible soluciones.

Si deseamos encontrar un vector cualquiera que satisfaga el sistema, le asignamos un valor a x,
y x,(cualquiera), a este vector lo llamaremos solucion particular.

Veamos pues una solucion particular.

] T — XX, X,

2 24 4 9 11 1
—+—x, +—x,,———X.
17 17 17 17 17 17

Por ejemplosi x, =0y x, =0, resulta.

2 9 . )
—,—. 0,01, Solucién particular 1.
17 17

Otra solucién particular, si x, =1y x, =0

26 =2 .
—,— L0 |; Solucion particular 2
17 17

Verifique en efecto que estas dos soluciones satisfacen las ecuaciones lineales del ejemplo.
Naturalmente como x, y x, pueden tomar cualquier valor (tantos numero reales hay), se pueden
general tantas soluciones particulares como se desee.

Ejemplo 3:

Resuelva el siguiente sistema lineal mediante el método de Gauss-Jordan

X, = 71X, +%x,==5
Ix, +2x, =5x, =7
—2x +14x, -2x, =4
Solucion:

La matriz aumentada es:

1 -7 1|5 1l =7 1}5 | -7 1]-5
302 =5|7|A-3A410 23 —s|20fi+2f] 0 23 -8[22
-2 14 -2/4 -2 14 -2|4 0 0 -2-6
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Aqui ya podemos detenernos, ya que, si observamos cuidadosamente, en la tercera fila dice:

) = -6, lo cual es un absurdo

Se trata pues de un sistema inconsistente (no tiene solucion) y ya conocemos una forma de

identificarlo.
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5.3 TERCER METODO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEALES.
REGLA DE CRAMER




Ejemplo:

Resuelva el siguiente sistema lineal, empleando para ello la regla de Cramer.

2x, +3x;, +5x, +x, =7
- X +3x, =%, +x, ==2
4x, +2x,-x,=6
5% = X, = X, =4

Solucion:

a4 0 2 -1
5 -1 -1 0
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2 7 5 1
-2 -1 -1 1
A, = =0
R 6 2 =1
5 -1 0
2 37 1
-2 3 =2 1
A, = =-114
' 4 0 -1
5 =1 4 0
2 3 5 7
-1 3 -1 =2
ﬂq: :U
4 0 2 6
5 =1 =1
Por lo tanto
A = A
_{|=—I=ﬂ=] "_ \ = !=L=U
A =114 A =114
A, =114 A 0
.):}——3:—:] ;1{1_—1——:0
A 114 A =114

Cada uno de los determinantes A, A, A,.---, A, se obtienen sustituyendo el vector b en la

columna 1, columna 2..columna n de la matriz A y posteriormente se procede a calcular el

respectivo determinante.
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5.4 CUARTO METODO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEALES.

EMPLEANDO LA FACTORIZACION LU
El objetivo es resolver un sistema de la forma AX =46 (con A de n x n), donde A es invertible. Si

A se puede escribir de la forma 4 = LU donde L y U son invertibles entonces existe un Unico
vector v tal que LU =5 y otro Unico vector X tal que UX =y

Entonces de AX = b, resulta

LUX =bh,como UX = y queda:

L{L-’X}: b ; Ly=5b , Lo cual soluciona el sistema.

Ejemplo:

Dado el sistema lineal
2x, = x, +5x, =12
3x, +2x,—x, =8

-4x +3x, +x,=0
Emplee la factorizacion LU para obtener la solucion del mismo.

Solucion:

Empleando el método facil para hallar L y U, tenemos

10 0 2 =1 3

L=lag 1 0 yU=|0 B B,
a, o, | 0 0 g
De donde
] o o2 -1 5 2 =1 5
a, 1 00 B Bl=|3 2 -l
a, a, 1|0 0 B | [-4 3 1

De la multiplicacion de matrices, del lado izquierdo y de la igualdad tenemos:
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e, =1 0 0][2 0 0]=2=2
ep=[1 0 0}[-1 B o0]=-1=-1
r-'ul:[1 0 “]’[5 B, ﬂ3]=5=5

cy =, 1 0]-2 0 0]=2¢

b | e

o, =
cp=[e, 1 O}[-1 B, 0]=-a +p =2

3
Como «, =;,5etiene que B =2+aq,

cn=le, 1 0[5 B Bl=5a,+8,=-1

3
Como «, =;,5etiene que g, =-1-5a,
3 -17
ﬁzz_l_ﬁ}g }ﬂzz 7

L'3|:[f35;_ o 1]-[2 (0 (}]:2052 =4

—4
i s g = =2
2 re

o, =

L'32.:[052 Xy 1]'[_1 B t}]=—a2+a3;3|=3

3+
Comoa, =2y f3, =% se tiene que @, = ——=
= 1

L'33:[052 oy 1]’[5 B :‘33]:502"'&3}32"‘:33:1
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2 —
Comoa, =-2, a, =% y =¥ setiene que f#, =1-5a, —a, 5,
(2N =17 17 94
=1-5-2)-1= B =1+10+— ;B =—
B, =15 }{?J[ 2] 5, L a2
Por tanto las matrices L ¥ Uson:
1 0 0 1 -1 5
3 7 =17
L== 1 o0 |;U=| 0 —
2 2 2
§)
-2 = 1 0 0 o4
7 7

Ahora para resolver el sistema empleamos inicialmente Ly =h

2
0 ||y, |=|8

b | e
—

-1 | ta

Realizando el producto de la izquierda

Ly 12
3
— ¥ + ¥, =8
2

2
Ty 4y :
P Tt ST
7

Realizamos el proceso de sustitucion hacia atras, tenemos:
y =12

De la segunda fila tenemos

3 3

Sty =8 y Va2 =8—=y

2 2
3 \

y =8 {12 LR T

v, =8-=(12) 1y, =-10

De |la tercera fila
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-2y, +%}=2 +y, =0

2

?{m}

v, =2(12)

1 -1 5
7 17|
0 = —|x|=
2 2
94 || x
0o o =
7
2x, —x, +5x, 12
7 17
—x,——x, [=[-10
277 2
94 188
el
94 188
De la tercera fila, T_xj =—
188
-f3=a P X, =2

17

12

-10
188

7
De la segunda fila, AT = -10

17

—10+—-x,
N =——= -
2
~10+17 _
.?{2=T i

2

De la primera fila, 2x, —x, +5x, =12
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5.5 QUINTO METODO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEALES
EMPLEANDO LA MATRIZ INVERSA

El objetivo es resolver un sistema de la forma AX =5 (con A de nxn), donde A es
invertible.

Partiendo del sistema 4X =5, podemos multiplicar a izquierda por 4™ (Que existe,
dado que A es invertible), con lo que nos queda:

ATAX = A7 Agrupando obtenemos
(44)x = 4% Simplificando

()X =47 Finalmente

X=47

La ultima afirmacion, nos indica que se 4 es de nxn e invertible, entonces la solucién
del sistema lineal AX =5, la encontramos de la forma X = 4.

Ejemplo
Dado el sistema lineal

2x; —3x, +10x, =21

dx, +x,+x; =11

7x, —5x, +4x, =17

Determine si el sistema tiene solucién Unica o no. De tener solucidn Unica, encuentre su
inversa y Usela para resolver el sistema.

Solucion

Para determinar si el sistema tiene solucion Unica o no, debemos calcular su
determinante. Si este nos da diferente de cero (0), entonces el sistema tendra Unica
solucién y ademas la inversa de la matriz de coeficientes existira (y esta sera unica)

Encontremos el determinante:
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2 -3 1
DetA=4 1 1|=-225
7 -5 4

Recordemos que tenemos dos procedimientos para hallar la inversa:
1. Empleando el método de reduccién de Gauss- Jordan

2. Empleando determinantes (4™ = ﬁ* AdjA)

Voy a emplear el método de reduccion de Gauss- Jordan. Se deja al estudiante la

invitacion a realizarlo también por el otro método.

3 1
2 2 10f1 0.0 . L 5 3| 3
B R el >h a1 1] o
o iy W i o e P 7 .5 4 0
3
1 2 5
1 53 5 % 00 2
fi-7f |0 7 19
0 a9 2 1 0
o L 3
7 5 4lo 0 1 A
- 1 - _
1 =2 5 N 1 0
2 2
19 | -2 1 3
o1 =] = = 2 0 1
7|77 h+5/
11 7 11
0o — 31| 2 0 1 0 =
2 2 1 2
i 12 | 1 3 ] I
LA 1
PO 9lu = °
11 ~14
U a9 | 21 —14
225 27 -1l
seed o2l ] 0
AT YR L
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-19
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13
14

-19

f2_4f1
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-1 38 13 -1 38 13 ]

10 0 = .2
25 225 225 PO 0% o5 o

13
L=/ o 1 -3 ] -2 1 0 19 1 b -38
=2 = 2 Bolor of = 2= =
14 7|l 7T 7 Sor— s 25 225 225
3 11 -1 3 11 -1
o0 1| 2 = = = L =
25 225 225 00 M5 s ms

Por lo tanto, dado que la matriz A pudo ser reducida (por medio de operaciones

elementales) a la matriz identidad, se tiene que la matriz del lado derecho es la inversa

de A.

Es decir,

-1 38 13 |
25 225 225
1 62 -38
25 225 225
3 11 -14

|25 225 225 |

At =

Finalmente, para obtener la solucion del sistema, consideramos la ecuacion X = 475,

Donde,
21
b=|11
17
Por tanto,
(-1 38 13 |
25 225 225 [[21
xo| L & %,
25 225 225
3 11 -14|Y/
|25 225 225
[2
X=1
2

Es decir, la solucion es  x, =2;x, =L x, =2
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Es decir el vector de términos independientes tiene en todos sus componentes es valor cero (0).

Un sistema homogéneo tiene como solucién el vector (0,0,0,---,0) , es decir
5=0x,=0,+,x, =0
A esta solucion la llamamos solucion trivial.
En forma matricial, el sistema homogéneo puede representarse como AY =0, ya que A=0.
Ahora, si A es una matriz de n x n y ademas det 4 = 0, entonces la Unica solucion del sistema
AX =0, es la solucidn trivial.
Si det 4 = 0, entonces el sistema homogéneo tiene infinitas soluciones. Es claro, que un sistema
homogéneo no puede ser inconsistente, ya que, por lo menos tiene una solucion (la trivial).
Ejemplo:
Dado el sistema

2x, +4x,=0

-5x;, —6x,=0

Determine si tiene solucion distinta a la trivial.

4] =

% ee0-sk-s

Dado que || # 0, entonces la (nica solucién es la trivial.
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Ejemplo 2:

Dado el sistema
X —2x, +3x, =0
2y, +x,-x,=0

=3x, +5x, +ax, =0

Determine lo valores de « (si los hay) de manera que el sistema tenga solucion distinta a la

trivial.

Solucion:

Vamos a emplear el proceso de reduccion de Gauss-Jordan, aunque, también podria emplearse

el determinante e igualarlo a cero. (éPor que?).

1 -2 3 1 -2 3P
2 1 —1p|f-2£10 5 =70|f +3)
-3 5 al -3 5 al
1 -2 3
1 -2 3o 0
] I, -7 0. .
0 5  =7|=fy O 1 =0+,
0 -1 9+al "o
0 -1 9+«

0

0

0

0
=7
— [0

2

38 0
—+a
5

Agui

podemos detenermnos, ya que, para que el sistema tenga infinitas soluciones, se requiere que la

ultima fila se una fila de ceros (éPor qué?). Es decir

34 — 38
—+a =0, es decir @ = —
5 5
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6. RECTASEN R’

La idea que motiva la siguiente discusion, es similar a la que conocemos en R*, es decir, que

dados dos puntos por ellos pasan una y solo una recta. Tratemos pues de derivar la ecuacion de

dicha recta en R”.
Consideremos dos puntos P = (x,,v,,z,) y O =1{x,,1,.2,)

Que se encuentran sobre la recta.

z
A

Ahora, un vector paralelo a la recta es de la forma P_gj (recordemos que P_Q tiene una familia

infinita de vectores que son equivalentes a el), por tanto:
PQ= {-‘72 - ) +|[.Vz -V }f"‘{:z -z )k

Un vector equivalente a PQ es por ejemplo v, que tiene la forma:
v=P0= {-‘fg =X }"?"' {.1-:3 - ¥ };"‘ {:_: —I ]"!:

Consideremos ahora otro punto (cualquiera) sobre la recta R = (x, y,z).
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-

{"Q’= [Iz,}'z’zzj
i P=(x.0.2)
=
R=(x,y,z) L
X

Note que PR', es paralelo a F(,j Y COmo PQ es equivalente a un vector v, entonces PR es
paralelo a v . A partir, de esto podemos escribir que PR = :PT;

Es decir, como PQ y PR son paralelos, existe un escalar ¢, que los hacen iguales (si van en
direccion opuesta ¢ es negativo, si uno es mayor que otro entonces ¢ es un numero racional,

etc.).

Ahora como PR es paralelo a v, entonces PR = v

Finalmente, representamos los vectores de posicion OR, OP y PR
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| N

/E—;':[xz:yzszz:'

X
Note que para el grafico anterior, se tiene la siguiente suma

OR = OP + PR

Esto si Resta a la izquierda de P.

Si R esta entre Py O, tenemos:

e
| - e I:xz’.)’z’zzj

¥

¥ la suma vuelve a ser la misma

OR = OP + PR
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Finalmente si, £ esta a la derecha de ¢, entonces:

-l

—

B e £= [?&—J’L»ZJ

x

Muevamente OR = OP+ PR

Dado que PR = , 5e tiene entonces

OR = OP + tv Ecuacion vectorial.
Como

OR = (x=0) +(y=0)j+(z=0W = xi + yj + zk

OP = (x, = 0) +(y, —0)j+(z, - M = x,i + y,j +2,k

= {.r;_ - X )*"n+ {}:2 -V };"' {:z -5 }ﬁ' = {.r;_ —X )*’?"' {.‘:2 — N };+ {:2 L }k

Si sustituimos en la ecuacion vectorial, tenemos:
OR = OP + 1

xi+yi+zk=xi+yj+zk+t(x,—x ) +e(y, -y )ji+e(z, —2)
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Igualando componentes:

Eni: X=X, +I{xg -x,)
(

[
e

En j: y=y, +£|[.1=_, -3)

En k: :=:|+£|[:3—:|}

Las anteriores son denominadas las ecuaciones parameétricas de la recta.
Si un punto R esta sobre la recta L, estas ecuaciones (al igual que la vectorial) se satisfacen para

algin valor de t. Ahora, si de las ecuaciones paramétricas despejamos t, nos queda:

X—-X

=

X, =X

i

Z, -2

E igualando

x—x Y=

.:fz _.:f| .1':3 - .1':|
A estas Ultimas ecuaciones se les denomina ecuaciones simétricas de la recta.

Para simplificar un poco la notacion, se acostumbra a hacer las siguientes asignaciones:

X, —X =d
Y,—y =b

-z, =¢

I

De donde las ecuaciones parameétricas quedan
x=x +la
y=y +th

z=12z +lic

-203 -



Y las simétricas

X=X y-=¥ z-z
= = 20
a h i i

Con esto afirmamos que
P=(x, —x  +(y, -0 )i+(z, -2 }{ = “;"'f{;"'ﬁ'g
Donde los nimeros &, £y ¢son los niumeros directores del vector v (que es paralelo a P_Q
Ejemplo:
Encuentre las ecuaciones vectoriales, parametricas y simétricas de la recta L que pasa por
los puntos P =(1,2,3) y 0 =(-3.3.8)
Solucion:
= PO=(-3-1F+(3-2)j +(8-3)k = —4i +1j +5k
Por lo tanto
a=—4 ih=1 1 C=5
Ecuaciones vectoriales

OR = OP +1¥
xi+yf+zk=1+2]+3k +s(—4?+ 17 +5k)

Ecuaciones para métricas:

Xx=x+1m x=1-4¢
y=y +ib Entonces y=2+1
z=z,+L z=3+5¢
X=X Y=y _z-z

a b c
Entonces
x-=1 y-2 =z-3
-4 1 5
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Para encontrar otros puntos que se encuentren en la recta, podemos darle un valor at en

las ecuaciones paramétricas. Por ejemplo si ¢ =2

x=1-4(2) x=-7
y=2+2 Entonces y=4
z=3+5(2) z=13

Por lo tanto el punto (- 7,4,13), también esta en L.
Ejemplo 2:
Encuentre las ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta que pasan por el punto
(2,6,-3), vy es paralela al vector © = 4i — 5k
Solucion:
Aqui P =(2,6,-3)=(x,,v,.z,)y =4 +0] -5k
x=2+4%
y=06
Z==3-5¢

De donde las ecuaciones simétricas son de la siguiente forma:

Y~ h , carece sentido si b =0, por lo tanto se debe escribir

Naturalmente la expresion
g

las ecuaciones simétricas como se hizo.

Nota: Las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta no son (nicas. Basta con tomar un par

de puntos distintos y se verifica la afirmacion.
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Ejemplo 3:

Deruestre que las rectas

Son ortogonales.
Solucion:

Para ver esto, es suficiente con ver los vectores de direccion de las rectas v, y v,, son
ortogonales.
v, =4i =1j+2k
v, =—2i 2] +5k
Veamos el producto escalar de v, y v,
v, e¥, =(4,-1,2)e(-2,2,5)=-8-2+10=0
Por lo tanto v, y v, son ortogonales, al igual que larectas L, y L,.

Ejernplo 4.

Demuestre que las rectas

L. x=2+4 iy ==3+1 ;1 2=3-2
L,: x=1+3s i yv=—4+s  Z2==T+12s
Tiene el punto (10,~1,~1), en comun.

Solucion:

Hay varias formas de enfocar el problema, una de ellas es pensar que nos estan afirmando que
existe un punto en comiln y supongamos que no lo conocemos (la idea de hallarlo y debe
coincidir con el punto que nos dan)

Sea P = [xﬁ._yﬂ_._:ﬁ}, en un punto en comun de lasrectas L, y L,.

Como P esta en L,, debe satisfacer su ecuacion para algun ¢, es decir:
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x,=2+4
.L:ﬂ‘ :_3 + {
Z,=3—2

De otra parte, como P también esta en la L, , debe satisfacer la ecuacion de esta recta, es

decir:
Xy =1+3s
.-]":'ﬂ- = _‘4 + 5

o om— o
Zo==T+12s
Dado que los lados izquierdos de las ecuaciones paramétricas son iguales, los derechos

también deben serlo, asi:

244t =1+3s Af =35 =—1
~34t=-d+y 0 {—5=—]
3-2f=-T+2s -2 =25=-10

Que nos da la matriz aumentada.

4 -3|-1 1 —1]-1 Py
I 1=l |f,ef| 4 =312 7
) fi+2
2 -2-10 2 =-2/-10
1 -1 _1_{ ” 1 02
0 1|3 ; f 0 1[3
+
0 —4121"" "o oo

Lo que significaque r=2 y s =3
Sustituyendo ¢ = 2 en L,, nos queda
x=2+4 ;x=10

y=-3+1 ; y=-1
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Ahora sustituyendo en L,
x=1+3s rx=10

y=—d+s ;y=-I

Por lo tanto L, y L,, tiene en comin el punto (1 0,~1,-1)
Si lo que nos pidieran fuese que dadas dos rectas L, y L, demostrar que estas no tienen

puntos en comun , el enfoque anterior ayuda mucho, ya que supongamos lo contrario, es

decir que si tienen un punto en comdn digamos Plx,,v,.z,) y debemos llegar a un

absurdo (es decir no existe ¢y s que satisfagan las ecuaciones). Este absurdo se presenta
en la reduccion que se hace en la matriz aumentada.
Esta contradiccion verifica que no hay puntos en comun.

Ejemplo 5.

Encuentre una recta L ortogonal a las rectas

L,: x=5+2s ry=l+s ; z=—4-5s
Y que pase por el punto (1,2,-1)

Solucion:

De la recta L, obtenemos su vector de direccidon v, , asi:
v, =4i-3j+1k
De la recta L, , hallamos su vector de direccion v, , asi:

v, =—2i+1j-5k
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La recta L que buscamos debe ser ortogonal a v, y v, que es equivalente a decir, que es
ortogonal a L, y L,. Si hacemos el producto vectorial cruz entre v, y v,, hallaremos un vector

w que es ortogonal a las dos rectas.

=14/ +187 -2k
W Sera el vector de direccion de la recta L pedida. Como conocemos el punto por donde pasa L

y tenemos un vector paralelo a ella (a L) podemos hallar su ecuacion:

r=x +ta
y=y +tb
z=z +lc

Donde i =14i +18] -2k , entonces a =14, b=18 y ¢ = —2por tanto

r=1+14
p=2+18
z==1-2¢
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7. PLANOS

n=ai +bj+ck

A

Q =(I,y,2'
=(xu:ﬂ)\~

Veamos lo que significa la definicion.

Sea P =(x,,,.2,), un punto conocido sobre el plano cuyo vector normal 7 = ai +bj + ck .

-

Sea O =(x,y,z), un punto cualquiera del plano entonces: PO = (x=x, ¥ +(y=y, )i +(z =2,

Como PQ L i, entonces PQ eii =0, lo que implica que
((x-x)(r=rohz-z,))e (ab,c)=0
d{x'xn)+b{y'J"n)+c{3'zu)=ﬂ (1)

Realizando los productos

ax—axy+by-by, +zc-zc, =0
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ax+by+ zc = ax, + by, + zc,
Note que el lado derecho de la ecuacion es un numero ya que a, b, ¢, x,, v, ¥ z, lo son.

Sea d = ax, + by, + zc,, entonces la ecuacion cartesiana del plano es:

ax+by+ze=d (2)
Los planos generalmente se designan con la letra =
Ejemplo.

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por le punto [25—3,5}, y cuyo vector normal es

n=2-j-k
Solucion:

De (1) se obtiene,

Para graficar el plano, se hallan los puntos corte con cada uno de los ejes x, y, y =

(recuerde que en los ejes las otras dos variables tienen el valor de cero (D}}
Realicemos la graficade 2x—y—z=2

5| x=0=y,entonces —z=2,; z=-2

Tomemos el punto (0,0,-2)

i Six=0=z,entonces —y=2; y=-2

Tomemos el punto (0,-2.0)

. Siy=0=z,entonces 2x=2; x=1

Tomemos el punto (1,0,0)
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o

A partir del triangulo obtenido, formamos un paralelogramo, y finalmente trazamos otra
paralelas externas al paralelogramo.
Ejemplo 2:

Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos P=(231), O=(1-12) y
R=(52,-3)
Formamos los vectores P_Q y PR (o F‘_Q y Q_ﬁ;‘)

PO=(1-2)F+(-1-3)j +(2- 1)k
PO=-1i-4j+1k
PO=(5-2) +(2-3)j +(-3-1)k

Ahora hallamos un vector que se a perpendicular a P_Q y PR simultdneamente (este nos

sirve como vector normal)
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-1 -4

=17i+7] +13k
Entonces utilizando cualquiera de los tres puntos (por ejemplo, Q) tenemos:
17(x=1)+7(y +1)+13(z=2)=0
17x=17+Ty+7+13z-26=0
17x+7y+13z=17-T7+26
17x+7y+13z=36
Verifigue que la ecuacion resulta la misma si se decide hacer P_Qx @, y escoja el punto

FoR.

Definicion:

Dos planos 7, y m,, son paralelos si sus vectores normales », y »n, son paralelos. [21]

Si dos planos no son paralelos, entonces se intersectan en una linea recta.

Para ver que n, y n, son paralelos, puede emplear cualquiera de las dos siguientes condiciones.
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" ®n,

1 =+]

I, |, |
2. n xn, =0

Ejemplo:
Determine si los planos
s 2x-3y+4z=10
Ayt dx—y—z=3
Son paralelos o no. En caso de que no sean paralelos encuentre la ecuacion de la recta en
que ese intersectan.
Solucion
De 7,: tenemos 7 =2i—3]+4k
De z,: tenemos i,=4i-1j-1k

Veamos si son paralelos

=T7i+14] +10k #0i + 0+ 0k
Por lo tanto nos son paralelos.
Cuando no son paralelos se intersectan y debemos hallar los puntos comunes (de
interseccion) de los planos. Para lograr esto debemos resolver las dos ecuaciones

simultaneamente, es decir:
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-3 -3 ]
S S B T I PO
=2 0l 1 T S2
0 s o757 o 1 2 2
3 3
I -7|-t
10 (10
o 1 27
3 3

Agui finaliza el método de reduccion de Gauss-Jordan. Las ecuaciones resultantes son:

7 -1
X——z2=—
10 10

g =17
V—7zi=—7
5

2

Note que z (que esta presente en las dos ecuaciones) es la variables libre. Por lo tanto,

despejamos xy y, tenemos:

-1 7

X=— z
1010

-17 9
y=——+=z
' 4]

5

Si designamos a z =1
Nos queda

-1 7

r=—
10 10

-17 9
y=— +T!
' 2 J

2=]

Que son la ecuaciones paramétricas de la recta en que se intersectan los dos planos , v

T,
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Obtengamos (para verificar) un punto a partir de las ecuaciones paramétricas y veamos
que satisface las ecuaciones de los dos planos.

Sea =1, entonces:

7 3] 3
.TC:—]U'F— ;.TC=— ;__1;:—
10 10 5
=17 5 -8
y=—=+— P y=—
A A A

3 -8 )
Tenemos el punto | =, —.1 |
D2 )

Ahora sustituyamoslo en la ecuacion del plano 7z, : 2x—3y+4z =10

3) 5 )
6 24
2+244=10
2 2
6+ 24420
—=10
50
2210
a
10=10
Yen 7,: dx—y—-z=3

3\ 3\
4[3 —[i -(1)=3

VAR,

12 8
“iio1=

5 5
12 -5

+8 5 _3

5
=3

5

-216 -



-217 -



8. ESPACIOS VECTORIALES

Definicion: Un espacio vectorial I/ sobre un campo & (pueden ser los numero reales), es un
conjunto de objetos que se pueden sumar y se pueden multiplicar por elementos de k, de tal
forma que la suma de dos elementos de V es, de nuevo un elemento de V, el producto de un
elemento de V por un elemento de k es un elemento de V, y ademas se satisfacen las siguiente
propiedades:
1. Dados lo elementos de x, y, z de V, se tiene que:
|[x+}=}+ I=x+ [v +:}
2. Existe un elemento de V, denotado por 0, tal que:
0+x=x+0=x
Para todos lo elementos de xde V.
3. Dado un elemento xde V, el elemento —x enV, y es tal que:
x+(- _r} =10
4, Paratodos lo elementos de x, y de V se tiene que:
X+y=y+x

5. Si @ es un numero, entonces «(x+ V)=ax+ay

6. Si @ y £ son nimeros, entonces:

(e + B)x = ax + fx

7. Si @ y f son nimeros, entonces:

(af Jx = a( fix)

8. Paratodos lo elementos de xde V se tiene que | -x = x (donde 1 es el numero 1) [22]
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Ejemplo 1:
Demuestre que las matrices de 2x2 con entradas en los nimeros reales, son un espacio

vectorial.

Solucidn:
Antes de iniciar debemos caracterizar como es un elemento cualquiera de este espacio (que

podemos llamar M, , )

a b e [ k]
Sean A = eM,,, B= TleM,, v C= eM,,.,
¢ d o g h o m n o

Debermos verificar ue las condiciones expresadas en las propiedades de un espacio vectorial, se
satisfacen.

Primero, debemos ver ue si tomamos dos elementos de M, , y los sumamos, el resultado es

nuevamente un elemento de M, ..

a b e [
Sea A= eM,., vy B= TleM,.,
¢ d o g h o

Entonces,
a b e [ a+e b+ /[

A+ B= + € 7= T lem,,
c d| |g h c+g d+h o

Segundo, debemos ver ue si tomamos un elemento de M, , vy lo multiplicamos por un escalar, el

resultado sigue siendo un elemento de M, .

e

a b
Sea :I={ d—|EMM v aeh,

Entonces,
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o b
ad = [ —l eM,,
e oo

A las dos anteriores propiedades se les acostumbra denominar como: cerradura con respecto a la
suma y con respecto a la multiplicacion por escalar.
Ahora verifiquemnos las restante ocho (8) propiedades:

1. Dados lo elementos x, y. z de V, setiene que:

l:_r+}')+ 2= -"'"‘{}"" :).
Veamos que
(A+B)+C=A+(B+0)

Tenemos
asmy+c=||? Clele T{e|® Fl<[|9Fe P ||| * f|o|@rak G+
c d| |g h m n ctg d+h m n| |(c+g+m (d+h)+n

[a+e+k b+f+1] [a+t(eth) b+(f+D)] [a bl ([erk f+I])_
ctg+m d+h+n| |c+t(g+m) d+h+nm)| |c d g+m h+n||

f 31+U; ﬂ%}';‘}'F :IJ=A+{B+C}

2.  Existe un elemento de V, denotado por 0, tal que:

D+x=x+0=x
Para todos lo elementos de x de V.
Veamos que

D+ A=A+0=4

s ) a b v 0 0 0
24d = = =
“Tle 4 2 Y 0 0

Entonces
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0o o a b O+a O0+h a+0 h+0 a b 0 0
O+ 4= + = = = + =A+0=4
0 0 ¢ d O+¢ 0+ c+0 d+0 ¢ d 0 0

3. Dado un elemento xde V, el elemento — x en V es tal que:

x+(-x)=0
Veamos que
A+(=A)=0
a b —a =bh
Sea A= Cd e szz y —d= .
¢ - -
Entonces

a b —-a —-b a—a b=b 0 0
A+(-A) = + = = =0
¢ d —¢ —=d c—c d—d 0 o0

4.  Para todos lo elementos de x, y de V se tiene que:

X+y=y+x
Veamos que
A+B=B+ A4
a b e f
Sea A= . dEMM i B:g h eM,,
Entonces

e [ ab—ﬁf
gk+cd_+f

a b e [ a+e b+ f e+a [+b
A+ B= + e = )

c d| g h c+g d+h g+ec h+d
5. Si @ esun numero, entonces a(x+ y)= ax+ay

Veamos que

A+ B)=ad+al

a b e f
Sea A= eM.,, , B= TleM,, ¥ el
¢ d g h

Entonces
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i+ B)= a b e [} |a b e f| |aa ab e Qif_f p
ad+rB=al. a*le 1n||7%e d|"Ye #|7|ac ad||ag an|” T

6. Si @ y f sonnimeros, entonces:

(e + B)x = eex + fx
Veamos que

(e +ﬂ)!f= r:t:A+,-‘3A

a b

Sea A=
L' d

—IEMM y @afeR

Entonces

(a+ﬁ)z1={a+ﬂ{u fJ—lz[iﬂi+ﬁ)u (a+ﬁ}b—|={afu+ﬁu rﬂJ+ﬁfJ—|=[au ab—lJ{,& ,ﬂ
c d (a+ fec (a+ fd oc+ fe ad+ pd oc ad| | P pd
od + 74

7. Si @ y f sonndmeros, entonces:

(af)x = alfiv)
Veamos que

(af) A =a(BA)

>3 A=|Vj :;—IEszz Y a,pek

Entonces

(@f)A = {rxﬁ}[a r‘!—l _ Pﬂﬁ}u {aﬁ}b—l _ {ﬂﬁu rxﬁb—l _ {a{ﬁu} rx{ﬁb}—l _ a[{ﬁu} {ﬁf,]"l _
c d (af)e (af)d afc afd a(fe) a(fd) (fe) (Bd)

o BA)

8. Para todos lo elementos de x de V se tiene que 1-x=x (donde 1 es el numero 1)

Veamos que

fTeod=24
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a b 1 0
Sea A= eM,. y =
| o 0 1

Entonces
1 Ofa & a b
feod= = =4
0 1fe o |

Como los elementos de M, , satisfacen todas las propiedades, entonces M, , es un Espacio

Vectorial.

Nota: Para ver que un conjunto no es un espacio vectorial, basta con encontrar un ejemplo que

no satisfaga alguna de las propiedades (a este ejemplo lo denominamos "contra-gjemplo™)
Ejemplo 2:

Determine si ' = {(x,y):x > 0;x e R,y € R} con la suma y multiplicacién por escalar usual, es un

espacio vectorial.

Solucion:

Antes de iniciar debemos caracterizar como es un elemento cualquiera de este espacio (que

podemos llamar ")

Sean i =(ab) y Vv=I(de) con ad=0 y becR

Note que las propiedades de cerradura se satisfacen, sin embargo, la propiedad del inverso
aditivo no. Para esto veamos el siguiente ejemplo (realmente, contra-ejemplo):

Segln la propiedad 3 (dado un elemento xde V, el elemento —x en V es tal que, x+(-x)=0)

Sea i = [2__3] entonces, claramente buscamos un vector, llamémoslo v, tal que, i +v =0 .

Note que v debe ser de la forma v = (- 2,-3), pero advierta que ve ', ya que, a partir de la

caracterizacion inicial se tendria que —2 =0 lo cual es falso.

De lo anterior se tiene que V' no es un espacio vectorial.
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PROBLEMAS

Utilice el método de eliminacion de Gauss — Jordan para encontrar todas las soluciones, si

existen, para los sistemas dados.

x+2y+z=3 x=2y-z=-4
a. 4x+y—-5z=35 b. 4x-—y+5z=4
2x—-2y+3z=0 3x—6y—3z=3
2x, +7x, =9 )
' X +2x, -5x,=4
C. 3x, -2x,=-2 d. ; '
) Ix, —2x,—12x, =7
x, +4x, =4 - '
Respuestas: a. x=Ly=1lz=0
b. Sistema inconsistente
C. x=0y=5z=1
11 1 5 3 )
d. Infinitas 50Iucic-ne5:{—+—:‘—+—:=:
4 4 85 8 )

Encuentre las soluciones (si las hay) de los sistemas dados.

2x=3y=4 x+y=3
a b. -
-3x+Ty=-6 x+3y=35
J J
Respuestas: a. x=2y=0 b. X=—y=—
4 4

Encuentre la distancia entre la recta x— =3 y el punto de interseccién de las rectas
2x—=y==1 Yy x+b6y=-7

g 342
Respuesta: .D;'.w:”T: f
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Escriba el sistema dado en la forma Ax=h

14x, —x, +3x, =11
4x, + 3x, —x, =14

2x,—Tx, +3x, =1

14 -1 37 x 11
Respuesta: |4 3 —1|ux,|=[-14
2 -7 3|« 1

Resuelva el sistema dado usando la factorizacion LU encontrada en el problema anterior.

Esto es, resuelva Ax=LUx=#h

1 0] [2 -7 F 1 0]y, 4 )
Respuesta: L=|¢ L Ly=b= = De aqui,
° A ] L 4% ' % Ly, 10 ‘

i 4 Ahora, U A B 4 or tanto 2|
= ra, Lx=yv= = ! r =
v, | o Yo 4 x| o P o |x,

Resuelva los siguientes sistemas empleando para ello la regla de Cramer.

X, =2x, =x, =-1 2x, +7x,=x, =6
a. 4x, —5x, =4 b. 4x, +5x, +3x; =8
ix, —2x, +2x, =1 -2x, +x, =1
40 40 0
Respuestas: a. x,=—=1 ; x,=—=1 ; x,=—=0
40 40 - 40
—62 — 62
b. x = e =0 ; x, = 6H=] PoXy = E:L_=1
- 62 -62 -62

Encuentre las ecuaciones parameétricas y las simétricas de la recta indicada:

a) Contienea (-25,-4) y (2,0,-4)

b) Contiene a (~1,52) y es paralelaa 4i +3/ —3k
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c) Contienea (1,,-2) vy es paralela a ': foy=3_

-4 4

Respuestas:
x==24+4f

v p—

a.  y=5-51 ol (i
' 4 -5
z=—4
x =—1+4f

— z—2

b y=3+3t L e i

4 3 -3
z=2-3t
x=1+¥& ] , )
x- = Z+ 2

¢ y=l-4r ni i S
' 8 -4 4
=2+

Encuentre una recta L ortogonal a las dos rectas dadas y que pase por el punto dado:

i+ 2 }=+1_:—5 ) .r—3_}=—3_:+ﬁ_ [43_1-}
-3 3 5 -2 =2 7 '

Respuesta:

x=4+31
y=3+1lt
z=-1+121

Encuentre la ecuacion del plano que:
a) P=(-133kn=2i+3j+k
b) Contienea (—4,1,2),(-2,-1,-3) y (-3,.5)

Respuestas: a. 2x+3y+:z=10 b. —bx-1ly+2z=17

Halle todos los puntos de interseccion de los planos 7, :=5x+y—z=13 ¥

m, . —4x+3y-Tz=35.
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Respuesta: Los puntos de interseccion se hallan en la recta

~34 4

1111
-27 31

11 11
z={
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AUTOEVALUACION

Considere el sistema:

2x, = x,+3x;, =0
=-3x,+x,-x,=0
4x, —10x, + kx, =0

éPara que valores de k tendra soluciones no - triviales?

Dadas las rectas

Demuestre que son ortogonales

Demuestre que lasrectas L, :x=2-3,y==-3+1z=4-21 ¥y

L,:x=1-2s,y=4-2s z=3-g,no tienen un punto en comdn.

Determine si los planos
mi-2x+Ty—-4z=2 y m,:-3x+2y+z=1 sonparalelos 6 no. De no ser

paralelos, encuentre la ecuacion paramétrica de la recta en la cual se interceptan.

SOLUCION:

2x, —x, +5x, =0
-3x +x,-x,=0
4x, —10x, + kx, =0

Vamos a emplear determinantes, ya que, sabemos que si det 4 = 0, entonces el sistemna

(dado que es homogéneo) tendra infinitas soluciones.
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2 =1 5

1 =1
-3 1 -=1=2

10 &
4 =10 k

= 2[k —10]+ [ 3k + 4]+ 5[30 4] = 2k =20 -3k + 4+150-20 = —k -1 14

-3 -1

—(-1
Vg &

Igualando este ultimo resultado a cero, obtenemos:

—k-=114=0 Entonces, k=-114

Dadas las rectas

Demuestre que son ortogonales
Note que cada una de las rectas tiene un vector de direccion, que en la literatura del

capitulo denominamos vector v, y que es paralelo a la recta.

Entonces, las rectas L, y L, seran ortogonales, si sus vectores de direccion también lo
SO

Para L, tenemos el vector v, = (2,8,-2)

Para L, , tenemos el vector v, =(—1,1.3)

Ahora, realicemos el producto escalar (v, v, )=(2,8,-2)e (- 11,3)=-2+8-6=0, por lo

tanto los vectores de direccion son ortogonales, asi que las rectas también lo son.

Demuestre que lasrectas L, :x=2-3r,y=-3+rz=4-2t vy
L,:x=1-2s,y=4-25z=3-y,no tienen un punto en comun.
Supongamos lo contrario, es decir, que si tienen un punto en comun (sea este
P={(xy,¥0+25) )

Si P es un punto de L, debe satisfacer su ecuacion para algin valor de t. Entonces,
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Xo=2-3t
Yo=—3+1 (1)

= =47
Z, =4-U

Si P es un punto de L, , debe satisfacer su ecuacion para algun valor de s. Entonces,

Xo=1-2s8
Lﬁ=4_2.5' (2]
Zy=3-5

De la igualdad de los lados izquierdos de (1) y (2), se tiene que:

2=3r=1-2s =3 +2s ==1
—341=4-2g Ordenando el sistema (+2s=7
4-2r=3—-¢% -2 +5=-1

Resolviendo el sistema anterior, vemos que

(-3 2 |-1 1 2|7 1 2|7 1 217

1 2107 |fief,|=3 2 -1 |[f,+35] 0 820 |f,+2/|0 8|20 |-/,
-2 1 |-1 -2 1 |-1 -2 1 |-l 0 5113

(1 217 1 2|7

0 1(3% [A-54]0 1|3

0 5113 0 0 yz

Agqui podemos detenernos, ya que la ultima ecuacion nos dice que 0 =—, lo cual es

L3

2
absurdo. Por lo tanto, no hay valores de t v de s tales que, el sistema tenga solucion. De
esto se desprende que las dos rectas no tienen puntos en comun.

4, Determine si los planos
mi-2x+7y-4z=2 ¥ a7, :=3x+2y+z=1 sonparalelos o no. De no ser
paralelos, encuentre la ecuacion parameétrica y simétrica de la recta en la cual se

interceptan.
Note que cada uno de los planos tiene un vector normal, que en la literatura del capitulo

denominamos vector #, y que es perpendicular al plano.
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Entonces, los planos w, ¥y , seran paralelos, si sus vectores normales también lo son.
Para 7, , tenemos el vector #, = (—2,7,—4)

Para 7,, tenemos el vector 7, =(—3,2.1)

Para determinar si son o no paralelos, realicemos el producto vectorial de », y #, (dado
gue podemos encontrar el producto vectorial a partir del determinante, note que si una

fila es un multiplo escalar de otra entonces por las propiedades estudiadas de los

determinantes, este determinante sera cero (0) ).

k
— 4 =15/ +14] +17k = 07 +0] + 0k
1

*
=
I
I
I
[ T

Por lo tanto los vectores no son paralelos, de donde lo planos tampoco lo son. Como no
son paralelos se intersectan en una recta. Para encontrar la ecuacion de la recta debemos

resolver simultaneamente las ecuaciones que representan los planos.

-2 7 =427 1 [1 =Y 217, |0 TTh 2|1 ] 2
==/ < /> +3/ p —
-3 2 1 |1 2 =3 27 1|1 [}—1%7—2 17
[ =7 _ —15 -3
a2 | %jﬂf{] 0 ﬁ?‘ /?W
—14 1Ty Sz —14 4
LS K? AT S A? ﬁ?
De la Ultima matriz, se obtiene el sistema:
15 3
X———=——
17 17
14 4
p—-———=z=—
17 17
Si hacemos la asignacion z =r, y despejamos x y y en el sistema anterior, nos queda:
3 15
=——+—f
17 17
4 14
= 4+
17 17

z =1

Que es la ecuacion paramétrica de la recta en la que se intersectan los dos planos.
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APENDICE

Teorema: Sea A una matriz de n x n. entonces A es invertible si y solo si det 4= 0.5i detA=0,

entonces

A7 = -adj 4

det A

Demostracion:
Para probar el anterior resultado, es necesario probar primero el siguiente

teorema: Sea A una matriz de nxn entonces,

det A 0 (0 . o @ 1]
0 det A 0 *« * @ ]
0 ] detd e o e ]

(ANadjid)=| o . . o |=(detA)]
L ] L ] L ] L ]
L ] L ] L ] L ]

(0 0 (0 e o o (deotd

Demostracion: Sea € = (E-J.J. )= (4) AdjA). Entonces,

a, a, * & g 4, 4, e e & A
d, d,, ® o o g A4, A, e e e 4,
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
=
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
'“.rr| 'H.rrl . . . '“.rr.rr ‘?i-|.rr 'ei‘_:'.rr . . . i ]

Se tiene ¢, =(renglon i de A). (Columna j de Adj A)

Asi, ¢y =apd; +apd;,+..+a,d

T n
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Ahora si i = j, la suma anterior es igual a a, A, +a,A4, +..+a,A_que es la expansion
de det 4 sobre el renglon i de A. Por otro lado, si i # j, entonces la suma es cero. Por lo

tanto,

det A sii=j

0 sii#jf

Esto prueba el teorema. [25]

Ahora si estamos en condiciones de probar el teorema inicial.
Demostracion:

] A
Si detd =0, entonces por el teorema anterior se tiene que {—J{.»Ic{ﬁ»l} es la inversa

v

=] Ve

de A multiplicandola por A y obteniendo la matriz identidad:

"

1 1 1
(A {—:Id A | = ——|A(Adjd)|=——\det AN =1
ydmxi Y J dm;J J}] dm;ﬁ 22

Pero, ya sabemos que si AB =/, entonces B = A~ . Por tanto,

| -
Adjid= A 26
{ddﬁj : [26]

Teorema: Sea A una matriz de 2x2. Entonces:

iii. SeaA esinvertible siysolosi detd=0

iv. Si detd=0, entonces:

- 1 iy — ity
‘ detd|—a, a

Demostracion:

(J'H HI.Z

Sea =|V “ Y det .'I=U||agg LTI

(J'_;.l '“_3'2
=»)Supongamos que det 4 # 0 y sea

_ ]
det A

i,, —d . -
{ - Iﬂ . Entonces (verifiquemos el siguiente producto)
iy oy
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B = 1 Gy —dp ay dy | 1 oty — Uy iy 0
detd|—a, a, |ay ay| a,a,—a,a, 0 —dy,dy, +d,,dy,

1 0
h L} 1} =
De la misma forma, hacemos AB =/[. Lo que demuestra que A es invertible y que
B=A".
Todavia falta demostrar que si A es invertible, entonces det 4 # 0. Para esto veamos el
sisterna
a,x, +a,x, =b
a, X, +dynXx, = b,
Se sabe que si este sistema tiene solucién Unica, entonces a,,a,, — a,,a,, # 0 . El sistema
se puede escribir en la forma Ax=4h. Entonces como A es invertible, el sistema tiene
una unica solucion dada por x= A7'h.
Pero del teorema 1, se tiene que el hecho que el sistema tenga una solucion Unica implica

que a,,d, —d,d,, =det4 = 0. Lo que completa la prueba. [23]
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